INSA Toulouse, STPI, IMACS 2. mercredi 18 décembre 2012

Examen d’Analyse I - Durée : 1h30 minutes.

Les calculatrices et les documents ne sont pas autorisés.
(Baréme donné a titre indicatif.)

Exercice 1 (Séries entiéres - 5 points)

Calculer le rayon de convergence et le domaine de convergence simple des séries entiéres :
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Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. En donner une démonstration ou
un contre-exemple.

1. Les séries Y a,z" et > (—1)"a,z" ont méme rayon de convergence.
2. Les séries Y a,z" et Y (—1)"a,z" ont méme domaine de convergence.

3. Si Y a,x™ a un rayon de convergence fini R > 0, alors sa somme admet une limite infinie
en R~ (i.e. la limite & gauche de R).

Exercice 2 (Séries de fonctions - 7 points)

Pour x € Rt et n € N, n > 2, on pose f,(z) = % et S(x) = > 07, fu(x) (sous réserve

de convergence).

1. Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série »_ f,, sur RT.
2. Montrer que S est de classe C* sur R%.
3. Montrer que S n’est pas dérivable & droite en 0.

4. Montrer que x*S(z) tend vers 0 en +oo pour tout k € N.



Exercice 3 (Suites de fonctions - 4 points)

Soit f : Rt — R une fonction continue, non identiquement nulle, telle que f(0) = 0 et
lirf f(x) =0. On pose f,(z) = f(nx) et go(z) = f ().
T—r+00

1. Donner un exemple de fonction f.
2. Montrer que f, et g, convergent simplement vers la fonctions nulle.

3. Montrer que la convergence n’est pas uniforme.
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. Si [;7 f(t)dt converge, chercher lim / fn(t)dt et lim gn(t)dt.
0
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Exercice 4 (Espaces vectoriels normés - 5 points)

On considére E = C([0, 1]), Pensemble des fonctions continues sur R. On rappelle que pour
tout f € F, la norme L! est définie par :

1l = / F(t)dt

Pour tout n € N,n > 2, on considére la fonction f,, définie pour tout = € [0, 1] par :
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. Dessiner grossiérement la fonction f,,.
2. Déterminez la limite simple de la suite de fonctions (f,,)nen-
3. Montrer que la suite (f,)nen est de Cauchy.

4. En déduire que l'espace vectoriel normé (E, || - ||1) n’est pas complet.



