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TD 3 - FORMULE DES RESIDUS, PRINCIPE DU MAXIMUM

PASCAL J. THOMAS

Les exercices marqués d’'une astérisque (*) ne sont pas essentiels, ou destinés a ceux
qui veulent approfondir la théorie.

1. CALCULS D’ INTEGRALES

1.1. a) Calculer I'intégrale définie [~ o dx 7 par la méthode des résidus.
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¢) Calculer I'intégrale définie fo * o521y par la méthode des résidus. On utilisera
la parité de la fonction.

b) Calculer l'intégrale définie [~ par la méthode des résidus.

1.2. On considere la fonction f(z) = e, Sur quel domaine est-elle analytique ?
Pour tout & > 0, on considere le contour fermé I'y composé des quatre segments

orientés suivants :

mnx) = z, —A<z<A,

Y2(z) = A+4iy, 0<y<(,

v(z) = —x+4+if, —-A<z<A,
nlr) = —A+i€-y), 0<y<E

Montrer que lim_, fw f( )dz =limg 1 f f(z)dz = 0.

On rappelle que fj;o e ™*dz = 1. Montrer en utilisant le théoreme de Cauchy
appliqué a la fonction f sur le contour I'4 et en faisant A — +o00 que

mE2 e —mx?—2mize
e e dxr = 1.

[e.e]

On définit la transformée de Fourier par F(g)(€) := [°° e=2™#¢g(x)dx. Calculer

e}

la transformée de Fourier de la fonction g(z) = e™™".

1.3. a) Calculer la transformée de Fourier de g(x) := par la méthode des résidus.
Vous devrez distinguer les cas £ > 0 et £ < 0.
*b) Nous allons calculer la transformée de Fourier de la fonction “sinus cardinal”,

g(x) = % Une conséquence de votre cours d’analyse hilbertienne est qu’on peut

écrire ici F(g)(§) = lima— oo ff‘A e 2™ g(z)dx.
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Montrez que

A —£
/ eI g(x)dr = lim ( / / —2mizg d:c)
_A e—0t
—€ A ) e—ix
= lim < / / _2””5 dx) — lim ( / + / e_gmxf—,dx>
e—0+ =0t \J_4 . 2ix

(une partie de la question est de montrer que ces deux dernieres limites existent !)

Calculer les limites quand € — 0 et A — +00 de ces dernieres intégrales en utilisant
la formule des Résidus et le Lemme de Jordan. Vous serez amenés a distinguer les
casf<——7r —2ﬂ<§<%,%<§.

Quelle célebre formule d’inversion aurait pu vous épargner ce fastidieux travail ?

1.4. a) Calculer l'intégrale définie fOJrOO %dm par la méthode des résidus. On utilis-

era, comme dans le cours, un contour évitant 1’origine contenant des portions des
cercles centrés en 0 et de rayons € et R, et des demi-droites x > 0,y = i0 et
x>0,y =—10. On fera 6 — 0, ¢ = 0 et R — 400, dans cet ordre.

b) Montrer par la méme méthode que pour 0 < a < 1,

/+°° x¢ T
o l+=xz sin(ma)

Vous pouvez retrouver cette formule pour a = % par des moyens élémentaires.

1.5. a) Calculer l'intégrale définie

/OO dx
0 1+£L'n

en utilisant le contour constitué du segment de droite de 0 a R > 1, puis de I'arc de
cercle centré en 0 qui va de R & Re?>™/" puis du segment qui va de Re?™/™ & 0.
*b) Calculer I'intégrale définie
/ > x%dx
o 1+am

en utilisant le contour constitué du segment de droite de € a R, puis de 'arc de cercle
centré en 0 qui va de R & Re*™/™ puis du segment qui va de Re?>™/™ & ee2™/" puis
de I'arc de cercle centré en 0 qui va de ee>™/™ a¢. (Ici0 <e <1< R).

1.6. (extrait de I'examen terminal d’Analyse Complexe 1, Novembre 2017)

a) Résoudre I’équation 2% + z + 1 = 0 dans C. Une fagon rapide est de remarquer
que 23 — 1= (2 — 1)(2? —i—z+1)

b) On pose fo(z) := z=. Calculer Res(fo, e*™/%).

c¢) Pour R > 1, on considére le chemin (courbe C' par morceaux) I' obtenu par la
concaténation du segment vy, := [— R, R], parcouru dans le sens croissant, et du demi
cercle v, := {Re : 0 < § < 7}, parcouru dans le sens trigonométrique.

Calculer [, fo(z)dz



SERIES, HOMOGRAPHIES 3

On pose ¢g(z) := ———. Calculer Res(g, e

d) Montrer que limpo [, fo(z)dz = 0 et en déduire la valeur de [ oo _ du
o 1
€ (2242+1)2

En utilisant le méme chemin I'; calculer fj;o ( du

—oo0 z24z+1°
) 27ri/3>_
f) T

g) Pour tout £ € R, on pose fe(z) := e 2™ fy(2).

Pour ¢ < 0, montrer que limp_, fw fe(2)dz = 0 et calculer fj;o fe(x)dx par la
méthode des résidus en utilisant toujours le chemin I'.

h) Pour £ > 0, calculer fj;o fe(x)dx par la méthode des résidus en utilisant le
chemin T'; obtenu par la concaténation du segment -3 := [—R, R], parcouru dans le
sens décroissant, et du demi cercle 4 := {Rew : —m < 0 < 0}, parcouru dans le sens
trigonométrique.

On rappelle que la transformée de Fourier d’une fonction g absolument intégrable
sur R est donnée par

par la méthode des résidus.

+oo
9= [ emtya)d

Si on pose f(x) = fo(z), pour x € R, en déduire que

fe) = 2T _ig i€V

V3

i) Retrouver le résultat de la question f) par le théoreme de Plancherel.

2. PrINCIPE DU MODULE MAXIMUM

2.1. Montrer le Lemme de Schwarz : si f est analytique sur le disque unité D et
continue jusqu'au bord, et que |f(z)| < 1 pour tout z € D, et que f(0) = 0, alors
|f(2)] < |z| pour tout z € D\ {0} et |f/(0)] < 1. Si de plus une de ces inégalités est

une égalité (pour une seule valeur de z), alors il existe § € R tel que f(z) = 2.

2.2. Soit f analytique sur un ouvert €. Sous quelles conditions |f| peut-elle admettre
un minimum local?

Indication : considérer la fonction 1/f.

On suppose que f est analytique sur un ouvert connexe borné € et continue jusqu’au
bord. Montrer que soit f s’annule en au moins un point de €, soit |f| atteint son
minimum en un point de 0f2.

2.3. Soient f, g holomorphes sur D) et continues sur D. On suppose que pour tout
zeD, f(z) # 0,9(2) # 0 et que |f(2)| = |g(2)| pour tout z € dD. Montrer qu'’il
existe 0 € R tel que f = e?g. Que se passe-t-il si on admet des zéros pour f ou g ?

2.4. a) Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe 2. Soit ' un ouvert
non vide, relativement compact dans 2. On suppose que |f| est constant sur la
frontiere de 2. Montrer que f est constante sur €2 ou s’annule au moins une fois dans
(Y. (Indication : considérer la fonction 1/f).



4 PASCAL J. THOMAS

*b) Que se passe-t-il si on suppose plutot que f prend des valeurs réelles sur la

frontiere de €27 (Indication : considérer %, pour tout y € R).

2.5. Vérifiez que pour tout point a du disque unité, 'application
a—z

#a(2) = 1—za

est une bijection biholomorphe du disque unité dans lui-méme. Pour montrer que
l0a(2)| < 1 pour |z| < 1, faites d’abord le calcul pour |z| = 1.

Soit f une fonction holomorphe du disque unité dans lui-méme, telle qu’il existe
deux points a # b du disque vérifiant f(a) = a, f(b) = b. Montrer que f(z) = z, pour
tout z du disque.

(Indication : Lemme de Schwarz).

2.6. On suppose que f est analytique dans un voisinage du disque fermé D(0, R), que
f(0) =1 et que |f(2)| < M pour tout z € D(0, R). Soient ay,...,ay les zéros de f
comptés avec leur multiplicité (un zéro double compte deux fois, etc) dans le disque
D(0,R/3). Montrer que N < > 1In M.

Indication : appliquer le principe du maximum au point 0 a la fonction

O
Hszl (1 o é)

g9(2) :



