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Durée du contrôle : 1 heure 30.
Ce contrôle se compose de 4 exercices indépendants, sur deux pages. Les questions

marquées d’une astérisque * sont facultatives, ne les faites que si vous avez fait le
reste.

1. Soit f une fonction analytique dans un disque D(0, r), r > 0. On dira que f est
paire si pour tout z ∈ D(0, r), f(z) = f(−z).

On suppose que pour tout n > 1/r, n entier,

f(
1

n
) = f(− 1

n
).

Montrer que f est paire.
Indication : on pourra considérer la fonction g(z) := f(z)− f(−z).

2. On rappelle qu’une fonction C-dérivable g vérifie les équations de Cauchy-Riemann :

∂

∂y
(Im g) =

∂

∂x
(Re g),

∂

∂y
(Re g) = − ∂

∂x
(Im g),

ou de façon équivalente ∂g
∂y

= i ∂g
∂x

.

a) Pour une fonction R-différentiable f quelconque à valeurs complexes, montrer
rapidement que

∂f̄

∂x
=
∂f

∂x
,

∂f̄

∂y
=
∂f

∂y
.

b) On suppose que f est une fonction C-dérivable en tout point d’un ouvert connexe
U ⊂ C, et que |f | est constante. On rappelle que |f |2 = ff̄ .

Montrer en utilisant les équations de Cauchy-Riemann que

f̄
∂f

∂x
+ f

∂f

∂x
= 0 et f̄

∂f

∂x
− f ∂f

∂x
= 0.

c) Montrer que f est constante sur U .
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3. a) Factoriser le polynôme f(z) := z2 + 2z + 2 dans le plan complexe. Indication :
z2 + 2z + 2 = z2 + 2z + 1 + 1. Montrer que f(z) 6= 0 pour tout z ∈ D(0, 1).

b) On pose γ(t) := eit, 0 ≤ t ≤ 2π. Calculer
∫
γ

1
f(z)

dz. Indication : sans calculs !

Mais justifiez votre réponse.
c) On pose γ1,R(t) := t, −R ≤ t ≤ R, et γ2,R(t) := Reit, 0 ≤ t ≤ π, et γR la courbe

fermée obtenue en raccordant le segment de droite γ1,R et le demi-cercle γ2,R.
Montrer que

lim
R→+∞

∫
γ1,R

1

f(z)
dz =

∫ +∞

−∞

1

f(x)
dx, et lim

R→+∞

∫
γ2,R

1

f(z)
dz = 0.

d) Calculer
∫
γR

1
f(z)

dz et en déduire
∫ +∞
−∞

1
x2+2x+2

dx.

4. a) Soit f une fonction continue sur un ouvert U ⊂ C, qui ne s’annule jamais, et
telle que z 7→ (f(z))2 soit de classe C1 et C-dérivable.

Montrer que f est de classe C1 et C-dérivable.
*b) Application : on rappelle que les dérivées successives de (1+x)1/2 sont données

par (
d

dx

)k
(1 + x)1/2 =

1

2

(
−1

2

)(
−3

2

)
· · ·
(

1

2
− k + 1

)
(1 + x)

1
2
−k.

Montrer (sans calculs !) que si on définit w 7→ w1/2 sur C\] −∞, 0] en choisissant
l’argument de w dans l’intervalle ]− π,+π[, alors pour tout z ∈ D(0, 1),

(1 + z)1/2 =
∞∑
k=0

1

k!

1

2

(
−1

2

)(
−3

2

)
· · ·
(

1

2
− k + 1

)
zk.


