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1. EXPONENTIELLE COMPLEXE, SERIES

1.1. A partir de la définition de l'’exponentielle complexe, montrez que pour tout
z € C,

z

le*| < el*l et

‘ < el?l

1.2. On rappelle que pour tout z € C, on pose sin z := o (¢'* — ¢7%).
Calculer en termes de fonctions trigonométriques ou trigonométriques hyperboliques
de 2z et 2y la quantité |sin(z + iy)|*.

Pour quelles valeurs de y la fonction = +— sin(x + iy) est-elle bornée 7

1.3. Soit > a, une série absolument convergente, Y b, une série convergente. On
pose ¢, ==Y y_o Un—kbg.
On écrira A, = >, _yak, By == > p_obk, Cn == > p_ock. On pose aussi A :=
lim,, o Ay, B :=lim,_,« B, (qui existent par hypothese).
(a) Montrer que C, — AB =3} _ an_i(Br — B) + (A, — A)B.
(b) Soit € > 0 donné. Montrer qu’on peut choisir M € N tel que pour tout k > M,
€
— < —
S Sl

(¢) Montrer qu’il existe N; € N tel que

£
< 3 pour n > N7,

M
> an_w(Bi — B)
k=0

et conclure que lim,,_,., C,, = AB : c’est un théoreme plus général sur le produit de
Cauchy.

2. INTEGRALES GENERALISEES

2.1. Soient f et g deux fonctions de classe C! sur la droite réelle, telles que les intégrales
+00o py +oo .
J7 7 f et [T ¢ solent absolument convergentes.
oo (o.9]
(a) Montrer que f et g admettent des limites finies en 400 et en —o0.
(b) Montrer que fj;o f'g et fj;o f¢' sont absolument convergentes et que

“+oo “+oo

f(2)g(x)dz = lim f(z) lim g(x)— lim f(z) lim g(z)— f(x)d (z)dx.

S T—++00 T——+00 T——00 T——00 _

Cela nous permet d’intégrer par parties sur un intervalle non borné.
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2.2. (a) Montrer que si limg_,; fOA flz)de =1, e Ret limy 4o fEA flz)de =1, €
R, alors lim g4 f_AA f(x)dx existe, et donner sa valeur.

(b) Réciproquement, si limg_, o LAA f(z)dz existe, on ne peut rien dire sur la
convergence des intégrales de f sur [0, 4o00[ et | — o0, 0].

Le montrer en utilisant 'exemple f(x) := fj{;.

(¢) Si f(x) > 0 pour tout z, et si lima_ ;o0 f_AA f(z)dz existe, alors montrer que
iAo fi f(@)de =1, € R et limy o [°, f(z)dz = I, € R.

2.3. Si f € C([—1,1]), montrer que la limite suivante existe et est finie:

—€ 1
lim / + / @dx.
e—0,e>0 _1 c X

Indication : considérer f — f(0).
L’intégrale ici considérée n’est pas toujours convergente. On appelle ce genre de
limite la valeur principale de I'intégrale (divergente).

. , +00 si ’
2.4. Nous avons vu en cours que l'intégrale fo Sltitdt converge, en la décomposant

en fol st ¢ (sur cet intervalle, la fonction est bornée) et f1+°° Lt qui s'integre par

t
parties en posant u := 1, v/ :=sint, v’ = %2, v = —cost.

(a) Soit, pour x > 0,
+oo o3
t
g(x) ::/ STt g,
0 t

Montrer que I'intégrale qui définit g est convergente (et méme absolument conver-
gente). Calculer lim, 1 g(z).

(b) Vérifier qu'on peut calculer la dérivée ¢’(x) en dérivant “sous l'intégrale”. La
calculer. En déduire la valeur de g(z) pour z > 0.

(c) Cette derniere question est plus délicate. On veut montrer que lim,_,g ,~0 g(x) =

T

[Feesintdt et donc trouver la valeur explicite de l'intégrale.

0 t ;
Montrer d’abord que —e‘xt% est une primitive de e *’sint. En déduire une

sinte=2tdt en intégrant par parties.

. “+oo
expression de [ =

Montrer que
+00o 3 +00
sint 1
—(1—e™)dt = t)—dt
/1 ; (1—e™) f(z,t) st

1
ou f(z,t) est une fonction qui vérifie | f(x,t)| < 2, et pour tout A > 0 supge, s f(z,t) =
0 quand z — 0. o

Etant donné € > 0, choisir A > 0 tel que f;oo t%dt < ¢/2 (pourquoi peut-on 7), et
achever la démonstration.

(d) Application : en utilisant I'exercice 2.3 et un changement de variable, calculer

) —€ +o0 eztg
€_1>%)I’£1>0 N —i—/E ; dt (pour £ € R™).
2.5. Soit f € CYR) telle qu’il existe A > 0 tel que f(z) =0 deés que |z| > A (on dit
que f est a support compact). Montrer en intégrant par parties que limg o f(§) =

lime_, o0 f(£) = 0.



