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Introduction

On va aborder un probléme statistique usuel — la régression linéaire —
dans deux cadres différents :

@ un cadre statistique classique, ot les données (Y:)¢>1 sont
modélisées de facon stochastique ;

@ un cadre séquentiel déterministe, ot I'on ne fait aucune hypothése
stochastique sur la suite (y;)¢>1 des données a prévoir ; cela conduit
a des algorithmes de prévision trés robustes.

Ces deux cadres entretiennent des liens étroits qu'on présentera aprés
quelques rappels.
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Modéle linéaire gaussien (design fixe)

Considérons le modéle de régression linéaire gaussienne avec design fixe :
le statisticien observe (X1, Y1), ..., (X7, Y7) € R? x R tels que

N

t< T

)

d
Yt:Zu_}kthJ’_Et 5 1
j=1

. . . L iid
ot les vecteurs X, ..., X7 € R? sont déterministes et ot £, "= N(0,0?).

@ Le vecteur u* € R? est inconnu.

@ Le statisticien a seulement accés a (X, Y1),. .., (X7, Y7).

Exemples d'objectifs du statisticien :
@ estimation : estimer u* € RY ;

@ prévision/débruitage : estimer (Z}jzl Uj'kXt,j)

1<t<T”
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Erreur quadratique moyenne

Objectif : estimer (27:1 UJTXtvj)1<t<T € RT, i.e., construire u € RY de

petite erreur quadratique moyenne (EQM)

2

T
R(ﬁ):é 7:2{: }E:L#)QJ —-j{:iU)QJ
t=1 j j

[ay

Un estimateur classique est I'estimateur des moindres carrés :

2
T

d

—~ 1

u € argmin 7 Z Y: — Z; ujXe j
J:

ucRd t—1

L'EQM de cet estimateur vérifie E[R(u)] < do?/T. Cette erreur est
faible en petite dimension d < T.
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Grande dimension et parcimonie

E[R(u)] < do?/T : erreur faible en petite dimension d < T. J

En grande dimension d > T :

@ si la matrice de design X = (X¢)r;j € RT*? est de rang maximal,
alors E[R(ﬁ)] = 02 (sur-apprentissage) ;

@ la tiche de prévision est néanmoins possible sous des hypothéses de
parcimonie.

Hypothése de parcimonie : on suppose u* parcimonieux, i.e.,
lullo £ |4 uf #0} =s < T .

Si on connaissait le support J* £ {j : ur # 0} de u*, on pourrait
appliquer I'estimateur des moindres carrés relativement a

{ueR?, Vj¢J u=0}.

Pour cet estimateur idéal, I'EQM serait au plus de I'ordre de s/ T <« 1.
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Moindres carrés régularisés

En pratique, le support de u* est inconnu, mais on peut imiter
I'estimateur précédent en régularisant les moindres carrés :

2
d

ol

-

~ . 1

u € argmin Z Yy —
t=1

uXej | +reg(u)
ueRd 1

reg(u) ‘ E[R(a)] ‘ Hypotheéses sur (X j); ‘ Cotit algorithmique

In(d . .
fullp | =2 "(T/ s) aucune combinatoire
||U||1 £nd l;d Xe,j presque orthogonaux | minimisation convexe

Algos : régularisation ¢° [BMO01, BTWO07], régularisation ¢! [CT07, vdG08, BRT09],
pondération exponentielle [DT08, AL11, RT11].
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Remarque : extensions possibles du cadre
Plusieurs extensions sont souvent considérées dans la littérature.

@ On a postulé une relation linéaire entre X; et Y;. De facon
équivalente, on pourrait considérer le modéle

d
Yo=Y uioi(X)+e, 1<t<T,
j=1
ou le dictionnaire (1, ..., pq) est constitué de fonctions non

linéaires ¢; : RY — R (éléments d'une base de fonctions par ex.).

@ Si ce modéle linéaire n'est pas vérifié, on peut considérer le modéle
Ye=1(X:) +er, 1<t T,

ot la fonction de régression f : R — R est inconnue.

On peut chercher a estimer f par la meilleure comb. linéaire des ;.
Dans ce cas, E[R(ﬁ)] < erreur d’approximation + o2 sIn(d)/T.
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Cadre séquentiel déterministe

@ Cadre déterministe

e On supprime les hypothéses de modélisation stochastique :
auparavant, la suite (Y:)>1 était stochastique.

o Maintenant, la suite (y:)s>1 est déterministe arbitraire et on
cherche des garanties déterministes. Cela conduit & des algorithmes
de prévision trés robustes.

@ On ajoute une contrainte séquentielle : les données y; sont
observées séquentiellement.

Agrégation de prévisions : a chaque date t, le statisticien dispose d'un
vecteur de prévisions élémentaires x; = (Xt j)1<j<d € RY qu'il peut
combiner pour prévoir I'observation y; € R.

Quelques références historiques : [Fos91, CBLW96, KW97, AWO01, Vov01].
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Cadre séquentiel déterministe

@ Cadre déterministe

e On supprime les hypothéses de modélisation stochastique :
auparavant, la suite (Y:)>1 était stochastique.

o Maintenant, la suite (y:)s>1 est déterministe arbitraire et on
cherche des garanties déterministes. Cela conduit & des algorithmes
de prévision trés robustes.

@ On ajoute une contrainte séquentielle : les données y; sont
observées séquentiellement.

Agrégation de prévisions : a chaque date t, le statisticien dispose d'un
vecteur de prévisions élémentaires x; = (Xt j)1<j<d € RY qu'il peut
combiner pour prévoir I'observation y; € R.

Ouvrage de référence : [CBLO06].
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Protocole et objectif de prévision

A chaque date t € N*,
o L'environnement révéle le vecteur de prévisions élémentaires x; eRY,

@ Le statisticien formule sa prévision y: € R a I'aide des prévisions élémentaires
X j et des données passées (xs,ys), 1 <s<t—1.

© L'environnement révéle I'observation y: € R et le statisticien encourt la perte
carrée (yr — ?t)z.

Objectif : sur le long terme, prévoir presque aussi bien que le meilleur
T o, . d . L, epe
prédicteur linéaire x — u - x = D1 UpXj, u € RY, i.e., vérifier

T T
~\2 . 2
E (ye —y:)” < inf E (e —u-xe)"+  Arg(u) )
ucRd
t=1 t=1
erreur d’approx. erreur d’estim. séq.

ou le terme de regret At 4(u) est petit (sous-linéaire en T).
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Protocole et objectif de prévision

A chaque date t € N*,
o L'environnement révéle le vecteur de prévisions élémentaires x; eRY,

@ Le statisticien formule sa prévision y: € R a I'aide des prévisions élémentaires
X j et des données passées (xs,ys), 1 <s<t—1.

© L'environnement révéle I'observation y: € R et le statisticien encourt la perte
carrée (yr — ?t)z.
v

Objectif : sur le long terme, prévoir presque aussi bien que le meilleur
T o, . d . L, epe
prédicteur linéaire x — u-x = Y7 ujx;, u € RY, i.e., vérifier

J
T
. 1 2 AT d(u)
E )/t < |nf e E Ye — U - X¢ + _—
T = uerd | T ( ) T ’
t=1
erreur d’approx. erreur d’estim. séq.

ou le terme de regret At 4(u) est petit (sous-linéaire en T).
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Exemple : 'algorithme ridge séquentiel

L'algorithme ridge, initialement étudié par [HK70] en statistique, a été
étendu au cadre déterministe séquentiel par [AWO01] et [VovO01].

Pour un paramétre \ > 0, I'algorithme ridge séquentiel produit a
I'instant t la prévision y; = u; - x;, ol

t—1
ﬁreargmin{Z(ySu'Xs)2+)‘||U§+(“'Xt>2} :

ueRd s—=1

Cet algorithme vérifie, pour toute suite (x1,y1),-..,(x7,y7) € RY x R,

d
t=1 ueR? (51

T T
Z(yt —?t)z < inf {Z(yt — u-xt)2 + AMul2+dCIn T} +...

La vitesse dIn T correspond a la vitesse paramétrique d/ T dans le cadre
statistique.
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Liens entre les cadres statistique et déterministe

Protocoles de prévision et hypothéses associées radicalement différents,
mais liens étroits entre les cadres statistique et déterministe.

extension
d’algorithmes
—>
techniques de

preuve

Cadre statistique Cadre déterministe

classique séquentiel

conversion
online-to-batch
—
adaptativité

On illustre ces liens pour la régression parcimonieuse en grande dimension.
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© Liens autour de la régression parcimonieuse en grande dimension
@ Grande dimension : méme probléme qu’en statistique
@ Algorithme séquentiel et bornes associées
@ Application au cadre statistique classique
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Grande dimension : méme probléme qu’en statistique

Rappel : I'algorithme ridge séquentiel encourt un regret au plus de I'ordre
de dIn T. Ce regret est sous-linéaire en T quand d < T/InT. J

En grande dimension d > T/In T, on peut toujours espérer atteindre un
regret sous-linéaire s'il existe u* € RY parcimonieux et de petite perte
cumulée.

En effet, en utilisant I'algorithme ridge séquentiel non pas sur R, mais
sur I'e.v. engendré par le support J* inconnu de u*, i.e.,

{ueR? Vj¢ Ju =0},

on obtiendrait un regret au plus de I'ordre de ||u*||,In T. Ce regret est
sous-linéaire sous I'hypothése de parcimonie ||u*||, < T/(In T).
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Bornes de parcimonie

Dans la suite, on montre qu'il est possible d’atteindre des bornes
proportionnelles a ||u*||, (a des facteurs log pres), i.e., on prouve des
bornes de la forme

T

Z(Yt _}A/t)2 < inf Z(}’t —u- Xt)2 + (HU”o + 1) gT,d(||u||1) )

d
t=1 ueR? (3

ol g croit au plus logarithmiquement en T, d et ||ul|; = 27:1 |ujl.
On appelle de telles bornes des bornes de parcimonie.

Par intégration, ces bornes déterministes impliquent des inégalités oracle
de parcimonie dans le cadre statistique classique, approximativement de
la forme

ucRd T

siw@] < o, {rwy+ ¢ 409
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Algorithme SeqSEW (Sequentia/ Sparse Exponential Weighting)
Paramétres: seuil B, température inverse 7) et paramétre d'échelle 7.

A chaque date t > 1, I'algorithme SeqSEW®" produit la prévision
Ve £ / [U : Xt]B p:(du) ,
Rd

ol [z]g = max{—B, min{B,z}} désigne une opération de seuillage, et ou
la probabilité p; sur R? est définie par

pr(du) & — exp< nZ(ys u- x| )2> - (du)

pour une constante de renormalisation W;.

La probabilité a priori 7, sur R, introduite par [DT08] dans le cadre
stochastique, favorise la parcimonie :
d
3/7)dy;
7T-,—(du) A H ( /T) uj
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L’agrégation par pondération exponentielle a été développée
parallélement :
@ en machine learning depuis [LW94, Vov90] ;

@ en statistique depuis [Cat99, Cat04].

Le choix d'une probabilité a priori encourageant la parcimonie est plus
récent (cf. [JSO5, See08] par ex.). Notre probabilité a priori 7, est celle
de I'algorithme SEW de [DT08, DT11] dans le cadre stochastique.

Dans ces travaux, on montre que :

@ |'algorithme de [DT11] fonctionne essentiellement pour des raisons
déterministes ;

@ en le calibrant (et en le seuillant) séquentiellement, on obtient des
résultats adaptatifs dans le cadre stochastique.
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Borne de parcimonie

On suppose pour simplifier que le statisticien a accés a I'avance a deux
bornes B, et B, :

Yi,...,y1 € [-By, By] et X1l o s - X7 o < Bx -

Théoréme (G.)

Sous les hypothéses précédentes, I'algorithme SeqSEWTB’77 calibré avec
B =By, n=1/(8B2) et T = 4B, /(v dT B,) vérifie

-

Z(}’t—yt)Q

t=1 -
. 2 VdT By ||ul|

< inf —u-x;) +32|ull, B2In[14+ —="T 1% 1 1682
ueRd{tzl(yt t) lullo Y ( 4By |ull, Y

Il s'agit d'une borne de parcimonie comme définie précédemment.

Preuve : recourt a une borne PAC-bayésienne séquentielle [Aud09] et
exploitation de la forme & queue lourde de la loi a priori 7. [DTO08].
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Borne de parcimonie

On suppose pour simplifier que le statisticien a accés a I'avance a deux
bornes B, et B, :

Yi,...,y1 € [-By, By] et X1l o s - X7 o < Bx -

Théoréme (G.)

Sous les hypothéses précédentes, I'algorithme SeqSEWTB’77 calibré avec
B =By, n=1/(8B2) et T = 4B, /(v dTB,) vérifie

T
Z(}’t —5’})2
t=1 T
: 2 2 VdT B, |ully 2
gulenéd Z(ytfuxt) +32||U||OBy|n 1+W +16By
t=1 Yy 0

Calibration automatique : on peut prouver une borne similaire a |'aide de
paramétres B;, 1); et 7; calibrés uniquement en fonction des données, i.e.,

max vl et max i -

1<s<t—1
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Borne de parcimonie

On suppose pour simplifier que le statisticien a accés a I'avance a deux
bornes B, et By

yl,...,yTE[fo,By] et ||X1Hooa"'ﬂHXT||oo<BX :

Théoréme (G.)

Sous les hypothéses précédentes, I'algorithme SeqSEWTB”7 calibré avec
B =By, n=1/(8B2) et T = 4B, /(v dTB,) vérifie

-

Z()’t—ytf

t=1 —
, 2 VdT By ||u|

< inf —u-x¢) +32||ul[,B?In| 1+ ——" 1% 4 16B2
{Z(y o) +32lullo B, ( 4B, Jul, G

Raffinement : on peut remplacer le terme /dT B, par ,/ZJ 1 Zt 1 tJ

(quantité connue ou inconnue), qui fait apparaitre la trace de la matrice
de Gram empirique, plus standard en statistique.
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Application au cadre statistique classique
Cadre : modéle de régression avec design aléatoire. On observe un
échantillon i.i.d. (X1, Y1),..., (X7, Y7)€RI xR donné par
Ye=Ff(X:)+er, 1<t<T,

ol (X, er)e est i.i.d. et E[e|X;] = 0. L'objectif est d'estimer la fonction
de régression f : R — R inconnue.

Méthode : I'échantillon (X1, Y1),...,(X7, YT) est traité séquentiellement
via I'algo. SeqSEWP+™ avec 7=1/v/dT, qui vérifie la borne déterministe :

T T
ST(Ye - fi(Xe))? < inf {Z(Ytu-xt)2+641r<nta<x7_ Y2 [lull, In(...)} oo

ol ?t :RY — R est construit a partir de (X, Ys)s<t—1 selon

?t(x) = /Rd [u-x] g, P(du) .
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Conversion online-to-batch

On emploie la conversion online-to-batch [Lit89, CBCGO04].

Rappel : on a la borne déterministe

T T
(Ye — fe(Xe) ) < inf ST(Ye—u-Xe)? + 64 max_ Y2 ||ull In(")
t=1 uckd t=1 SES T

En prenant I'espérance de la borne precedente et en appllquant I'inégalité
de Jensen deux fois, on obtient, en posant fr2 ¥ Zt 1 f

E[(Y - Fr(X))*] < inf { (v —u-x)?] +64E[121tagx_’_ Yf] @ln(-)} T J

uerd

ot (X, Y) est une copie de (X1, Y1) indépendante de (X;, V),
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Conversion online-to-batch

On emploie la conversion online-to-batch [Lit89, CBCGO04].

Rappel : on a la borne déterministe

T T
(Ye — fe(Xe) ) < inf ST(Ye—u-Xe)? + 64 max_ Y2 ||ull In(")
t=1 uckd t=1 SES T

En prenant I'espérance de la borne precedente et en appllquant I'inégalité
de Jensen deux fois, on obtient, en posant fr2 ¥ Zt 1 f

E[(Y - Fr(X))?] < inf { (v —u-x)?] +641E[121tagx_’_ Yf] @ln(-)} T J

uerd

ot (X, Y) est une copie de (X1, Y1) indépendante de (X;, V),
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Conversion online-to-batch

On emploie la conversion online-to-batch [Lit89, CBCG04].

Rappel : on a la borne déterministe

T T
7 2 . 2 2
t:l(Yt —f(Xe))® < f {;(Yt —u-Xe)" 464 max YZ [lull In(-)} +...

En prenant I'espérance de la borne précédente et en appliquant I'inégalité

de Jensen deux fois, on obtient, en posant fr £ + 2;1 fr,

% uerd % 1<t<

ot (X, Y) est une copie de (X1, Y1) indépendante de (X;, Y:)._;.

E[(F(X) = Fr(X))?] < inf {E[(f(X)fu-X)z] +64E[ max YE} @m(-)} +..J
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Adaptation en la variance inconnue du bruit

Théoréme (Une inégalité oracle de parcimonie, G.)

Soit X une v.a. de méme loi que X1 et indépendante de (X1, Y1,..., X1, YT). Alors,

E[(F(X) - r(X))?]

< infd{E[(f(X) —u- x)z] +641E[ max_ Yf} lello |, <1+\/°TT”"”1>} +

ueR T llullo

It

On peut majorer E[maxi<¢<7 Y7 sous diverses hypothéses : par ex., si
|If]l. < +oo et E[exp(Ae1)| Xi] < e7°/2 pour tout A € R, alors

On en déduit une borne de risque similaire a [DT11, Prop.1], mais de
facon adaptative : I'estimateur f+ n'utilise pas la connaissance de o2.
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Adaptation en la variance inconnue du bruit

Théoréme (Une inégalité oracle de parcimonie, G.)

Soit X une v.a. de méme loi que X1 et indépendante de (X1, Y1,..., X1, YT). Alors,

E[(F(X) - r(X))?]

VdT
< inf E[(f(X) —u- X)z] +64E{ max Ytz} LUHO In 1+w +
ver <<t )T lulo

On peut majorer E[maxi<¢<7 Y7 sous diverses hypothéses : par ex., si
|If]l. < +oo et E[exp(Ae1)| Xi] < e7°/2 pour tout A € R, alors

On en déduit une borne de risque similaire a [DT11, Prop.1], mais de
facon adaptative : I'estimateur f+ n'utilise pas la connaissance de o2.
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Conclusion

Synthése et contributions principales :

@ La prévision de suites individuelles et le cadre statistique classique
entretiennent des liens étroits.

@ Nous avons importé la notion de borne de parcimonie dans le cadre
déterministe.

@ En retour, notre algorithme séquentiel automatique peut étre utilisé
sur des données i.i.d. pour s'adapter a la variance inconnue du bruit.

Perspectives directes (en cours) :

@ Obtention de bornes de parcimonie pour des algorithmes eux-mémes
parcimonieux (Lasso séquentiel par ex.).
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Conclusion

Synthése et contributions principales :
@ La prévision de suites individuelles et le cadre statistique classique
entretiennent des liens étroits.
@ Nous avons importé la notion de borne de parcimonie dans le cadre
déterministe.

@ En retour, notre algorithme séquentiel automatique peut étre utilisé
sur des données i.i.d. pour s'adapter a la variance inconnue du bruit.

Perspectives directes (en cours) :
@ Obtention de bornes de parcimonie pour des algorithmes eux-mémes
parcimonieux (Lasso séquentiel par ex.).

Les résultats de parcimonie sont tirés du papier [Gerl1]. Cet exposé est
disponible sur ma page web : http://www.math.ens.fr/~gerchinovitz

Merci pour votre attention !
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