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Introduction

Le but principal de ce mémoire est d’étudier les différents groupes de co-
homologie des variétés compactes riemanniennes et kahlériennes ainsi que de
caractériser les surfaces compactes a partir de la dimension de ces groupes
de cohomologie.

Dans la premiere partie, apres quelques rappels sur les formes différentielles,
on étudie la théorie de Hodge avec pour objectif de décrire le groupe de Pi-
card d’un espace projectif complexe. Dans la deuxieme partie, on montre
qu’une surface complexe compacte est kdhlérienne si et seulement si son pre-
mier nombre de Betti est pair.

Qu’est-ce que la théorie de Hodge? Soit X une variété compacte rie-
mannienne, on note A*(X) I'espace des sections C* du fibré A* T%. Soit dV
une forme volume sur X, il est alors possible de définir un produit scalaire
global :

Af(X) @ A (X) =R
(77,77’>+—>/X<77,77’> dv

et on note ||.|| la norme associée. On se pose alors la question suivante :
est-il possible, pour chaque classe de cohomologie v € HY (X)), de trouver
un représentant v qui soit de norme minimale ?
La théorie de Hodge nous apporte une réponse positive a cette question. Si
on note B¥(X) = Im{d : A*"}(X) — A*(X)}, alors on peut montrer qu’une
forme d-fermée 1) est de norme minimale dans 1) + B¥(X) si et seulement si
d*yp = 0, ou d* est l'adjoint formel de d. De plus, si une telle forme existe,
elle est unique.

On remarque alors que les solutions de ce probleme sont les formes qui
vérifient :

Ay = (dd* + d*d)y = 0.

On appelle alors A ['opérateur de Laplace-Beltrami et I'ensemble de ces
formes I’espace des k-formes harmoniques noté H*(X). La question précédente
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se reformule ainsi :
est-ce que lapplication H*(X) — HY (X)), qui est injective, est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels ?
Pour démontrer ceci il nous faut passer par la théorie des opérateurs différentiels,
on utilisera notamment [’inéqgalité de Garding et le théoréme de finitude pour
un opérateur elliptique.

Une application intéressante est le théoréeme de dualité Poincaré qui nous
donne, pour un fibré vectoriel ' possédant une connexion plate :

(Hpp(X, E))" ~ Hp (X, E).

De méme, si on considere une variété complexe munie d’une métrique her-
mitienne d-fermée (on dit alors que la variété est kdahlérienne), alors on a
le méme type de résultats entre les (p, q)-formes harmoniques et le (p,q)-
ieme groupe de cohomologie de Dolbeault. On en déduit alors le théoréme
de dualité de Serre :

(HP9(X, E))" = H" P"4(X, B).

Dans le chapitre 5, on s’intéresse plus particulierement aux liens entre les
groupes de cohomologie de De Rham et de Dolbeault. La question que 1'on
se pose ici est :

sachant que A*T% = @ APIT%, a-t-on le méme type de résultat au niveau
p+q=k
de la cohomologie ?

Le théoréme de décomposition de Hodge dans le cas des variétés compactes
kahlériennes nous donne :

Hfp(X,C)~ @ H(X,C).

ptq=k

On a également une symétrie de Hodge :
Hra(X,C) ~ H* (X, C).

Si on note alors by = dime H*(X, C) (nombre de Betti) et h?? = dim¢ HP(X, C)
(nombre de Hodge) on a alors :

k
b = 3 hPh—P ot ho? = hpa,
p=0

En particulier on remarque que les bori1 sont pairs. Si X est une surface
compacte kahlérienne on a alors :

bl _ hO,l + hl,O — 2h0’1.
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Le probleme inverse est alors :
si by est pair, la variété complexe compacte est-elle kdahlérienne ¢
On étudie le cas des surfaces dans la deuxieme partie.
Le deuxieme théoreme important du chapitre 5 est le théoreme de Lef-
schetz difficile qui nous donne les isomorphismes :

HﬁR(Xﬂ (C) = H%T;%_k(Xﬂ (C)

et
HP(X,C)~ H" " P(X,C)

pour des variétés kdhlériennes compactes. Ce théoreme est utile dans ’étude
des variétés projectives complexes, il répond a la question :
quelle différence y-a-t-il du point de vue topologique (c’est-a-dire de I’homo-
logie singuliere) entre une variété compleze projective et la variété obtenue
en coupant la premiére par un hyperplan projectif assez général ?

Pour terminer la premiere partie, on montre, grace aux résultats précédents,
que le groupe de Picard d’un espace projectif complexe est isomorphe a 7Z,
c’est-a-dire que les seuls fibrés en droites inversibles sont les O(k), k € Z.

Dans la deuxieme partie de ce mémoire, on étudie un probleme posé
par Kodaira qui est en fait le probleme inverse posé par le théoréeme de
décomposition de Hodge :
une surface complexe compacte a by pair est-elle kahlérienne ?

Ce résultat est en fait déja connu, on sait grace au théoreme de Siegel que
la dimension algébrique de X, une surface complexe compacte, notée a(X),
est 0,1 ou 2.

Si a(X) =2, Chow et Kodaira ont montré que X est projective.

Sia(X) = 1, Kodaira a montré qu’elle était elliptique et Miyaoka a démontré
que les surfaces elliptiques sont kahlériennes.

Enfin si a(X) = 0, Kodaira a montré que les seules surfaces existantes sont
les tores complexes et les surfaces K3 qui sont en fait kdhlériennes par un
résultat de Siu.

La démonstration proposée par Lamari est différente, elle démontre direc-
tement que toute surface ayant un b, pair est kahlérienne. La preuve de ce
résultat repose sur le théoréme de régularisation de Demailly. On montre
dans un premier temps qu’une surface est kiahlérienne si et seulement si elle
possede un courant kahlérien. On montre que les obstructions a l’existence
d’un courant kdhlérien sont les courants positifs de bidimension (1,1) com-
posante d’'un bord (résultat qui repose essentiellement sur le théoréme de
Hahn-Banach géométrique). Mais dans notre cas, il s’agit de courants limites
de formes dd®-fermées, ce qui les rend plus maniables en cohomologie que les



courants positifs dd°-fermés plus généraux. Enfin grace a cette propriété on
montre que si b; = 2h%! alors la variété possede un courant kahlérien donc
elle est kahlérienne.

Remarquons enfin que, par le théoreme de Kodaira, pour une surface com-
plexe compacte, on a toujours by = h%' +h'0 et b; = 2R%! ou b; = 2R%1 —1;
ainsi une surface compacte ayant son premier nombre de Betti impair n’est
pas kahlérienne et réciproquement.

Je tiens a remercier M. Popovici pour m’avoir proposé ce sujet et pour
m’avoir guidé tout au long de la rédaction de ce mémoire. Je remercie également
Marie-Anne et Aurélien pour leurs nombreuses relectures et corrections fas-
tidieuses et nocturnes.
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Chapitre 1

Fibrés vectoriels, connexions,
courbures et cohomologies

1.1 Cas des variétés C*®

Définition 1.1.1. Soit X un espace topologique, K = R ou C. On appelle
K-fibré vectoriel topologique de rang r € N* au-dessus de X, un espace topo-
logique E muni d’une projection p : E — X (on dit que E est l’espace total et
X la base du fibré). 1l faut de plus que p satisfasse a l'aziome de trivialisation
local suivant :

il existe un recouvrement ouvert (U, ) de X et 0, : EN p‘l(Ua) — U, x K"
homéomorphisme tel que p~'({z}) := E, ~ K" (isomorphisme de K-espace
vectoriel).

Sir =1 on dit que le fibré est un fibré en droites.

Remarque : le fibré trivial est : E=X xK' et 0 =id: F ~ X x K".
Notation : ENp~}(U,) := E|p, .
Soit £ — X un K-fibré vectoriel de rang r, considérons :
By, 2Us xK' et By, ~ Uz x K".
On obtient alors un homéomorphisme :
Oap = 0o 005" : (Us NU) x K" — (Uy NUp) x K’
Oap(2,§) = (2, ga,5(x)(£))

ol gag(x) € GL(K").
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On obtient donc pour toute famille d’ouverts trivialisants (U, ), de E une
famille de matrices de transition de E g, 5 : U, N Uz — GL.(K), Vo,
vérifiant la relation de transition :

90,5(2) 95 () = o (2),V & € U NUs N U,

Conclusion : se donner un fibré vectoriel revient a se donner des matrices
de transition vérifiant la relation précédente.

Définition 1.1.2. Si X est une variété différentiable C* ou une variété
analytique compleze, on dit que le fibré est C*™ ou holomorphe si les matrices
de transition sont C* ou holomorphes.

Remarque : les sommes directes, la dualité et le produit tensoriel sont
définis pour les fibrés de maniere naturelle sur les fibres.

Théoréme 1.1.1. Soit X une variété différentiable sur K. La donnée d’un
fibré C* (resp. holomorphe) de rang r sur X équivaut a la donnée d’un Ex -
module (resp. d’un Ox-module) localement libre de rang r ot Ex est le fais-
ceau des fonctions C* sur X (resp. ot Ox est le faisceau des fonctions holo-
morphes sur X).

Définition 1.1.3. Soit p : E — X un fibré vectoriel. On appelle section de
E sur un ouvert U C X une application s : U — FE telle que :

pos=ridy < s(z) € E,, Vo € U.

Soit 0 : Eyy ~ U x K" une trivialisation locale de £. On lui associe de
maniere unique le repere de E sur U suivant :
soit {e1, ..., e} oue; € I'(U, X) = {sections C* (resp. holomorphes) de E
sur U } tel que I'image de ey, ... , e, € E, par 6 soit la base canonique de K",
Vo € U. (Onprend {fi, ..., f.} base canonique de K", f; = (0, ...,0,1,0,...,0)
et on définit e;(z) = 0,*(f;), Vj € {1,...,7}).

Conclusion : la donnée d’une trivialisation locale 0 : E;y ~ U x K" équivaut
a la donnée d’un repere local {eq, ... , e, } de E.

Soient s € I'(U, X), (Uy)q un recouvrement ouvert de X tel que E|y, ~
U, x K", on a alors :

9a O S|\Uunu, - UnN Ua — ELUﬂUa — (Uﬂ Ua) x K"

(0q 0 8)(x) = (2,04, (), ..., 04, (x)),Yz €UNU,
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ou les o4y, ..., 04, : UNU, — K sont C* (resp. holomorphes).

La relation de transition est alors :
0o(x) = gap(x) og(z),Voe € UNU, NUgz

Ol 00(2) = (00 (@), s 0, (2)) €t T5(2) = (05, (2), -, 75, ().

Conclusion : il y a équivalence entre la donnée d’une section s € I'(U, X) et
la donnée d’une famille de fonctions o, = (04, ..., 04, ) vérifiant la relation
de transition.

Notation : si By ~ U x K" est une trivialisation locale, soient un repere
local {ey, ..., e.} et s € I'(U, X), on note alors :

N
s = E o ®ej.
Jj=1

Définition 1.1.4. Soit E— X un fibré C*° au-dessus d’une variété différentiable,
soit p = 0,...,n = dim X, on appelle p-forme de classe C* & valeur dans E
une section de classe C* du fibré AP Ty @ E. On note l’espace des p-formes :

CHX,AP TS @ E).

Ecriture locale : soit 6 : Ey\y ~ U x K" une trivialisation locale, si
s € CHX,A\P T ® E), alors :

sw(z) = Z%‘(i) ®ej(z), Vo e U

ou oy, ..., 0, sont des p-formes sur U a valeurs dans K.

Définition 1.1.5. Soit E — X un fibré C* au-dessus d’une variété différentiable,
une connezxion D sur E est un opérateur différentiel linéaire d’ordre 1 :

D :CHX, NPTy @ E) — CHX, AP Ty @ E)
satisfaisant a la régle de Leibnitz :
D(f Au) =df Au+ (=127 f A Du

Ve CHX, N1 Ty), Yu e CHX, AP T @ E).
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Ecriture locale : soit 0 : E/);y ~ U x K" une trivialisation locale, on a :
Ds~do+TAs, seC®(X, NPTy ®FE)

ou I' € C=(U,A' T% @ End(K")) est une matrice de 1-forme et d agit com-
posante par composante sur s ~ g = (07, ..., 0,).

De plus on a :
D?s ~ (dU +T AT) A s.

Théoréme-définition 1.1.1. dI'+T AT est une matrice de 2-forme globale
appelée Uopérateur (ou tenseur) de courbure de la connezion D noté ©(D).

Remarque : O(D) € C®(X,A? Tx ® End(F)) et D*s = ©(D) A s.

Définition 1.1.6. Supposons que X soit munie d’une métrique hermitienne
de classe C* et que E\y ~ U x C" soit donnée par un repére (ey)y de classe
C™.

CP(X, NPTy @ E) x C*(X,N1Tx ® E) — C(X, A" T @ C)

(u,v) — {u,v}

{u,v}:ZUAﬁu<€A, €u>

est un accouplement bilinéaire, on dit qu’il est compatible avec la structure
hermitienne s’il satisfait la régle de Leibnitz :

d {u,v} = {Du,v} + (=1)*"* {u, Dv}.

Remarque : si (e)), est orthonormé alors D est une connexion métrique
hermitienne si et seulement si I'* = —I" (I est anti-symétrique) et on a alors
O(D)* = —-O(D).

En particulier : ©(D) € C*(X,A* T% ® Herm(E)).

Cas particulier : si L est un fibré complexe de rang 1 (on dit que c’est un
fibré en droites), la forme de connexion I' d'une connexion hermitienne D
peut étre vue comme une 1-forme a coefficients imaginaires purs :

I =i A (A réelle) et O(D) € C(X, A>Tt @ iR).
En particulier ¢ ©(L) est une 2-forme fermée (i ©(L) ~ da + a A a).

Définition 1.1.7. La premiere classe de Chern de L, fibré en droites, est
définie comme étant la classe de cohomologie :

(L = {5 O(L)} € Hpa(X.R).

Remarque : la définition est indépendante de la connexion car si
D, = Ds+ B AdB alors ©(D;) = ©(D) + dB.
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1.2 Cas des variétés analytiques

Définition 1.2.1. Soit X une variété C-analytique de dimension n. On note
APITY le fibré des formes différentielles de bidegré (p,q) sur X, c’est-a-dire :

u = E U[y(]dZ[/\d?(]
[|=p, |J=q

ou dzp = dzy N... Ndz,, iy < ... <ip et dzy =dz; N...Ndzj,, j1 < ... <]Jq
Enfin si on note :

du = Z aaul"] dzi Ndzp N dzZ
\=p, |J|=q, 1<k<n O
A" — 3UI,J —
U= Z 5% dzp Ndzr Ndz g
\=p, |J|=g, 1<k<n O ¥
on a .
d=d +d".

Remarque : A*T% = @ APIT%.
p+q=k

Définition 1.2.2. On appelle connexion de type (1,0) sur un fibré complexe
E — X un opérateur différentiel d’ordre 1 :

D :C¥(X, ATy @ E) — C°(X,\PTH Ty @ F)
satisfaisant a la régle de Leibnitz :
D'(fAu)=dfAu+(—1)*TfADu
Ve C®(X, AP 1 TE), Yu e CO(X, AP T @ F).
On définit de méme D" connezion de type (0,1), on note alors D = D'+ D".
Ecriture locale : soit 0 : /)y ~ U x C" une trivialisation locale, on a :
D'u~du+T"Au
D"u~d"u+T" A u.

La métrique est hermitienne si et seulement si IV = —I'"*, ainsi pour toute
métrique hermitienne sur F, il existe une unique connexion D associée a une
(0, 1)-connexion donnée.

Si le fibré possede une structure holomorphe alors il existe une unique connexion
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hermitienne dont la composante D" est 'opérateur d” vu a la définition 1.2.1,
on l'appelle la connexion de Chern de E.

Dans un repere holomorphe local (ey), de E |y, la métrique est donnée par
la matrice hermitienne H = (hy,)x, ot hy, = (ey, €, ). On a alors :

{u,v} = Zh,\#uk AT, ="uN HY
A

d{u, v} =(du) A Ho + (=) 'u A (dH AT+ Hdv)

Du ~ du+ ﬁfld’ﬁ Au
D~d+H dHMNe
D// — d//

Ceci nous montre que :
D/2 :0 D//Q :OBtDQ — D/D”—{—D”D,

On en conclut finalement que O(F) := O(D) est une (1,1)-forme globale a
valeurs dans Herm(FE).

Proposition 1.2.1. Le tenseur de courbure de Chern ©(E) est tel que :
iO(E) € C(X, A" T% @ Herm(E)).

Si By ~ U x C" est une trivialisation holomorphe et si H est la matrice
hermitienne représentant la métrique le long des fibres de E|i; alors :

i O(E) ~id"(H *d'H) sur U.

Remarque : si (z1, ..., z,) sont des coordonnées holomorphes sur X et si
(é1,...,€.) est un repere orthonormé de F, on peut écrire :

i1O(F) = Z Cipapu dzi NdZ @ ey ® ey

=Jyv =00y L AN

1.3 Théoréeme de De Rham-Weil et cohomo-
logie de Dolbeault

Définition 1.3.1. Soit F un faisceau en groupe sur X espace topologique.
On définit le groupe de cohomologie de X a valeur dans le faisceau F par :

HYX,F)=HIY(F*(X)).

14



Théoréme 1.3.1 (de De Rham-Weil). Soit (L*,d) une résolution d’un
faisceau F par des faisceaur L9 acycliques (H*(X,L7) =0, Vs > 1, Vg > 0).
On a alors un isomorphisme fonctoriel :

HI(L(X)) ~ HY(X, F).
Preuve : on sait que la suite de faisceaux :

d° dl

0 F L0 Ll

est exacte. Si on note Z% = ker d? alors Z° = F et pour ¢ > 1 on a une suite
exacte courte :

0 741 ra-1 AN

Par le lemme du serpent on a une suite exacte longue de cohomologie :
H (X, £ L5 |3 (X, 29) -2% gs+i(X, Z071) —= HFY(X, L9 =0 .
Sis>1,alors H*(X,L9 ') =0et on a:
H(X, 7% ~ H*'Y (X, Z297h).

Sis=0, HO(X, Eq_l) = HO(E‘I‘l(X)) = Eq_l(X) et HO(X, 7)) = 79 X).
Donc :

HO(X, Lo~ 470 go(x, 29) L% HY(X, 2071) — >0

Lo (X)L Za(X) 2L gy(X, 29—
On a alors par le théoreme d’isomorphisme :

HI(L(X)) = 27 o 2o (X) T2 HY(X, 270,

Il vient alors I'isomorphisme :

82,q72 6q71,1
— .

Ho(L (X)) 25 jy(x, 201 25 (X, 2972 P (X, 2% = HA(X, F)

Cest-a-dire :

HI(L*(X)) ~ HY(X, F).
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Enfin cet isomorphisme est fonctoriel car pour tout morphisme de faisceaux
¢ : A — B et toute résolution ¢*® : L* — M?* on a un diagramme
commutatif :

H>(L(X)) —— H*(X, A)

| |

HY (M (X)) — H*(X, B)
O

Application a la cohomologie de Dolbeault :
Notons AP le faisceau des formes différentielles de bidegré (p, ¢) a valeurs
complexes et a coefficients C*.

Lemme 1.3.1 (de Dolbeault-Grothendieck). Soient Q@ C C" ouvert,
0€Q, ue AP(Q) telle que d"u = 0.

Si q > 1 alors il existe w voisinage ouvert de 0 dans € tel qu’il existe v €
AP9(w) tel que u = d"v sur w.

Corollaire 1.3.1. Le complexe de faisceaux (AP*,d") est exact en degré
q > 0.5 q =0 alors kerd” = Q% le faisceau des formes holomorphes de
degré p sur X.

Remarque : Soient X une variété analytique complexe, £ un fibré
vectoriel holomorphe de rang r sur X, il existe un opérateur naturel d”’
agissant sur C*(X, AP T @ E).

Sis=>s;®e; est une (p,q)-forme exprimée dans un repere holomorphe
=1

J
T

local de E, on peut définir d” = 3" d"s; ® e;.
i=1
Le lemme de Dolbeault-Grothendieck est alors valable aussi pour des

formes a valeurs dans F.

Définition 1.3.2. Soient X une variété analytique complexe, E un fibré
vectoriel holomorphe sur X. On définit le groupe de cohomologie de Dolbeault
HP»(X,E) par :

HP(X, E) = HI(C®(X,AP* T © E)).

Théoréme 1.3.2 (d’isomorphisme de Dolbeault). Soient X une variété
analytique complexe, E un fibré vectoriel holomorphe sur X, on note O(F)
le faisceau des sections holomorphes de E. On a alors un isomorphisme ca-
nonique :

HPY( X, E)~ H(X, 0 @ O(E)).
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Preuve : soit AP1(E) le faisceau des sections C* de AP* T% ® E. Le lemme
1.3.1 de Dolbeault-Grothendieck nous dit que (AP*(E),d") est une
résolution acyclique du faisceau Q% @ O(F), ainsi pour conclure il nous
suffit juste d’appliquer le théoreme 1.3.1 de De Rham-Weil.
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Chapitre 2

Opérateurs différentiels et
théoreme de finitude

2.1 Opérateurs différentiels sur les fibrés vec-
toriels et adjoint formel

Soit M une variété différentiable de classe C*°, dimg M = m. Soient E et
F des K-fibrés vectoriels sur M, rg E=r,rg F=7r', K=R ou C.

Définition 2.1.1. Un opérateur différentiel (linéaire) de degré § de E vers
F est un opérateur K-linéaire :

P:C®(M,E) — C®(M,F)

u+— Pu

de la forme :

Pu(x) = Z aqo () Du(x)

o] <6

Ey ~UxK", Flp ~ U X K™ étant trivialisés localement sur un ouvert
de carte U C M muni de coordonnées locales (x1,...,x,,) et les coefficients

0t o aom
Remarque : D* = .
4 0 danp

Définition 2.1.2. Le symbole principal de P est défini par :

op(1,8) = Y aa(x) £, VE € FTHM,

laf =4

19



m

avec & = > & dx; et £ = .8 et op(x,€) © B, — F, est un mor-

Jj=1

phisme, Vo € M,V & € ®T*M,. On a donc :
op: Ty — Hom(E,F).

P est dit elliptique si, V& € Tj, € # 0, Vo € M, op(x,&) : B, — F, est
ingectif.
Remarques : si t € K est un parametre, f € C*(M,K), u € C*(M, E) :

e @ P T @y () = op(x, df (x) u(x) + termesen c;(x) t, j < 6.
Le symbole principal de ) o P est :

ogor (2, &) = og(x,€&) op(x,§) (produit matriciel).

Définition 2.1.3. Supposons que M soit orientée et munie d’une forme
volume dV (z) = y(z)dzy A ... Ndx,, de classe C*°, v(x) > 0 une densité C*.
Si E est un fibré vectoriel euclidien ou hermitien on définit :

L*(M,E)={u: M — AP'T}, ® E//M lu(z)|* dV (x) < +oo}

ot u: M — APITY, @ E est une forme a coefficients mesurables et u(x) €
Ty, @ Ep qui est muni d’une structure euclidienne ou hermitienne induite
par la forme volume.

On munit cet espace du produit scalaire :

LU, v > = / <u(x),v(x) > dV(z)
M
la norme L? est alors définie par :
P = [ Jule)? avi(z).
M

Muni de ce produit scalaire 'espace L*(M, E) est un espace de Hilbert.

On va voir maintenant que tout opérateur differentiel admet un adjoint pour
le produit scalaire de L? appelé adjoint formel.

Proposition-définition 2.1.1 (existence d’un adjoint formel). Soit P :
C®(M,E) — C®(M,F) un opérateur différentiel. Il existe alors un unique
opérateur différentiel P* : C*°(M, F) — C>®(M, E) appelé adjoint formel de
P tel que pour toutes sections u € C*°(M,E) et v € C°(M,F), on a :

<L Pu,v>=<u, Pv>

ou supp u N supp v est compact.
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Preuve :
unicité : soit P : C®°(M,E) — C®(M, F) possédant deux adjoints formels
P*:C®(M,F) — C®(M,E) et Q" :C®(M,F) — C>*(M, E) tels que :

LK Pu,v>=<u, Pov>=<u, Qv>
VueC®(M,E),VveC®(M,F)
(ceci est bien défini car C*°(M, E) C L*(M, E) et C*(M, F) C L*(M, F)).

Montrons que Vv € C*(M, F), P*v = Q*v.
Soit v € C*°(M, F'), alors pour u € C*(M, E) on a :

Lu, Po>=<u Quv>e<u, (PP-Q ) v>=0

Soit (f,g) € L*(M, E) x L*(M, F), par continuité de 'opérateur différentiel
et par densité de C*°(M, E) & support compact dans L?(M, E), on peut
étendre P et P* & L? et :

<f,(PP=Q)g>=0= (PP-Q"g=0,Vg€c L*(M,F)

car < .,.>> est un produit scalaire sur L*(M, E). Donc P*g = Q*g et en

particulier P*v = Q*v.

existence : soit Pu(z) = > aq(x) D*u(x) le développement de P dans des
o] <6

trivialisations de F et de F' dans des reperes orthonormés et des systemes

de coordonnées locales sur U C M ouvert. On suppose de plus que

supp u N supp v est compact dans U.

L Pu, v>» = /U < Pu(z),v(x) > dV(x)

o] <6

= /U Z Ao pu(T) D%, (2) UA(2) y(2) dxy A ..o A dxy,

= = I =

(parStokes) = /U Z u,(x) (1) Do, 5, (x)ox(2)y(x) dey A ... A day,

= /U <u(z), Y (1) (@) Dy (2) Ga(2)v(z) > AV (2).

la <6

On pose alors sur U :

Pro(z) = Y (=1)7 (@) Dy(2) Ga(x)o()

la <6
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et on conclut par un argument de partition de I'unité.

Remarques : op-(7,£) = (—1)° |226’5601(:0 £ = (=1)%(op(z,€))*.

Sirg E=rgF, P est elliptique si et seulement si op(z, &) est inversible
pour £ # 0 donc P est elliptique si et seulement si P* est elliptique.

2.2 Quelques rappels sur les espaces de So-
bolev

On suppose que M est une variété C*° compacte orientée de dimension
m munie d'une forme volume dV. Soit £ — M un fibré vectoriel hermitien
C*> de rang r sur M.

Définition 2.2.1. L’espace de Sobolev de M par rapport au fibré E est defini
par :

W (M, E) = {sections u: M — E qui sont localement dans W*(R™)}.

Plus précisément, soient (U;); un recouvrement fini de M par des ou-
verts de coordonnées, U; ~ R™ ou E est trivial, (e;)1 << des reperes

orthonormés de E\y; et u =) u; ;. On pose :
JA

Full? = 37 15 w2
T
-y / S 1D, (@) PV (x)
gA IR

al < s
ol (t;); est une partition de 'unité subordonée a (U;); et 397 = 1.
J
On admettra sans preuve les deux lemmes classiques suivants :

Lemme 2.2.1 (de Sobolev). Vk € N, Vs > k+%, We(M,E) C C*(M,E)

et linjection est continue.

On a alors :
(YW*(M,E) =C>(M, E)
s>0
JwW*(M,E)=D'(M,E).
s<0

Lemme 2.2.2 (de Rellich). V¢ > s, WY{(M,E) — W*(M,E) est un
opérateur linéaire compact.
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2.3 Inégalité de Garding

Pour démontrer I'inégalité de Garding on a besoin d’introduire une autre
classe d’opérateurs différentiels : les opérateurs pseudo-différentiels.

Si P= Y as(x) D™ est un opérateur différentiel sur R™, on note
laf <6

m

Fu(x) =u(§) = / u(z) e 20\ (z)

la transformée de Fourier de u. Par le théoreme d’inversion de Fourier, on a,
pour u € D(R™),

=Y au(z) D° ( / a(g) e””@%(&))

al <o
(théoreme de dérivation) = Y a() / w(&) D*e* @8 g)(€)

lof <6
:/ Y aal@)(2img) a(€) O dN(E).
R™ o] <5

Définition 2.3.1. On définit le symbole (total) d’un opérateur différentiel
par :

o(z,6) = Y aa()(2im)".

o] <6

On introduit maintenant les opérateurs pseudo-différentiels qui, comme
on va le voir, sont inversibles sous certaines conditions.

Définition 2.3.2. Un opérateur pseudo-différentiel est un opérateur op,
défini par :

ops () () = / o(w, )af€) ATEANE), Vu € D)

ot o est dans une classe convenable de fonctions sur T .

Définition 2.3.3. On définit Uespace des symboles S°(R™) par :

SOR™) = {o(x,£) € C®(Tgn)/ Vo, B € N, K C R™compact
|D2Dlo(,8)] < cap(l+ €)1V (2,§) € K x R™}, V6 € R.

0 est appelé le degré de o.
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Remarque : op,(u) € C* car t € S(R™), I'espace de Schwartz.

Dans le cas des opérateurs agissant sur un fibré E a valeurs dans un fibré F' sur
une variété compacte M, on introduit des espaces de symboles S°(M; E, F)
analogues. Les éléments de S°(M; E, F) sont les fonctions :

Ty, — Hom(E,, F,)
(2,6) = o(z,£)
satisfaisant les mémes conditions dans tout systeme de coordonnées. Enfin,
on prend un recouvrement fini trivialisant (U;); de M et une partition de
P'unité (1;); subordonnée a (U;); telle que Y 47 = 1.
J
On pose alors op,(u) = Y V;0p, (¢Y;u),u € C*(M, E) pour pouvoir se rame-
J

ner toujours au cas de R™.
On va maintenant énoncer, sans preuve, un théoreme de prolongement des
opérateurs pseudo-différentiels sur les espaces de Sobolev :

Théoréme 2.3.1. Sio € S°(M; E,F) alors op, s’étend de manicre unique
en un opérateur linéaire et continu :

ops : WM, E) — W*°(M, F).

Remarque : en particulier si 0 € S™(M; E,F) := (| S°(M; E, F) alors
SeR
op, est un opérateur envoyant une section distribution de D’(M, E) dans

C>(M, F) de maniére continue. Un tel opérateur est appelé un opérateur
réqgularisant.

Résultat : la classe R des opérateurs régularisants coincide avec la classe
des opérateurs définis au moyen d'un noyau K (x,y) € Hom(E,, F,) de classe
C>, c’est-a-dire les opérateurs de la forme :

R:D'(M,E) — C®(M,F)

u+— Ru

Ru(z) = /M K (2, )-uly) dV (y).

Inversement, si dV (y) = v(y) dyi...dy,, sur U; et si on écrit Ru = ) R(0;u)
avec (6;); une partition de I'unité, alors 'opérateur R(f;e) est l'opérateur
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pseudo-différentiel associé au symbole o défini comme la transformée de Fou-
rier par rapport a y :

o(z,y) = F,(vW)0;K(z,y))(x,§), 0 € ST(M; E, F).

Remarque : quand on travaille avec des opérateurs pseudo-différentiels, il
est habituel de travailler seulement modulo les opérateurs régularisants et
d’autoriser des opérateurs plus généraux de la forme op, + R, R € R.

Voici maintenant une proposition, dont on admettra également la preuve, qui
va nous permettre d’inverser les opérateurs pseudo-différentiels elliptiques;
ce qui nous permettra de démontrer I'inégalité de Garding :

Proposition 2.3.1. Sioc € S°(M;E,F) et € S¥(M;F,G), §, 8 € R, il
existe un symbole o' o o € SO (M; E,G) tel que :

OPgs’ © OPg = OPo's o mod R.
De plus, o' o0 —o'oc € SHYM; E,G).

Définition 2.3.4. Un opérateur pseudo-différentiel op, de degré  est dit
elliptique s’il peut étre défini par un symbole o € S°(M; E, F) tel que :

(o (2,),u)| > ¢l€lul, ¥ (x,€) € Ty, Vu € E,
pour [§| assez grand uniformément par rapport a x € M.

Remarque : si F et F' ont le méme rang, la condition d’ellipticité implique
que o(x, &) est inversible pour ¢ grand. En prenant une fonction tronquante
convenable 6(¢) égale a 1 pour ¢ grand, on voit que o'(z,&) = 0(¢) o(x, &)t
définit un symbole dans l'espace S™°(M; E, F') et d’apres la proposition
23.1ona:

0Py © 0py = id + op,, p € ST (M; E, E).

Si on choisit un symbole 7 assymptotiquement équivalent a l'infini au
développement id — p + p°? + ... + (—1)7p® + ..., on obtient alors un inverse
OPro o de op, mod R.

Théoréme 2.3.2 (inégalité de Garding). Soit P : C*(M,E) — C>*(M, F)
un opérateur différentiel elliptique de degré o ou E et F sont des fibrés vec-

toriels de méme rang, soit P lextension de P aux sections a coefficients
distributions. Pour tout u € WO(M, E) tel que P € W*(M, F), on a :

w e WM, B) et ulloss < cal| Pulls + [ullo), ¢ > 0.
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Preuve : comme P est elliptique, il existe o € S7°(M; F, E) tel que :
op,oP=1id+ R, ReR.

Alors ||opy(v)]|s+s < c||v]|s par continuité de W*(M, E) — W=°(M, F).
On pose v = Pu, alors u = op,(Pu) — Ru.
Ainsi : 3

[ullsrs = [[Rullsrs < lJu+ Rullsss < c[[Pulls

et finalement :

lullsrs < e [1Pull + | Rullsrs
< c[Pull + ¢ [lullo
< es(([[Pulls + [ullo)-

2.4 Le théoreme de finitude

Théoréme 2.4.1 (de finitude). Soient E, F' des fibrés vectoriels hermitiens
de rang r sur une variété compacte M et soit P : C*(M,E) — C>*(M, F) un
opérateur différentiel elliptique de degré §. On a alors :

(1) : dimker P < 400

(i) : P(C>®(M, E)) est fermé et de codimension finie dans C>*°(M,F). De
plus si P* est l'adjoint formel de P, on a, dans WO(M, F) = L*(M, F) :

C*(M, F) = P(C*(M, E)) @ ker P* .

Preuve : (i) : montrons que dim ker P < +o00. Soit u € ker P alors Pu = 0 et
P =0.
Par l'inégalité de Garding (théoreme 2.3.2) on a :

||U||s+5 < CS||U||0~ (2.1)

Montrons que ker P est fermé dans WY(M, E) :
soient u € C*°(M, E), (uy), une suite de ker P telle que u,, — u dans

WO(M, E). Fixons k tel que s +6 > k + %, on a alors, grace au lemme
2.2.1 de Sobolev :

W (M, E) — C*(M, E) — C*(M, E)
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et ceci de manieére continue. Ainsi u,, — u dans C*°(M, E). Or P y est
continu donc Pu,, — Pu et finalement P = 0. On en conclut donc que ker P
est fermé dans WY(M, E).

Remarquons que par (2.1) on a :

E||~Ho(07 1) Nker P C EII-Ha(O’ co) Nker P.

Le lemme 2.2.2 de Rellich nous dit que l'injection

WO(M, E) — WY M, E) est compacte, donc ig : W(M, E) — WO(M, E)
est compacte.

Vu que ker P est fermé, Bj,(0,1) Nker P C ig(B),(0,co) Nker P) et que
Bj15(0, o) Nker P est borné dans W (M, E) donc io(B) (0, co) N ker P)
est relativement compact alors By ,(0, 1) Nker P est un compact de

ker P C W°(M, E).

Par le théoreme de Riesz, dim ker P < +o0.

(i) : montrons que P : W5t9(M, E) — W*(M, F) est d’image fermée. Pour
cela montrons que :

N

Ve >0, Jor, vy € WHOM,E) [ llullg < ellullors + 3| < w0y |
j=1
Soit € > 0, on pose ’ensemble :
N
Ky = {u € W (M, E) /[ elull s+ Y| <u,v; > | <1}
j=1

1
C’est un borné de W+ (M, E) car ||ul|s.5 < — et par le lemme 2.2.2 de
€

Rellich il est relativement compact dans W°(M, E).
De plus, (| K, = {0} C Bj.,(0,1), en effet si u € W*(M, E), pour
(v5)
toute suite (v;)1<j<y on a :
N
5HUH5+6 ""Z' < U, Uy > ’ <1
j=1

Sion prend N =1et v; = ,on a el|ullsy+s <0, donc |lul|s1s = 0 et donc

u
[Jul [
u=0. o
Ve>0, vy, ...,on € W (M, E) tels que si u € OK ;) alors
u < EH-HO(O’ 1), c’est-a-~dire :

N
lullo < ellullsrs + > | < w05 |.
j=1
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L’inégalité de Garding (théoreme 2.3.2) nous donne alors :

lullsvs < es(llPulls + Jlullo)

N
< || Pulls + co(ellullars + > | < w0 )
j=1
et ainsi :
N
(1 = eco)lullsss < eo(|Pulls + > | < uyv; > ).
j=1

alors :

1
Soient T'= {u € WM (M,E) /u L v;, V1 <j <n} et5:2

S

Vu € T, ||ullsss < 2 el Pulls.
Donc :
@ : P(T) — W (M, E)
f’u = U

est continue et P(T) = o~ Y(W*t(M, E)) est fermé dans W*(M, F).
Comme W*+(M, E) est un espace de Hilbert, on a :

Wt (M, E) = Vect(vy, ...,un) + (Vect(vy, ..., vn))*"

ot Vect(vy,...,vy) est fermé et (Vect(vy,...,vn))*

= T, ainsi :

P(W*t (M, E)) = Vect(P(vy), ..., P(vy)) + P(T)

est fermé et on en déduit donc que P est & image fermée dans W50 (M, F).
En particulier si s = 0 alors P(W?®(M, E)) est fermé dans

WOM,F) = L*(M,F). Or C*®(M, F) est dense dans W°(M, F'), on a donc
dans WO(M, F) = L*(M, F) :

WOM,F) = P(W°(M,E)) & P(W°(M, E))*.

Or P :C>(M,E) — C>®(M, F), on peut donc prolonger par densité P en P
sur WO(M, E) et W°(M, F) et, toujours par densité, on a :

P(W(M,E))* = P(C™(M, E))*.
Enfin il est facile de montrer que :

ker Px = P(W?(M, E))* = P(C®(M, E))*.

28



On en conclut donc que :

WOM,F) = P(W°(M,E)) & ker P* (2.2)

Or P est un opérateur elliptique donc P* est aussi un opérateur elliptique
ce qui par (i) entraine que dimker P* < 400. Donc comme ker P* C ker P*
on obtient : ker P* = ker P* C C*(M, E) et dim ker P* < +o0.

Finalement par I'inégalité de Garding (théoréme 2.3.2) et (2.2) on obtient :

~ 1
W*(M,F)=P(W?*°(M, E)) ® ker P*

et
C(M, F) = P(C*(M, E)) & ker P*.
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Chapitre 3

Théorie de Hodge pour les
variétés riemanniennes
compactes

3.1 Opérateur de Hodge, contraction par un
champ de vecteurs

Soit (M, g) une variété riemannienne orientée de classe C* de dimension
réelle m et soit £ — F un fibré vectoriel hermitien de rang r sur M.
On note (&1, ... ,&m) et (eq, ... ,e.) des reperes orthonormés de Ty, et de F
sur une carte de M et soient (&7,...,&%) et (e, ... ,er) les reperes duaux

correspondants de T3, et de E*. Soit dV' 1’élément de volume riemannien sur
M.

L’algebre extérieure A® T, possede un produit scalaire naturel < ., . > tel
que :

S I ARAN T AN AR det(< Uj , Uk >)1§j,k§p7 Uj, Vg € T;\(/[, VpeN
et
1
ATy =P ATy,

p>0

La famille de covecteurs {§ = £ A ... A fi*p, 71 < ... < iy, définit une base
orthonormée de A® T7;.
On note < ., . > le produit scalaire correspondant sur A* 7T}, @ E.
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Définition 3.1.1. L’opérateur de Hodge-Poincaré-De Rham est [’endomor-
phisme de A* T, défini par la collection d’applications linéaires
*: NPT, — AP Ty, telles que :

uN*v=<u,v>dV,Vu,ve APTy.
L’existence et 'unicité se montrent en utilisant I’accouplement :
NPT x A™PTy, — R
(u,v) —uAv/dV = Z eI, I)usvye

[l=p
onu= Y uré,v= >, wv;& ete(l,I° est la signature de la

=p |J|=m—p
permutation (1,...,m) — (I,I¢). Alors :

xv =Y (I, I)v&..

|I|=p

Remarque : de maniere plus générale, {.,.} induit un opérateur  sur les
formes vectorielles tel que :

* NPT QFE —- NPTy, ®@F
{s, xt} =< s,t > dV,Vs,t e N’ Ty, @ E.

out= ZtL/\ g; ey et xt = ZS(I,IC) tL)\ f’}c & ey.
I\ I\

Lemme 3.1.1. YVt € NPT}, Q E, %% t = (—1)P(m=1¢,

Preuve : on sait que xt =Y (I, 1°) t; 5 & @ ey, donc :
TA

ZE ) (%) & @ ey

T

Zguc )ty & @ ey
T

Or e(1,1°) e(1¢,1) = (=1)P("=P) gt .

pm—p)=pm—p*=pm —2[2]
=p(m-—1)[2]

Donc e(I,1°) e(I¢,1) = (—1)P (=D et 5 ¢ = (—1)P (M=,
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Remarques : x est une isométrie de A* T}, ® E.
On peut aussi définir un opérateur antilinéaire # : APTy,QF — A" PTy,QE*
associé a l’accouplement canonique £ x E* — C par :

SAN#Ht=<s,t> dV

#t=> e(I,IE\ & D e}

I\

Définition 3.1.2 (contraction par un champ de vecteurs). FEtant
donné un vecteur tangent 0 € Ty et une forme uw € AP T}, la contraction
Ou € AP~ Ty, est définie par :

Osu N1y ooy Mp—1) = w(@, 01, s Mp—1), M € Tis.

Remarque : au niveau de la base (§;);, .o . est bilinéaire et caractérisée
par :

N o 0 sil ¢ {iy,....ip}
GG A NG = { ()R A NE N NG sil =iy,

i1
Lemme 3.1.2. 0. . est une dérivation de [’algébre extérieure, c’est-a-dire :
01 (uAv) = (0au) Av+ (=) "u A (Bav).

Preuve : on le vérifie facilement sur la base (&;);.
O]

Proposition 3.1.1. soit = ( .,0) € T3, alors 6. est Uadjoint de 6 A
c’est-a-dire :

(Osu,v) = (u,0 Av).
Preuve : on vérifie la relation pour 0 = ¢, u = &7, v =3, on a alors :
(Ga(E N NEL), €N AE) = (=1 HEE AL NEL N NES, €5 NLNEL).
Or & = & donc :

(€A N G AE) = (CDFHE NG N NG NG €N
= (—DFHEL A NG N ANEL N AEL)

]
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3.2 Opérateur de Laplace-Beltrami

Soient E un fibré vectoriel hermitien sur M une variété riemannienne
orientée de classe C*° de dimension réelle m et D une connexion hermitienne
sur E. On considere L*(M, AP Ty, ® E), espace de Hilbert des p-formes sur
M a valeurs dans E de carré intégrable muni du produit scalaire :

< st >>=/ (s,t) dV.
M

Théoréme 3.2.1. L’adjoint formel de D agissant sur C°(M, AP T}, ® E)
est donné par :
Dy = (=1)""" % Dp*.

Preuve : si s € C*(M, AP Ty; @ E) et t € C*(M,A\P™' T}, ® E) sont a
support compact, on a :

L Dgs,t > = / <DES,t> dV

M

_ /M (Dps,* 1}

:/]\4d{s,t}+(—1)p+1{s,DE*t}
(parStokes) :/M(—I)I’H{S,DE*t}

(—1)PH(—1)Pm=b /M{s, *x* Dp xt}

(—1)’””“/ (s, Dp*t)dV
M

(=)™ < s, x D xt>> .

Remarques : si la connexion est triviale sur £ = M x C, alors
d* = (—1)™"! x dx. Si m est pair on a alors : d* = — xdx et Dg = — % Dpx.

On peut maintenant définir l'opérateur de Laplace-Beltrami, qui est une
généralisation du laplacien classique de R™, avec lequel on définira les formes
harmoniques sur la variété; elles nous permettrons de décrire les différents
groupes de cohomologie de M.
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Définition 3.2.1. L'opérateur de Laplace-Beltrami est ['opérateur différentiel
du second ordre agissant sur les fibrés AP T, @ E tel que :

Remarques : en particulier I'opérateur de Laplace-Beltrami agissant sur
AP T3 est A = dd* + d*d, il ne dépend que de la structure riemmanienne de
M.

Apg est autoadjoint chaque fois que les formes sont C* et 'une au moins
d’entres elles est a support compact.

Proposition 3.2.1. Ag est un opérateur différentiel elliptique.

Preuve : pour montrer que Ag est un opérateur différentiel elliptique il nous
suffit de calculer son symbole. Soient f € C*°(M,C), s € C*(M,E) et t € C
on a:

Dg(es) =teldf As+ e Dys

et donc :
e U Dp(es) =tdf As+ Dgs.

Par définition du symbole on a :
opy(r,8).s =ENs, VE€eTy Vse NPTy, ®F.
Or on sait que op«(x,§) = (—=1)°0p(z,£)* donc ops = —07, . De plus Dg ~

d+ I' A e donc le symbole principal de Dg est le méme que celui de d. Si on

m 0 m
note ds = dej/\—s,&’: Y &idrjeTyrona:
=i Oz, j=1

o4(z,€).s = stcj NEjs =E Ns.
j=1

Donc, par la proposition 3.1.1, on a :

ooy (2,6).5 = —(ENs) = — Eus.

Or comme :
OAp = O'DEO'Dj; _'_UD}:JO'DE

il vient que :

oap(2,8).s=—EN(Eus) —EL(ENs) =—(E5)s
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et sachant que :

E1€=E1E=64(.,6) = (66 = ¢

on en conclut donc que le symbole principal de Ag est :

oap(7,€)-s = —[¢[*s

et donc que Apg est elliptique.

Remarque : si M est un ouvert de R™ muni de la métrique constante
m

g =>_ dz? alors les opérateurs d, d* et A sont a coefficients constants, ils
j=1

sont completement déterminés par leur symbole principal, on a alors :

s = ZS[CZ.T[

[Z|=p
88[
ds = —dxj Nd
s Z oz, ] Ty
[I|=p, 1<j<m
851 0
d* = — — —d
Zl 61’]- 8.CCJ'J o
[I|=p, 1<j<m

8281

I|=p 1<j<m 7

Donc 'opérateur de Laplace-Beltrami correspond a 'opérateur de Laplace
classique au signe pres.

3.3 Isomorphisme de Hodge et dualité de Poin-
caré

Soit E un fibré vectoriel hermitien sur une variété riemannienne com-
pacte M. On suppose que F possede une connexion hermitienne Dpg telle
que ©(Dg) = D% = 0. Une telle connexion est dite intégrale ou plate.
Comme D% = 0, Dg définit un complexe de De Rham généralisé :

C*°(M,E) —=C*(M,A'T}; ® E) —= -+ —=C®(M, A\’ T}{;  E) — - - -
Les groupes de cohomologie de ce complexe seront notés HY (M, E).
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Définition 3.3.1. L’espace des formes harmoniques de degré p relativement
a l'opérateur de Laplace-Beltrami Ag est défini par :

HP(M,E) = {s € C*(M, A\’ T, ® E) | Aps = 0}.

Remarque :
K Aps, s >=< A%s, Aps > + < Aps, Aps >= |A%s||* + || Ags||* donc :

DESZO

p
SEH(M,E)(:){D%SZO

Voici le théoreme principal de décomposition en trois espaces, il va nous don-
ner assez facilement [isomorphisme de Hodge qui a tout élément du groupe
de cohomologie de De Rham fait correspondre une et une seule forme har-
monique.

Théoréme 3.3.1. Vp>0ona:

1 1
C®(M, A\’ T}, ® E) = H*(M, E) & Im Dg & Im D%
ot ImDg = Dg(C®(M, AP~1T#,®E)) et ImD% = D%(C®(M, AP\ THQE)).

Preuve : montrons d’abord que les espaces sont orthogonaux deux a deux.
Soient s € HP(M, E) et t € Im Dg, alors :

L s,t >=< 5, Dpu>=< Djs,u>=0.

Donc :
HP(M,E) L Im Dg.

On montre de la méme facon que :
HP(M,E) L Im Dy,
Enfinsi s € Im Dg,t € Im D}, on a:
< 5,t >=< Dpu, Djv >=< Diu,v >= 0.

Donc :
Im Dg 1 Im Dy,

Montrons maintenant la décomposition en trois sous-espaces. Pour cela on
applique le théoreme 2.4.1 de finitude a 'opérateur elliptique
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Ap:C®(M, AP T}, @ E) — C®*(M, AP Ty, ® E). On obtient alors la
décomposition :
L
C®(M, AP T}, © E) = ker Ap @ Ap(C®(M, AP T}, ® E)).

Or ker Ap = HP(M, E) et Ag(C®(M, AP T}, @ E)) = Im Ag.
Remarquons que :

Enfin :
Im Dg L ker Ap = Im D C Im Ag

et
Im Dy, Lker A = Im D}, C Im Ap.

On en déduit donc que :
Im Dg + Im Dy C Im Ag
et que :
Im Dy & Im D% = Im Ap,.
Ainsi on a bien :
C®(M, A\’ T}, @ E) = H*(M, E) & Im Dy & Im D},
O

Corollaire 3.3.1 (isomorphisme de Hodge). Soit E un fibré vectoriel
hermitien sur une variété riemannienne compacte M possédant une connexion
hermitienne plate, alors :

HYp(M,E) ~HP(M,E),¥Yp>0
et les groupes de cohomologie de De Rham sont de dimension finie.

Preuve : par le théoreme 3.3.1 on sait que :
ker Dy = (Im Dy)* = HP(M, E) & Im Dy
donc, par le théoreme d’isomorphisme, on a :
HY (M, E) =ker Dg / Im D = HP(M, E) é ImDg /Im Dg ~HP(M, E).

Enfin les groupes de cohomologie de De Rham sont de dimension finie car
HY (M, E) ~ HP(M, E) = ker Ag et par le théoreme 2.4.1 de finitude on
sait que ker Ag est de dimension finie.

[]

38



Corollaire 3.3.2 (dualité de Poincaré). L’accouplement :

H? (M, E) x HIZP(M,E*) — C

St»—>/

définit une dualité entre HY, (M, E) et Hpp" (M, E*).

Preuve : il nous faut montrer que ’accouplement est une forme bilinéaire non-
dégénérée. Remarquons d’abord qu’il existe une connexion plate naturelle
Dpg- telle que, Vs € C*(M,A* T}, @ E) et Vt € C°(M,\* T}, ® E*), on ait :

d(s At) = (Dgs) At + (=1)"*s A Dt

On définit d’abord cet accouplement sur C*° (M, APTy,QE)xC® (M, A" PTH®
E~) et par la formule de Stokes on remarque assez facilement que cette ap-
plication bilinéaire peut étre étendue aux groupes de cohomologie. Comme
dans la preuve du théoreme 3.2.1 on montre que :

D (# s) = (=1)"# Djs, Die(# s) = (—=1)"*'4# Dps
et donc :
Aps(# s) = # Ags.
Ainsi :
#seH"P(M,EF*) < se H (M, E).

Montrons alors que la forme bilinéaire est non-dégénérée, par le corollaire
3.3.1 il nous suffit de prendre s € H?(M, E)\{0}, alors # s € H™ P(M, E*)
et par la remarque suivant le lemme 3.1.1 on a :

/Ms/\#s:/M<s,s>dV:||s||27é0.

Donc I'accouplement est non-dégénéré a gauche, par symétrie on montre aussi
qu’il est non-dégénéré a droite.
O

Remarque : on sait que les deux suites suivantes de faisceaux de formes et
de courants sont exactes :

0 C A° Al




Ainsi, par le théoreme 1.3.1 de De Rahm-Weil, comme le faisceau constant
C possede deux résolutions acycliques, il vient que :

Hf)R(Xa C) ~ Hg*OURANT(Xu C).

Soit V' une variété de dimension n — k, on définit le courant d’intégration de
degré k par :

V]:D*V)—C
U — / u
1%
On a alors un isomorphisme entre le groupe d’homologie et le groupe de

cohomologie :

H, 1(X,C) — H]g‘OURANT(X> C) ~ H}C)R(Xa C)
V= A{[V]}

40



Chapitre 4

Théorie de Hodge pour les
variétés kahlériennes compactes

4.1 Variétés kahlériennes

Soit X une variété complexe de dimension n, rappelons qu’une métrique
hermitienne sur X est une forme hermitienne définie positive de classe C*°
sur Tx. Dans un systeme de coordonnées (zi, ..., z,), une telle forme peut
s’écrire :

hz)= > hin(z)dz @ dzy
1<j,k<n
ol (hjx)1<jk<n est une matrice hermitienne définie positive a coefficients C*.
La métrique hermitienne est alors définie par :

(&mn = Z hi(2) &

1<j,k<n

o= §-—e€C®UTx)etn= ) mz— €C(U,Tx).
=10z = 0z,

De plus, si on note Herm(Tx) ’ensemble des métriques hermitiennes sur T,
on sait qu’il existe un isomorphisme canonique :

Herm(Tx) — Ag' T

h=Y hj,kdzj@@dzkHw:% S hjadz A dz

1<j,k<n 1<5,k<n

et on a :

w = —ZIm(h).
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Définition 4.1.1. Une variété hermitienne est un couple (X,w) ot w est
une (1,1)-forme réelle C> définie positive sur X. La métrique w est dite
kahlérienne si dw = 0. X est une variété kahlérienne si elle posséde au moins
une métrique kahlérienne.

Remarques : (i) : w est réelle donc dw = 0 si et seulement si
dw=d"w=0.

(i) : dw =0 % N dhygdz Adz =0
1<j,k<n

iy %dzl/\dzj/\dikzo

, 2l
1<5,k,1<n

si Yy (8hj”"’ — ah”’“) dz A dzj A dz, =0

, 0z 0z,
1<j<I<n,1<k<n
Ohjr — Ohyy ,

= = = 1<,k 1 <n.
0z 0z; =~ J -

C’est la condition de Kdhler.
(111) = Si X est une variété réelle, w une 2-forme sur X, non-dégénérée et
fermée alors w est symplectique.
" i
(v) - —=det(h;x) A (5 dzj Ndz;) = det(hjy) dey Adys A ... N dzy, A dyy,.

! 1<j<n

S

3

n

w s .
Donc la (n,n)-forme volume dV,, = — est positive et coincide avec
n

’élément de volume hermitien de X. Ainsi si X est compacte :

/w":n!/de:n!Volw(X)>0.
b be

Corollaire 4.1.1. (i) : Si (X,w) est une variété kihlérienne compacte et si
{w} désigne la classe de cohomologie de w dans H#n(X,R) alors {w}" # 0.
(ii) : Si (X,w) est kihlérienne compacte alors Ham(X,R) #0, 0 < k < n.

Preuve : (i) : si w est exacte alors :

1 1 1
dV,=—w"=—daA..Nda=d(— aA (da)" ).
n! n! n!

Par Stokes on a :
]' n—1 ]' n—1
0< [ dVy,= [ d(—=aA(da)") = — a A (da)" " =0.
X x n! ax n!
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Ainsi {w} # 0 et donc {w}™ # 0.
(i) : Si {w}* = 0 alors, pour 0 < k < n :

(V) = 5 " AWk} = o b = 0

donc dV, est exacte ce qui par (i) est absurde.
[

Nous allons maintenant voir quelques exemples de variétés kahlériennes ou
non-kahlériennes :

a) L’espace projectif complexe :
P"(C) = C"\{0}/C\{0} posseéde une métrique w naturelle appelée métrique
de Fubini-Study définie par :
?
pw=—dd log(|¢ol* + ... + |Ga]?)

ot p: C"*\{0} — P*(C).
Si on se place dans la carte Uy = {[(p : ... : (] /(o # 0} on a :

Wi, = %d’d” log(1 + I%P + ..+ \g—’;y?) = %d’d” log(1 + |2|?)

QG

.
G G
Sur P"(C) on définit le fibré en droites tautologique par :

ou z = (

O(=1) = {([z],§) e P*(C) x C /£ € Cz}.

O(1) = O(=1)*, O(=k) = O(=1)®*, k > 1, O(0) = P*(C) x C.

La courbure de Chern vérifie ©(O(1)) = —©(O(-1)).
Soit A la métrique induite par celle de C"*! sur O(—1), sur Uy on a une
section de O(—1) :

So - U() — (Cn+1

G G
K=, G’ G

Or s0([¢]) # 0, V[(] € Uy donc sq peut étre choisie comme repere de O(—1)1.
Donc O(—1)jy, =~ Uy x C et si on pose ||so]|* =€ %, on a:

)

i0(0(-1)) =idd'¢; = —idd log|s|* = —i dd" log(1+ |z]*).
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Donc :
i0(0(1)) =i d'd"log(1 + |2[?)
et : . .
_ L ! g 2y L =
w= - dd"log(1+|2*) = - 6(O(1)) = c1(O(1))

est une métrique kihlérienne car hermitienne vu que id’'d” log(1+|2]?)(£,€) >

0,V¢ e C"\{0} et dw = 0.

b) Les tores complexes :
Soit T" un réseau de rang 2n, on pose X = C" /T', c’est une variété complexe
compacte appelée tore complexe. Alors toute forme hermitienne définie po-

sitive w =4 ), hjj dz; A dZ), a coeflicients constants sur C™ définit une
1<jk<n
métrique kahlérienne sur X.

c) Les sous-variétés :

Toute sous-variété complexe Y d’une variété kahlérienne (X, w) est kdhlérienne
pour la métrique induite w’ = w)y. En particulier toute variété projective est
kahlérienne.

d) Surface de Hopf :
Pour a €]0,1[ et n > 2 on pose :
u: C"\{0} — C™"\{0}
2= az
ut = {uf )k eZ}
X =C"\{0} / u”
On a alors les difféomorphismes :
C"\{0} — S ! x R}

2 (= |I2])

IzI1”
et :
S xR — S xR
(u,t) — (u,logt).
Ainsi on a le difféfomorphisme :
C"\{0} - S ' xR
z

,klog o +log || z]])
121

oz (
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et on en conclut que X est une variété complexe compacte vu que :
X ~§" 1 xR/ (loga)Z ~ S ' x S

Montrons que X n’est pas une variété kahlérienne, pour cela on va utiliser
la formule de Kiinneth :

k
HY(Y x Z,R) ~ ) H'(Y,R)® H*7(Z,R).

p=0
Pour £ = 2 la formule nous donne :

H*(X,R) = H*(S*" ' x S',R)
— HQ(SQH_I,R) ® HO(SI,R) + Hl(an—17R) ® H1(817R)
+ HYS™ 1 R) @ H2(S',R).

Or H*(S* ' R) =0, H*(S",R) = 0 et H(S***,R) = 0 vu que n > 2, donc
H?*(X,R) = 0 et par le (ii) du corollaire 4.1.1, la variété compacte X n’est
pas kahlérienne.

4.2 Une propriété fondamentale des formes
kahlériennes

Le théoreme suivant nous dit qu’une métrique hermitienne est kahlérienne
si et seulement si la métrique est tangente a l'ordre 2 a une métrique hermi-
tienne a coefficients constants en tout point de la variété.

Théoréme 4.2.1. Soit w une (1,1)-forme C> définie positive sur X une
variété complexe de dimension n. Pour que w soit kahlérienne il faut et il
suffit qu’en tout point xo € X, il existe un systéme de coordonnées holo-
morphes (z1, ..., z,) centré en xy tel que :

w=1 Z Wim d21 N dZpy Wi = 61 + O(]2).

1<l;m<n

Si w est kdhlérienne, les coordonnées (z1, ..., z,) peuvent en fait étre choisies
telles que :

o 0

535;ﬁ=&m— D Cirimzizk+O([2)

1<j,k<n

Wim = <
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ou (¢jrim) sont les coefficients de la courbure de Chern associée a (Tx,w)
en xg :

o\" 0
@(TX)J?O - Z Cjklm de NdzZp @ (6_21> & E

1<j,k,l,m<n

Un tel systeme de coordonnées sera appelé un systeme de coordonnées géodésiques
en xg.

Preuve : : supposons que V xy € X, il existe un systeme de coordonnées
holomorphes (21, ..., z,) centré en xg tel que :

w=71 Z Wim A2 N dZpy Wi = Opm + O(]z]?).

1<li;m<n

w est définie positive et d,,w = 0 car z1(zg) = ... = z,(x0) = 0 donc w est
kahlérienne.

: supposons que w soit kahlérienne, on peut alors choisir des
coordonnées locales ((, ..., (,,) centrées en z; tel que (d(, ..., d(,) soit une
base w-orthonormée de T); X.

Onaalorsw=1 > @,d§A d¢,, ou
1<i,;m<n

D = Ot + O(12]) = i + X (@0mG; + 51mC;) + O(CL).

j=1
On sait que w est réelle donc @y, = aj,,; et la condition de Kéhler nous
Om  OWjm

oG — 9¢

n
On pose alors 2, = G, + 5 > ajuim GG pour 1 < m < n, c’est un systeme
Jil=1
de coordonnées locales en zj et :

donne donc a;im = Qi jm-

B = At 3 D 0 (GG +AGE)

Gil=1
1 < 1 &
=G+ 5 Y Gam GG+ 5 D aiam G
gl=1 gl=1
1 < 1 <
=G+ 5 D, @it GG+ 5 D @z GG
gl=1 gl=1
= dGn + > ajam GG
jl=1
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On obtient alors : i Y dz, A dz,

m=1

= E:d@ﬂuﬁ + E:chmgﬂQAd@n+ }: @il dCm N dZ | + O(|2]?)
Jilym=1 7, l;m=1

= }:dgnAdg + }: j1m GG A dZ + }: @jmiC;dG A dZ | + O(|2?)
Jilym=1 7 l;m=1

=i }:dgnAdg + }: j1mCdC A dZ + }: ) nCiAG A dZy | + O(|2]%)
Jilym=1 7, lm=1

=w+OWH-

Supposons les coordonnées ((y, ..., (,,) choisies depuis le début de sorte que
I'égalité ait lieu pour ({1, ..., (), faisons alors un développement de Taylor a
I'ordre 2 :

5lm+o(|2| )= 5lm+z ay,k,l,mcjck+agklmCJCk“‘%klmg Zk>+0(|§|3)
7,k=1
Comme la forme est réelle on a :

= —11 _ 7
Aj.k,lm = Qk,jm,l aj,k,l,m - ] k,m,l et par Symetrle CL] kilm — ak,j,l,m'

La condition de K&ahler nous donne :

! o
jkgm = W k,jm:

n

Y. @prm GGG pour 1 <m < n, comme
Jikl=1

Posons alors z,, = (,, + 3

précédemment on a :

m = dCm + Z @ 1. 1.m GiCkG

7,k,0l=1

et apres des calculs du méme type que les antérieurs on obtient :

n

w=1 Z Azpm NdZy, +1 Z Qj.klm CjdeCl A dZm + O(|C|3>

m=1 J,k,l,m=1
n

= Z Az NdZy, + 1 Z @k tom 25 26A2 N\ AZp + O(|z*).
=1

7.k, l,m=1
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Calculons maintenant le tenseur de courbure de Chern, on sait que :

o 0 - _
(5 5,) = Oim + > jnim 27+ O(|2)
l m k=1
donc :
,, 0 0 ,0 0 - _
d <8_zl’ W) ={D 2 g} = Z @ pim 252k + O(|2]%).
m m k=1
Finalement on obtient :
0 0 - 0
O(Ty)— =D"D' | — ) = — e1mdzi N dZ — 4+ 0 )
( X)azl (821) ijmZICL],k,z, 2i NdZ ® 0% + O(]z])

]

4.3 Opérateurs de la géométrie hermitienne,
représentation de sly(C)
Soit (X, w) une variété hermitienne et soient z; = x;+1y;, pour 1 < j < n,
des coordonnées C-analytiques en un point a € X telles que

n
w(a) =1 dz; A\ dz; soit diagonalisée en ce point.
j=1

La forme hermitienne associée est h(a) =2 ) dz; ®dZ; et sa partie réelle est
j=1

n 1
la métrique euclidienne 2 )7 da? 4 dy7. On a donc que |dz;| = |dy;| = 7 et
j=1
0 0
|dz;| = |dZ;| = 1; enfin (a—, - 3_) est une base orthonormée de (1'%, ,w).
<1 “n
On définit alors le produit scalaire sur I'algebre A*(C®Tx)*, ou (C®@Tx)* =

1
T ©T%, par :
< U A AUy, VI AY, >= det(< ug, vp >)1<jk<p, Uj, Uk € (CRTX)*, Vp € N

La norme d’une forme u = > us;dzr ANdz; € A*(C ® Tx)* au point a est
T.J

donnée par :

u(@)]* =) Jurs(a)”

1,J
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On étend alors I'opérateur de Hodge aux formes a valeurs complexes par la
formule :
uAN*xv=<u,v> dV.

*: APOTE — A9 P T% est alors une isométrie C-linéaire.

Définition 4.3.1. Les opérateurs usuels de la géométrie hermitienne sont
les opérateurs :
d, d* = — % dx, le laplacien A = dd* + d*d et leurs analogues complexes qui
sont :
( d — d/ + d//
d* — d/* + d//*
d* = —xd"x
d™ = —xd'x
A/ — d/d/* + d/*d/
{ A// — dl/d//* + d//*dl/

Remarques : on dit qu'un opérateur est de degré pur r s’il transforme une
forme de degré k en une forme de degré k + r.

On dit qu’un opérateur est de bidegré pur (s,t) s’il transforme les

(p, q)-formes en (p + s, q + t)-formes.

Ainsi d' est de bidegré pur (1,0), d” de bidegré (0,1), d* de bidegré (—1,0),
d"™ de bidegré (0,—1), A" de bidegré (0,0) et A” de bidegré (0, 0).

On va maintenant définir [opérateur de Lefschetz (et son adjoint) qui nous
seront utiles pour donner une représentation de sly(C).

Proposition-définition 4.3.1. On définit l'operateur L de bidegré (1,1)
par :
Lu =w A u.

Son adjoint est A = L* =1 Lx de bidegré (-1,-1) et il vérifie :
(u, Av) = (Lu,v).
Preuve :
(u, Av) = (u,* 'L % v)
—uAx*L1Lxv

(u A Lxv)

(u Aw AFD)

S

(Lu A %*0) = (Lu,v).
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Remarque : observons que U(Ty) ~ U,(C) agit sur lespace des (p,q)-
formes par :

U, (C) x AP9 TS — AP9 TS
(g.v) — (g ) *v

On dit alors que AP4T% est une représentation unitaire de U,(C). Comme w

est invariante sous 'action de U, (C), il est clair que L et A commutent par
l'action de U, (C).

Nous allons voir maintenant quelques relations vérifiées par L et A qui vont
nous amener a montrer que sly(C) admet une représentation dans AP9 T%,
pour cela il nous faut introduire le crochet de Lie gradué.

Définition 4.3.2. Si A et B sont deur endomorphismes du module gradué
C>(X,A**T%), on définit leur commutateur gradué (ou crochet de Lie gradué)

par :
[A,B] = AB — (—1)¥"44°5BA,

Lemme 4.3.1 (Identité de Jacobi). Soient A, B, C trois endomorphismes
de C®(X,A** T%) de degré respectif a,b,c. On a alors l'identité :

(_1)Ca[A’ [B’ OH + (_1)ab[B7 [Cv AH + (_1)bc[07 [A7 BH =0.

Preuve :

(—1)“[A,[B,C]] = (=1)**ABC—(-1)"*"** ACB—(—1)" BCA+(—1)"*"*CBA
(—1)™[B, [C, A]] = (—1)" BCA—(—1)""" BAC—(—1)"*"CAB+(—1)**"*ACB
(—=1)*™[C,[A, B]] = (-1)**CAB—(—1)*T"*CBA—(—1)*“ABC+(—1)*"*BAC

]

Soit v € Ay' T% une (1,1)-forme réelle, on sait qu’il existe une base w-
orthogonale ((i, ..., (,) de Tx qui diagonalise simultanément les deux formes
wety:
- o * - - - * -
w=iy CGANCGety=i) NG, v R
j=1 j=1

Proposition 4.3.1. Pour toute forme u= ) usx 5 A Z;{ on a :

TK
[y, Auju = (Zw +> - Z%) s G5 A .
LK \jeJ jeK =1
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Preuve : soit u =Y uyx (4 A Cy de type (p,q), on a :
JK

wu=3 (], JVe(K, K) uge ceCre A (e

JK

donc :

*x TLx u=(—1)Pi Z wg i Gy ZK\{Z}
JK,l

c’est-a-dire :

Au=(=1)"i Y us (G2 ) A (GaClo).

J Kl
De plus on a :

YAu= (1P Y mttx Gy AC A Ak
JK,m
Ainsi on obtient :
[v, AJlu =9 A Au— Ay Au)
= D Y k(G A (Gna CD) A A (G

JK,l,m

— (G (G A A G (G ACK)))-

Cr))

Or :
Cna (G ACH) = (G ) AT = G A (Gna ()
Cna (G A ) = (Cna &) A Cie = G A (Cna Ci)
donc :

A= D" i sk (Gna G A A A (G Ci)

JK,l,m
+ G A Gna €5 A (Gt €) A Cie
= (Cna ) NG A (G C) A Ce).
Or on sait que (¢ = 0y, donc :
o AJu =Y A wric (G A G A (G i) + G A (G €5) A i = G A -
JK,m
Enfin on conclut en remarquant que :

0 sim¢ J
¢ osime J

A (Cos €)= {
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Corollaire 4.3.1. Vu e AP T%, [L,AJu= (p+q—n)u.

Preuve : on applique la proposition 4.3.1 avec v = w ; les valeurs propres de
w étant toutes égales a 1 on obtient :

[L, Alu = [w,Au]u:Z(p—l—q—n)uﬂg(}/\z;(: (p+q—n)u.

JK
O
Corollaire 4.3.2. Si on note B = [L,\] alors on a les relations :
B, L] =2L et [B,A] = —2A.
Preuve : on applique le corollaire 4.3.1 tout en remarquant que L est de
bidegré (1,1) et A de bidegré (—1,—1).
O

Définition 4.3.3. On définit [’algébre de Lie sly(C) par :
sly(C) = {M € My(C) /tr M =0}

que 'on munit du crochet de Lie classique. Elle admet pour base :

=00 =60 o=
Remarque : on vérifie facilement que :

[[,A] = b, [bl] =2, [b,\] = —2\.
Corollaire 4.3.3. On a une action naturelle de l’algebre de Lie sly(C) sur
lespace vectoriel A** 1%, c’est-a-dire un morphisme d’algebre de Lie
p:5l(C) — End(A** T%) tel que :
p(l) = L, p(A) = A, p(b) = B.

On dit alors que l'on a une représentation de sly(C) dans A** T%.
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4.4 Identités de commutation

n
Supposons que X = Q C C" est un ouvert et que w =1 Y dz; A dz; soit

j=1
la métrique kahlérienne standard.
VuelC®(Q,APTY) on a:
y 8U[J
du = > L Az A dzp N dzy
(9zk
[I|=p, |J|=g, 1<k<n
A"y = 3 QUL 1z A deg A dE
= Zk I J-

H|=p, |J|=g, 1<k<n

Le produit scalaire global sur L? est donné par :

<L U, v >>=/ZUIJUIJdV
Qg
Grace a la proposition 3.1.1 on sait que :
0 0
—a0) =dz Neet (dzyNe)"=—_e
(82’]9J ) F ( g ) 6sz

et on montre assez facilement a ’aide d’une intégration par parties que :
o \" 0
0z, n 0z,

8u” 0
Z a_k | dZ[/\d—J)

2
1.7k 0z,

d™*u = Z Our,y i_n (dzr N dzy).

2p OZ
IJkak 0z

Lemme 4.4.1 (de Akizuki et Nakano). Dans C" on a : [d"*, L] = id'.

Ainsion a :

Preuve : Remarquons tout d’abord que :

N ouy g " ou
! 5
d'u= 521 dzy N\ (IEJ 0=, dzr N dEJ> = E dzi N —azk.

0
Ainsi vu que d” = 3 dz;, A 55 OB obtient : d"™* = — E — .
k Zk
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Alors :

"\ 0 0
[d"™, Ll u = 2 ZkJ< zk(W/\u>+W/\E ZkJ o

Ori(w/\u)—a—/\u—ku)/\% w/\%vu ue w est a coefficients
8zk sz 82k a 8zk q
constants.
On a alors :

“ 0 ou 0 Ou u 0 ou
dl/* L — _ _ _ _ —_— e _ _
[ ’ ]u —1 <Osz (W/\ 0Zk> WA (asz 6zk)) 1 (82ka)/\azk

on obtient :

Théoréme 4.4.1. Si (X,w) est une variété kihlérienne alors :

(i) : [d"™, L] =4d"; (i) : [d*, L] = —id";

(i17) = [A,d"] = —id™; (iv) : [A,d] = id"™.
Preuve : (i) = (ii) : par conjugaison. (i) = (iii) : par adjonction. (iii) =
(iv) : par conjugaison. Il nous suffit donc de montrer (i).

Soit (z;) un systeme de coordonnées géodésiques en xy € X, pour toutes
(p, q)-formes u et v & support compact dans un voisinage de xg, on a :

< u,v >>=/ (ZUIJUIJ+ Z CLIJKLUIJUKL) av
X 1,J,K,L

ot aryk,1(2) = O(|(]?) en wo.
Par intégration par parties, on montre que :
d"™u = — b urydzg Ndz
Zazj 8zj Z 1,J,K,LUT,J AZK N\ QZ],

j=1 I,JK,L
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ou by j k.1, sont les dérivées de ar jx 1.

Alors br k. = O(|C]) ; or g_u = O(|¢]), donc en reprenant la preuve du
2k

lemme 4.4.1, on en déduit que :
[d"™, Ll u=1idu+ O([])
et en z = 0, le point xy € X étant fixé, on a :
[d"™, L] u(xo) = i d'u(zo).
O

Corollaire 4.4.1. Si (X,w) est kdhlérienne alors les opérateurs de Laplace-
Beltrami complezes vérifient :

A=A =LA
2

Preuve : montrons d’abord que ¢” = A’. On remarque que A = [d, d*],
A =[d,d*] et A” = [d",d"]. Donc par le (iv) du théoréme 4.4.1 on a :

A" = —i[d",[A, d]].
Or [d,d"] =d'd"+ d"d =0 et par le lemme 4.3.1 (I'identité de Jacobi) on

obtient :
_[dﬂa A, dl“ + [A, [dlv dl’“ + [dlv [dﬂv Al =0

ce qui nous implique que par le (iii) du théoreme 4.4.1 :
A" =[d,—i[d" A = [d,d*] = A
Calculons maintenant A :
A =[d,d = [d,d*|+[d",d™|+[d,d™*|+[d*, d"] = A+ A"+[d', d"™*])+[d™*, d"].
Donc grace au lemme 4.4.2 qui suit on conclut que :

A=A+ A"=2A"=2A".
Lemme 4.4.2. [d',d"™] = [d*,d"] = 0.
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Preuve : le lemme 4.3.1 (I'identité de Jacobi) nous donne :

—[d', [N, )]+ [A [d,d]) + [d, [d,A]] = 0.
Or d'? =0 donc [d',d'] = 0 et on en déduit que :

[ [d', Al] = [d, [A, d} = [d', =[d', A]
c’est-a-dire, grace au (iv) du théoreme 4.4.1 :
[d',d"™] = —ild,[A,d]] =0
et par adjonction on en déduit que :
[d™,d"] = 0.
O

Corollaire 4.4.2. Si (X,w) est kdhlérienne alors A commute avec tous les
opérateurs x, d', d", d*, d"™, L et A.

Preuve : vu que d'? = 0 et d’? = 0, on montre facilement que :
[d,,A/] — 0= [d”,AH].

Donc par le corollaire 4.4.1, A commute avec d’ et d”. Comme A’ et A”
sont autoadjoints on montre par adjonction que :

[d/*, A/] — O — [d//*, A/I]

et toujours par le corollaire 4.4.1, A commute avec d™* et d"*.

En sachant que d* = — x dx et que »x = —id, on montre simplement que

[x, A] =0 donc A et x commutent. Enfin remarquons que

[d',L] = dw A e =0 (car w est kdhlérienne) et par le lemme 4.3.1 (I'identité
de Jacobi) on obtient :

L, [dlv d/*]] + [dla [d/*a L] - [d/*> L, d/” =0

ce qui nous donne, grace au fait que [L,d'] = —[d’, L] et grace au (ii) du
théoreme 4.4.1 :

[L,A'] = —[d, [d™, L]] = i[d',d"] = 0.
Comme A’ est autoadjoint, on obtient par adjonction que :
[A" Al =0

et par le corollaire 4.4.1 on en conclut que A commute avec L et A.

56



4.5 Isomorphisme de Hodge et dualité de Serre

Soient (X,w) une variété hermitienne compacte de dimension n et E
un fibré vectoriel holomorphe hermitien de rang r sur X. On note Dg la
connexion de Chern de E, D}, = — % Dg* 'adjoint formel de Dg, D et D}
les composantes de D7, de type (—1,0) et (0, —1).

Proposition 4.5.1. A, = DD+ D7 DY, est un opérateur elliptique au-
toadjoint de C*(X, A1 T} ®@ E).

Preuve : comme dans la preuve de la proposition 3.2.1 on montre que :
opy(x,6).s =" Ns, VEe BTy = Homg(Tx,R)

ot £ %1 est la partie de type (0,1) de la 1-forme réelle £. Ainsi le symbole
principal de A%, est, comme dans la preuve de la proposition 3.2.1 :

oay(,€).s = —|g"f?

S.

1
Or %12 = §|£\2, on en déduit donc que :

1
oag(w,6)s = = JePs

et de méme on a : )
UA’E(%@'S = _515‘25

ce qui nous donne :
1
Onp, = 0ay = 5008

ainsi le symbole principal de A est injectif et donc A, est un opérateur
elliptique.
]

Définition 4.5.1. L’espace des formes harmoniques de bidegré (p,q) relati-
vement a l'opérateur de Laplace-Beltrami A7, est défini par :

HPUX, E) = {s € C®(X, AP T% @ E) | Albs = 0},

Voici le théoreme principal de décomposition en trois espaces, il va nous don-
ner assez facilement [isomorphisme de Hodge qui a tout élément du groupe
de cohomologie de Dolbeault fait correspondre une et une seule forme har-
monique.
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Théoréme 4.5.1. V (p,q) € N*> on a :

1 1
C®(X, AT} ®@ E) = HP(X, E) & Im DYy & Im D'

ot Im D}y = D(C®(X, AP T4 @ E)) et Im D = D (C®(X, AP T @
E)).

Preuve : on montre ce théoreme de la méme maniere que le théoreme 3.3.1

vu que AL est un opérateur elliptique.
O

Corollaire 4.5.1 (isomorphisme de Hodge). Soit E un fibré vectoriel
holomorphe hermitien sur une variété kahlérienne compacte X, alors :

HPYX FE)~HPUX,E),Vp>0,Vq¢>0
et les groupes de cohomologie de Dolbeault sont de dimension finie.

Preuve : la preuve de ce corollaire est la méme que celle du corollaire 3.3.1.
m

Corollaire 4.5.2 (dualité de Serre). L’accouplement :

HP9(X, E) x H"P"(X, E¥)

st»—>/s/\t

définit une dualité entre HP(X, E) et H" P 9( X, E*).

Preuve : il nous faut montrer que 'accouplement est une forme bilinéaire
non-dégénérée.

Remarquons d’abord que Vs; € C®(X, APITYQF) et Vsy € C°(X, A" P97 1T%
E*), sachant que $; A sy est de bidegré (n,n — 1), on a :

d(Sl /\52) = d,(Sl /\52)+d//(81 /\52) = d”(Sl /\82) = dllsl/\Sz—f-(—l)erqSl /\dHSQ.

On définit d’abord cet accouplement sur C*°(X, APIT3 QFE)xC® (X, A" P 1T%®
E*) et par la formule de Stokes on remarque assez facilement que cette ap-
plication bilinéaire peut étre étendue aux groupes de cohomologie. Comme
dans la preuve du corollaire 3.3.2 on montre que :

Dy (#5) = (=1)""# Di's, Digu(# 5) = (—=1)""""4 Dips
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et donc :
b (#5) = # Als

ou Dpg+ est la connexion de Chern de E*. Ainsi :
#HseH'PUX EY) & s e HM(X,E).

Montrons alors que la forme bilinéaire est non-dégénérée, par le corollaire
4.5.1 il nous suffit de prendre s € HP?(X, E)\{0}, alors #s € H" P9 X, E*)
et on a :

/s/\#s:/(s,fs)dV:HsHQ#O.
be X

Donc 'accouplement est non-dégénéré a gauche, par symétrie on montre aussi
Y
qu’il est non-dégénéré a droite.
O
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Chapitre 5

Cohomologie des variétés
kahlériennes

5.1 Décomposition de Hodge

La difficulté du théoréeme de décomposition de Hodge résulte seulement
du caractere canonique de la décomposition, pour montrer cela nous allons
introduire le groupe de cohomologie de Bott-Chern.

Définition 5.1.1. Soit X une variété complexe non nécessairement com-
pacte, on définit les groupes de cohomologie de Bott-Chern de X par :

HEL(X,C) = C¥(X, AP Ty) Nkerd / d'd"C®(X, AP~ TR).
Lemme 5.1.1. [ existe des morphismes canoniques :
HZL(X,C) — H(X,C)

ptq=k

De plus on a :

HEd(X,C) = Hge (X, C).
Preuve : la premiere fleche est bien définie car :
Co(X, A1 T)Nkerd C ker d”

et
d’d”COO(X, AP~ Lat T)*() C d”C°°(X, APt T)*()

carsid=0alorsd’ =0et d'd" = —-d"d.
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La deuxieme fleche provient du fait que
C(X, AP T%)Nkerd C kerd
et que :
d'd'C®(X, AP TE) € C°(X, APITE) Nd C®(X, AT T%)

vu que dd” = d'd".
Enfin la symétrie provient des faits que :

Co(X, APa T ) = C®(X, A% T%)

kerd = kerd
d'd"C® (X, Ar=1a=1 T} ) = d”d’COO(X, Ad-Lp—L T%).

On suppose maintenant que (X, w) est une variété kiahlérienne compacte.
On sait, d’apres la remarque faite a la suite de la définition 1.2.1, que :

MNTy = @ ATy
ptq=k

donc on a aussi :

CO(X, A CRT) = €D C°(X, A TY).

pt+g=k

Comme A" est de bidegré (0,0), il préserve cette décomposition. Mais par le
corollaire 4.4.1 on sait que A = 2A” donc A préserve cette décomposition.
Enfin, toujours par le méme corollaire, on remarque que les composantes
(p, q) d’'une k-forme A-harmonique sont aussi A-harmonique (et méme A”),
on a donc :

HHX,C) = @ H"(X,C).

p+q=k
Remarquons également que, toujours par le corollaire 4.4.1, A" = A’ = A"
donc :
ANu=0&cA1=0
donc on a :

HPa(X,C) = HP(X,C).
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On peut maintenant passer, a 1’aide des deux isomorphismes de Hodge (co-
rollaires 3.3.1 et 4.5.1), aux groupes de cohomologie de De Rham et de Dol-
beault, mais I'isomorphisme ne sera pas canonique. Pour cela on utilise les
groupes de cohomologie de Bott-Chern, car dans le cas kahlérien les mor-
phismes du lemme 5.1.1 sont des isomorphismes. Pour montrer ce résultat
on a besoin du lemme suivant :

Lemme 5.1.2. Soit u une (p,q)-forme d-fermée, alors il y a équivalence
entre :

(a) : u est d-ezacte

(b') : u est d'-exacte

(0") : u est d’-exacte

(c) : u est dd"-exacte

(d) : u est orthogonale a HP?(X,C).

Preuve : (¢) = (a), (¢) = (V) et (¢) = (V") sont évidents.

(a) = (d) : c’est aussi évident car A"v = 0 < Av = 0 par le corollaire 4.4.1
donc d*v = 0.

On montre de méme que (0') = (d) et (b") = (d).

11 nous suffit donc de montrer que (d) = (¢).

On sait que du = 0 donc d'u = d"u = 0 et on suppose que u L HP(X,C).
Remarquons que le théoreme 4.5.1 marche aussi pour d’ (on le montre par
conjugaison), on a alors :

w=nhy+ds+d*w

pour h; € HP4(X,C), s € C®(X, AP 1 T%), wy € C®°(X, AP+ T%).
1
Or u L HP(X,C) donc u € Imd" & Im d"™. Comme d"u = 0 il vient que :
u=d"s, s € C®(X, A" T%).
Par la remarque faite précédemment on peut écrire :
s=h+dv+d*w
pour h € HP71(X,C), v € C®°(X, AP~ 171 T%) w € C°(X, APTHa71 %),
Ainsi :
u=d'dv+dd*w
et par le lemme 4.4.2, on peut écrire :

u=—dd"v—d*dw.
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Or d'u = 0 donc on obtient que d'd*d"w = 0, c¢’est-a-dire que d*d"w = 0 et
finalement :

= —d'd"v.
]

Corollaire 5.1.1. Soit X une variété kahlérienne compacte, alors les mor-
phismes naturels suivants sont des isomorphismes :

HB4.(X,C) = HP(X,C)
P HEL(X,C) = HER(X,C).
p+q=k

Preuve : montrons d’abord la surjectivité de la premiere fleche, on a le
diagramme suivant :

H?L(X,C) —— HP(X,C)

=

HPa(X, C)

1
vu que A” = A (par le corollaire 4.4.1) il vient que si A”u = 0 alors

Au =0 et donc du = 0. Ainsi le premier morphisme est bien surjectif.
L’injectivité quant a elle résulte de ’équivalence (b") < (¢) du lemme 5.1.2.
Enfin le deuxieme isomorphisme résulte de :

HZ4(X,C) ~ H"(X,C) ~ H™(X,C)
donc :

P HEL(X,C)~ P H(X,C) = HN(X,C) ~ Hf)p(X,C).

pt+q=k pt+q=k

]

Théoréme 5.1.1 (de décomposition de Hodge). Soit X une variété
kdhlérienne compacte. On a alors des isomorphismes canoniques (c’est-a-dire
indépendants de la métrique kdahlérienne choisie) :

Hp (X, C) @ HP(X,C) (décomposition de Hodge)

ptg=k

Hr4(X,C) ~ H""(X,C) (symétrie de Hodge)
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Preuve : le premier isomorphisme est une application du corollaire 5.1.1, le

deuxieme provient du lemme 5.1.1 et du corollaire 5.1.1.
m

Remarque : si E est un fibré hermitien plat on a aussi une décomposition
canonique et une symétrie (via #) :

H£R<XJ E) = @ Hp,q(X’ E)
ptq=k
HPa(X, FE) ~ H"(X, E*).
Applications :

Proposition 5.1.1. Les groupes de cohomologie de Dolbeault de P™(C) sont :
HPP(P*(C),C)=C,0<p<n
HP(P™(C),C) =0, p#q.

Preuve : par le (ii) du corollaire 4.4.1, on sait que H??(P"(C), C) contient
{wP} # 0 et HP,(P*(C)) = C, on a donc, par le théoreme 5.1.1 :

C=Hp,(P(C)~ P H"»@"(C)

k1+ko=2p

c’est-a-dire :
HPP(P"(C),C)=C,0<p<n

et
HP(P"(C),C) =0, p # q.

]

Proposition 5.1.2. Toute p-forme holomorphe sur une variété kdahlérienne
compacte est d-fermée.

Preuve : si u est holomorphe de type (p,0) alors d"u = 0. d™*u est de type
(p, —1) donc d™u = 0, par conséquent, par le corollaire 4.4.1,
Au=2A"u =0 donc du = 0.

]

Définition 5.1.2. Les nombres de Betti de X sont les b, = dim¢ H*(X, C).
Les nombres de Hodge de X sont les h?? = dim¢ HP(X, C).
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Proposition 5.1.3. Si X est une variété kahlérienne compacte alors les
nombres de Betti bop1 sont pairs. En particulier, si X est une surface com-
pacte kahlérienne alors by est pair.

Preuve : par le théoreme 5.1.1 on a :
k
b= > hPk=P ot h4P = hP4

p=0

donc : .
b2k+1 =2 Z hp,k—p.

p=0

]

Remarque : si X est compacte le corollaire 4.5.2 (le théoreme de dualité

de Serre) nous donne :
pPa — pr—pn—q

Probleme inverse : soit X une surface compacte telle que b; soit pair,
est-elle kahlérienne 7 Grace aux différents résultats de Kodaira, Chow,
Miyaoka et Siu, on peut montrer que cette conjecture est vraie. Dans la
deuxieme partie de ce mémoire nous verrons une preuve unifiée de ce
résultat due a Lamari qui repose essentiellement sur le théoreme de
régularisation de Demailly.

5.2 Décomposition primitive et théoreme de
Lefschetz difficile

Grace a la représentation de sl (C) dans A** T% donnée par le corollaire
4.3.3, on va pouvoir démontrer le théoreme de Lefschetz difficile a 1'aide du
théoreme d’algebre linéaire suivant :

Théoréme 5.2.1. Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie et soit
p:5l(C) — End(V) une représentation de l'algebre de Lie sly(C) dans V.
Soient L = p(l), A = p(\) et B = p(b) trois endomorphismes de V tels que :

=0 )=6 )= )

soient les éléments de la base de slo(C). On suppose de plus que B est semi-
simple. On a alors :
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a) Sp(B) C Z et si V,, = ker(B — pid) est le sous-espace propre attaché a la
valeur propre i on a :

V= @ V, (somme finie).

WEZL

On dit que v € V), est un élément de poids pur p.
b) L et A sont nilpotents et :

VueZ, LV, C Vi, AV, C V0.

c) On note P = ker A et on lappelle l’ensemble des éléments (vecteurs)

primitifs. On a alors :
V=LP).

reN
d) Si P,=PnNYV, alors :

P,=0,Vu>0etP= & P,
HEZ,u<0
De plus L" : P_,, — Vi, est injectif pour r < m et nul pour r > m
(r,m >0).
e)V,= @ L' (P,—a) oulL":P, o — L"(P, o) est bijectif.
reN,r>u

f)¥reN, L":V_. — V, est bijectif.
Preuve : remarquons tout d’abord que si v € V,, alors :
BLv=LBv+ [B,Llv=pLv+2Lv=(u+2)Lv

BAv=ABv+ [B,AJlv=pAv—2Av=(u—2) Av

donc L(V,) C V42 et A(V,) C V,_s.

Supposons que V # 0 et que v € V,,, v # 0. Si les (AFv)en étaient tous
non-nuls, on aurait une infinité de vecteurs propres de B de valeurs propres
1 — 2k distinctes. Or ceci est impossible, donc il existe un r € N tel que
Av#0et Afv=0,Vk>r.

Ainsi A"v est un élément primitif de poids pur p — 2r.

Soit donc w € P un élément non-nul de poids pur u (il en existe un pour
p € C comme on vient de le voir). Comme précédemment on montre qu’il
existe m > 0 tel que L™w # 0 et L™ 1w = 0.

Soit W = Vect(w, Lw, ..., L™w), dimW = m + 1, alors W est stable par
l'action de sly(C), en effet :

67



sionnotewk:Lkwpour()gkgmonaka:wkH eW,0<k<m-1
et Lw,, = 0 € W. On remarque également que Bwy, = (1 + 2k)w;, € W.
Enfin on montre facilement par récurrence sur k que :

k—1
> LML A Dw = LFAw — ALFw.

J=0

Ainsi,
k—1
Awy, = — Z LFi-1B iy
=0

k—1

== L+ 2j)w;
=0
k—1

== L+ 2w
=0

=k(—p—k+ Dwy_, € W.

Pour k =m+1ona: Awy,i = (m+ 1)(—p — m)wy, or wy,4+1 = 0 donc
pw=—m <0. Ainsi Awy, = k(m — k+ 1)wx_1 € W et donc W est bien
stable par I'action de sly(C).

On remarque alors que By est diagonalisable et a pour vecteurs propres
wy, de poids entiers 2k — m. De plus on montre facilement que :

PNW = Cw.

Montrons alors a), il est clair maintenant que sp(B) C Z vu que

1= —m € Z. De plus comme B est semi-simple, il existe un supplémentaire
B-stable de W vu que W est lui méme B-stable et comme Bjy est
diagonalisable on montre facilement par récurrence sur la dimension de V
que B est diagonalisable.

b) L et A sont nilpotents car on a vu que Vv € V,,, 3r,m tels que

ATy = LMty = 0.

c¢) Par définition de W on a :

W=@L(Cw)=PLPnW)

reN reN

donc par récurrence sur la dimension de V' on montre, comme dans a), que :
V=L(P).
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d) Remarquons que P est stable par B donc :
Pp=rnv,=~r.
1 H

De plus on a vu que les éléments primitifs non-nuls w sont de poids pur
—m < 0donc P, =0sipu>0.Siw#0¢€ P_,, alors Bw = —mw et Aw=0
donc L™w # 0 si et seulement si r» < m donc L" : P_,, — V.0, est injectif.

e) C’est une conséquence de d) car V = @@ L"(P) donc
reN
V,=@ L (P)NV,.OrV,=L"(V,_y) donc V, = @ L"(P,_2). Enfin
reN reN
L"(P,_9,) = 0 si et seulement si r < —(p — 2r), c’est-a-dire si et seulement

si 7 > p. On en conclut donc que :

P P

reNr>p

f) Soit r € N, on considere L" : V_,, — V,., c’est-a-dire :

6}91; 7~2k 6}91) r— 2k

k>0 k>r

donc L" est surjectif. Montrons qu’il est également injectif.
Si on note W = P_,_; alors on sait que W est engendré par (Lkw)lgkgm ou
w € W et mtel que L™w # 0 et L™ 1w = 0. De 1a on en déduit l'injectivité

car :
m

ZakLk =0«< ZakLk”w =0<a;,=0.
k=0 k=0

]

Application : on prend V = A**T%, on a alors AF (C®Tx)* = @ APIT%
ptq=k

qui s’identifie a I'espace propre V,, de B de poids p =k —n = p+q—n (par

définition de B).

Définition 5.2.1. Une forme homogéne u € A* (C ® Tx)* est appelée pri-
mitive si Au = 0. L’espace des formes primitives de degré total k sera noté :
PrimF T = EB PrimP?T%.
ptq=k

Remarque : par la remarque qui suit la proposition-définition 4.3.1 on sait
que A commute pour laction de U(Tx) ~ U, (C) sur l'algebre extérieure, il
est clair que Prim®4 T% C AP? T% est un sous espace U, (C)-invariant.
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Proposition 5.2.1. On a Prim*T% = 0,Vk > n. De plus siu € Prim*T%
avec k < n alors L"u = 0 pour r >n — k.

Preuve : on applique le d) du théoreme 5.2.1.
O

Théoréme 5.2.2 (formule de décomposition primitive). Pour tout u €
A¥ (C® Tx)*, il existe une unique décomposition :

u = E L' wp_op, Up—_9y € PrimF=2" %

r 2> (k—n)4
car :
A (CoTx) = @ L™ Prim*=2" T%
r > (k—=n)y
et
APETS = @ L™ Prim?~ """ T%.

r 2> (p+g—n)+

Preuve : on applique le e) du théoreme 5.2.1.

Théoréme 5.2.3 (isomorphisme de Lefschetz).
" P AR (CoTx) — A7 F (CoTy)*

et
L P79 NPT — AVPITY

sont des isomorphismes pour tout k < n et tout couple (p, q) tel que p+q < n.

Preuve : on applique le f) du théoréme 5.2.1.
m

On va maintenant passer au théoreme de Lefschetz difficile qui va utiliser les
théoremes précédents et 1'isomorphisme de Hodge. Pour cela on consideére
que X est une variété kahlérienne compacte.

Lemme 5.2.1. Siu= ).  L'ug_o estla décomposition primitive d’une

r > (k—n)y
k-forme harmonique u, alors toutes les composantes uy_s, sont harmoniques.
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Preuve : la décomposition de u est donnée par le théoreme 5.2.2 et on sait
par le corollaire 4.4.2 que A et L commutent. On a donc :

0=Au= Z L Auy_o,

r > (k—n)y

et par unicité de la décomposition on a : Aug_s,. = 0.
H

Définition 5.2.2. On définit [’espace des k-formes harmoniques primitives
par :

Heim(X,C) = € HLL.(X,C).

prim prim
pta=k

On note alors k2% = dime HY? (X, C).

prim prim

Corollaire 5.2.1.

H(X,.C)= P LHT(X.C)

prim

T > (ptg—n)+
Pa _ § ' p—Tq—T
h - hprim :
r > (p+q—n)+

Preuve : on applique le théoreme 5.2.2 et le lemme 5.2.1.

O
Remarque : on a :
si p+q < nalors, P4 = hp%  + hg;i,’qul + ...
si p+q > n alors, WP = poo@n7P o prodtbnmeml g
Corollaire 5.2.2. a) Sip+q=Fk <n alors h?? > hP=H471 et by > by,_s.
b) Sip+q==Fk>n alors h»? > hPT1atL et by > by ys.
Preuve : on applique la remarque précédente, le corollaire 5.2.1 et le
théoreme 5.1.1 de décomposition de Hodge.

O

Théoréme 5.2.4 (de Lefschetz difficile). Soit X une variété kihlérienne
compacte, on a alors les isomorphismes :

L™ Hpo(X,C) 5 HESF(X,C), k<n

L1 HP(X,C) = H" 9" P(X,C), p+q < n.
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Preuve : on sait, par le corollaire 4.4.2, que A et L commutent, on peut
donc définir : L"* : H*(X,C) — H* (X, C).
Or par le corollaire 3.3.1 il vient que H*(X,C) ~ HY (X, C).
De plus on peut étendre le morphisme L définit sur les formes, en un
morphisme définit sur la cohomologie, en effet :
si du = 0 alors d(w A u) = dw A u=0 car w est une forme kihlérienne et si
u = dv alors d(w Av) =wAdv=wAu.
Donc :

Ln_k : HgR(Xv C) - Hg}%_k(Xv C)

est bien défini. Or par le d) du théoréme 5.2.1 on sait que L"* est injectif
sur les formes de degré k donc en particulier sur les formes harmoniques.
Enfin par le corollaire 3.3.2 (dualité de Poincaré) on a :

H?)R(X? (C) = H?)Tgk<X7 C*)

donc H¥(X,C) et H?*"*(X,C) ont méme dimension et on en déduit donc
que L™ est un isomorphisme entre H¥,(X,C) et HZ%*(X,C) vu que, par
le corollaire 3.3.1, ils sont de dimension finie.

Le deuxieme isomorphisme est alors une conséquence du théoreme 5.1.1 de

décomposition de Hodge ou alors on refait pareil pour les (p, ¢)-formes.
O

Remarque : on a une répartition des nombres de Hodge symétrique par

rapport a ’axe horizontal (isomorphisme de Lefschetz) et vertical (symétrie
de Hodge) : c’est le diamant de Hodge.

(n,n)

(0:0)

Remarque : le théoreme de Lefschetz difficile peut étre exprimé en terme
de forme bilinéaire non-dégénérée :

Qu,v) = (1) / WA YA GF,
X
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5.3 Description du groupe de Picard de P"(C)

Le groupe de Picard d’une variété X est par définition le groupe des classes
d’isomorphies des fibrés en droites (donc inversibles), on le note Pic(X). On
admet qu’il est isomorphe au groupe H'(X, O%) ot Ox est le faisceau des
fonctions holomorphes et O% celui des inversibles.

Soit X une variété kahlérienne compacte et connexe, la suite exponentielle
est exacte :

Elle donne alors la suite longue :

Cc1

0— H'(X,Z) — H'(X,0yx) — H (X, 0% ) 2~ H*(X,Z) —= H*(X, Ox)

en sachant que exp(2ire) : H*(X,0x) = C — H(X,0%) = C* est surjec-
tive.
Par le théoreme 1.3.2 d’isomorphisme de Dolbeault on a :

H"(X,C) ~ H'(X,Ox).

On appelle alors irrégularité de X le nombre ¢(X) = dim H*'(X,C) = h%!.
Par le théoreme 5.1.1 de décomposition de Hodge on sait que :

by = h®' 4+ M = 2¢(X).
Enfin vu que H*'(X,C) ~C%on a :
HY(X,0x) ~C1
et toujours par le théoreme 1.3.2 on a :
HY(X, Q%) ~ HY(X,C) ~ C
Lemme 5.3.1. L’image de H'(X,7Z) dans H'(X,Ox) est un réseau.
Preuve : on a les inclusions :
Z—R— C— Ox

ce qui nous implique :

0— HY (X,Z)— H'(X,R) — H'(X,C) — H'(X, Ox)

Comme les groupes de cohomologie de Cech a valeurs dans Z ou R peuvent
se calculer par des recouvrements finis constitués d’ouverts difféomorphes a
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des ouverts convexes de meéme que toutes les intersections mutuelles; il est
clair que H'(X,Z) est un Z-module de type fini et 'image dans H*(X,R)

est un réseau.

1l suffit donc de voir que H'(X,R) — H'(X, Ox) est un isomorphisme. Or
le diagramme commutatif suivant :

O C AO Al AZ

L

0 O 0.0 A0 02

montre que application H*(X,R) — H'(X, Ox) correspond pour la
cohomologie de Dolbeault et de De Rham, via le théoreme 1.3.2, a :

Hb(X,R) — Hbg(X,C) — H'(X,C).
Or par le théoreme 5.5.1 on a :
HbR(X,C) = HY(X,C) & HO(X,C)
et on sait que :
Hpp(X,C) =~ Hpp(X,R) & Hpp(X,R).
Comme HLp(X,R) — H*Y(X,C) on a:
Hba(X,R) = H™(X, C)

donc :
H'(X,R) ~ H(X,Ox).

Corollaire 5.3.1. H'(X,7) ~ 7.

Définition 5.3.1. Le tore complexe de dimension q, H*(X,Ox) / H (X, Z)
est appelé la variété jacobienne de X notée Jac(X).

Remarques : Jac(X) est isomorphe au sous-groupe de H'(X, O%)

correspondant aux fibrés en droites de premiere classe de Chern nulle.
Par le théoreme 1.3.2 on a H*(X,Ox) ~ H**(X,C).

Définition 5.3.2. Considérons le noyau du morphisme H*(X,Z) — H*(X, Ox),
on sait que c’est l'image de c¢; dans H?*(X,7Z), on appelle alors ce sous-

groupe le groupe de Néron-Severi de X noté NS(X). Son rang p(X) est appelé
nombre de Picard de X.
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Remarque : on a la suite exacte courte :
0 — Jac(X) — Pic(X) —2> NS(X) —=0

donc le groupe de Picard est une extension du tore complexe Jac(X) par le
Z-module de type fini NS(X).

Théoréme 5.3.1. Pic(P"(C)) ~ Z avec O(1) comme générateur, c’est-a-
dire tout fibré en droites sur P"(C) est isomorphe a l'un des fibrés en droites
O(k), k € Z.

Preuve : grace au théoreme 1.3.2 et a la proposition 5.1.1 on a :
H*(P"(C), Opn(cy) = H**(P"(C),C) =0, k > 1.

Ainsi Jac(P"(C)) = 0 et NS(P*(C)) = H*(P"*(C),Z) ~= Z (car
H?*(P"(C), Opn(c)) = 0, donc ¢; est surjective). On a donc la suite exacte
courte :

0 — Pic(P*(C)) 2>7 —0

donc :
Pic(P*(C)) ~ Z.

Enfin comme ¢;(O(1)) est un générateur de H?(P"(C),Z) donc O(1) est un
générateur de Pic(P™(C)).
Ainsi si L € Pic(P*(C)) alors L ~ O(1)%* = O(k), k € Z.
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Deuxieme partie

Caractérisation des surfaces
compactes a premier nombre
de Betti pair
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Chapitre 6

Courants positifs et dualité

6.1 Quelques rappels sur les courants positifs

Soit X une variété complexe de dimension n, on note D,  le faisceau des
courants de bidimension (p,q) (ou de bidegré (n — p,n —q)); si U est un
ouvert de X, D, (U) est le dual topologique de A?9(U) les (p, q)-formes C>
a support compact dans U. On note également D, , = D, .. On munit
les espaces de formes de la topologie C* et les espaces de courants de la
topologie faible.

Définition 6.1.1. Soit T € D, (U), on dit que T' est un courant positif si :
Yai,..,a, € AU, T Aay ATy A ... Aoy A, est une mesure positive.

Proposition 6.1.1. Soit T un courant positif de bidegré (p,p) sur U ouvert
de X tel que :

2

T =i Z Ty dz A dZy.
H1=p,|J|=p
Alors Ty,; sont des mesures de Borel complexes sur U vérifiant :
TI,J =Ty pour |[’ =D, ‘J‘ =D
Trr > 0 pour |I| =p
1700 <27 > Tgk.

|K|=p
On dit que T est un courant positif réel a coefficients mesures.

Remarque : '’ensemble des courants positifs, noté D]’;’;(X ) est un cone
convexe faiblement fermé dans D), (X).

On munit X d’une métrique hermitienne et on note v la (1, 1)-forme positive
associée. On admet alors la proposition suivante :
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Proposition 6.1.2. St X est compacte alors [’ensemble :
Cp(X) ={T € D,,(X) / (4", T) = 1}
est un convexe compact pour la topologie faible des courants.

Dans la partie II, on ne considere que des formes et des courants de
bidegré ou de bidimension (1,1).

Définition 6.1.2. Une forme w de bidegré (1,1) (resp. (n —1,n — 1)) est
strictement positive si (w,T) > 0,VT € Ci(X), (resp. Crm1(X)).

Remarque : 'ensemble des formes strictement positives de bidegré (1, 1)
(resp. (n — 1,n — 1)) est un cone convexe ouvert dans Ag'(X) (resp.

6.2 Groupes de cohomologie et dualité

1
Rappelons que pour d = d' + d”, on définit I'opérateur d = —(d”" — d')
, T

i
et donc dd® = — d'd”. On notera, indifféremment, par souci de symétrie de
T

notation dans la définition des composantes d’un bord, d’ = 9 et d” = 0.
Définition 6.2.1. On définit les groupes d’Aeppli par :
AZN(X) ={T € DR (X) / dT = 0} / dd°D'3(X)

_ {we AT HX) / ddw = 0}
{we A" N X)) /3B e Ay " A(X), w=03+ 93}

V)

Remarque : le faisceau Hg des fonctions pluriharmoniques réelles admet
deux résolutions finies :

0 Hp AY 1 Al s A3

T

/0 dd° 1,1 d /3

ou j est I'injection des espaces de formes dans les espaces de courants.
Par le théoreme 1.3.1 de De Rham-Weil on a :

AL (X) = H' (X, Ha).
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Si X est compacte alors on admet que H'(X,Hg) et Vg~ """ (X) sont de
dimension finie, de plus les sous-espaces suivants sont fermés :

dd° A% (X) C Ay (X)

ddD'y(X) c D'g'(X)
B (X)={TeDy " (X)/3SeDy " *X), T=2085+085}
BE(X)={T e Ay " (X)/3S € A" *(X), T =05 + 9S}.

On en déduit alors une dualité algébrique et topologique :
HY X, He)* ~ Vg~ H(X).

Définition 6.2.2. Un courant T' de bidemension (1,1) est composante d’un
bord si :

35 e D M HX), T =085+ 85
c’est-a-dire si T € By 1(X).
Remarque : une (1, 1)-forme réelle « est d-fermée si et seulement si «v est

nulle sur By 1(X). De méme, une (n — 1,n — 1)-forme 3 est dd®-fermée si et
seulement si elle est nulle sur dd® D'g(X).

On peut alors exprimer la dualité précédente sous la forme :

Proposition 6.2.1. Soit T un courant réel de bidegré (1,1), si (t,w) =0
pour toute (n — 1,n — 1) forme réelle dd-fermée w, il existe x € D'p(X) tel
que T = dd° x. St de plus T est C* alors x l'est aussi.

Soit T un courant réel de bidegré (n—1,n—1), si (o, T) = 0 pour toute (1,1)-
forme réelle d-fermée «, il existe S € D’ﬁ_l’n_2(X) tel que T = 0S +0S. Si
de plus T est C* alors on peut choisir S de classe C*.

6.3 Applications de la dualité

Proposition 6.3.1. Soit X une variété complexe compacte de dimension

n. Alors, il existe sur X une (n — 1,n — 1)-forme strictement positive et
dd°-fermée.

Preuve : on a vu a la proposition 6.1.2 que
Cot(X) ={T € D}, 1(X) / ("1 T) =1}

n—1,n—1

est convexe et faiblement compact dans D'g'(X).
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Or Cp_1(X) NddD'3(X) =0, en effet, si ("1, T) =1 et T € dd“D'y(X)
alors comme T = dd®y, x € D’ ?R(X ) est positive, il vient que x est
plurisousharmonique (p.s.h.) sur X et comme X est compacte, par le
principe du maximum pour les fonctions p.s.h. on en déduit que x est
constante et T' = 0, ce qui est impossible.
Par le théoreme de Hahn-Banach géométrique, il existe un hyperplan H
fermé de D'y (X) séparant strictement C,_1(X) et dd°D'y(X), ¢’est-a-dire
qu’il existe une forme € de bidegré (n — 1,n — 1) strictement positive sur
C"1(X) et nulle sur dd°D'y(X), de plus cette forme est dd°~fermée.

O

Théoréme 6.3.1 (de Harvey-Lawson). Sur toute variété compacte non-
kahlérienne, il existe un courant positif T non-nul composante d’un bord.

Preuve : notons U 'ensemble des (1, 1)-formes strictement positives et £
I’ensemble des (1, 1)-formes réelles d-fermées. X n’étant pas kéhlérienne on
a que UNE =0, de plus F est un fermé de Dy’ (X) et U est un ouvert
convexe. Donc, par le théoreme de Hahn-Banach géométrique, il existe

¢ € (Dy' (X)) séparant U et E, stictement positive sur U et nulle sur E.
Ainsi p € D'E 7" 7(X) est également un courant positif et par la
proposition 6.2.1, il est composante d’un bord.
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Chapitre 7

Surfaces compactes et courants
kahlériens

7.1 Une caractérisation des surfaces compactes
kahlériennes

Notre but étant de savoir quand est-ce qu'une surface compacte est kahlérienne,
il nous faut donc caractériser les variétés kahlériennes, ce que nous allons faire
a ’aide des courants kahlériens.

Définition 7.1.1. Soit (X,v) une variété hermitienne, un courant T de
bidegré (1,1) est un courant kdhlérien s’il est d-fermé et s’il existe C' > 0
telle que T'> C).

Remarque : toute forme kahlérienne est un courant kahlérien.

Proposition 7.1.1. Soit (X,1) une variété hermitienne compacte, alors il
y a équivalence entre :

a) il existe un courant kdhlérien sur X.

b) il existe un sous-espace analytique S de codimension au moins 2 et une
(1,1)-forme réelle w, d-fermée, C* sur X\S, tels que :

w = PIx\s-

Preuve : on admet ce théoreme, il repose essentiellement sur le théoreme de
régularisation de Demailly (voir [De2]) et le théoreme de Shiffman (voir

[Shi).
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Remarque : en dimension 2, 'ensemble S est fini, le théoreme suivant va
nous donner une caractérisation des surfaces kahlériennes.

Théoréme 7.1.1 (de Miyaoka). Soitw une forme kihlérienne sur B(0,1)\{0}
la boule unité de C*, n > 2. Alors il existe une forme kdhlérienne sur B(0, 1)

1
égale a w en dehors de B(0, 5)

Preuve : on admet également ce théoreme qui repose sur le théoreme de
Shiffman (voir [Shi]).
m

Corollaire 7.1.1. Une surface compacte est kdhlérienne si et seulement si
elle possede un courant kahlérien.

Preuve : comme toute forme kahlérienne est un courant kahlérien, il nous
suffit juste de montrer que si la surface possede un courant kéhlérien alors
elle est kahlérienne. Pour cela on utilise la proposition 7.1.1, 'ensemble §
étant de codimension 2, il est réduit a un point ; pour conclure on se ramene
de maniere locale sur C? et on applique le théoréme 7.1.1 de Miyaoka.

[]

7.2 Critere d’existence des courants kahlériens

Considérons (X, ) une variété hermitienne compacte de dimension n.
SiT = a+dd° > 1 est un courant kahlérien et w une (n — 1,n — 1)-forme
positive dd°-fermée, on a :

(T, w) = (o, w) car w est dd°-fermée
(T,w) > (,w) car w est positive.

Ainsi (o, w) > (1, w). En particulier, si w est composante d’un bord, on aura
{ar,w) = 0, ce qui nous donne (1, w) =0 et donc w = 0.

Cette remarque vaut aussi pour les courants qui sont limites faibles de telles
formes.

On va caractériser les courants kahlériens a 1’aide des courants qui sont limites
faibles de (n — 1, — 1)-formes positives dd-fermées, pour cela on va avoir
besoin du lemme suivant :

Lemme 7.2.1. Soit 0 une (1,1)-forme, si (0,w) > 0 pour toute (n—1,n—1)-
forme positive dd°-fermée w, il existe x € D'y(X) tel que 6 + dd°x > 0 (au
sens des courants).
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Preuve : on note U 'ensemble des (n — 1,n — 1)-formes strictement
positives, ¢’est un ouvert convexe de A~ """'(X). On note E l’ensemble
des (n — 1,n — 1)-formes réelles dd°-fermées et V' = U N E 'ensemble des
formes strictement positives dd°-fermées, c¢’est un ouvert convexe de E.
Comme 6 définit une forme linéaire sur £, 6y > 0 nous donne deux cas :
1) 8'il existe wg € V telle que (0, wp) = 0, alors :

O = 0.

En effet, soit @ € F, pour t € R on pose wy = (1 — t)wy + ta et

f(t) = (0,w,), f est donc une fonction affine. Pour ¢ proche de 0, vu que V/
est ouvert, on a que w; € V. 1l existe donc € > 0 tel que f(g) > 0 et

f(—=e) > 0. Comme f(0) =0 alors f =0 sur R, donc (#,a) = f(1) = 0.
Donc g = 0, ainsi par la proposition 6.2.1, il existe x € D'p(X) tel que

0 = —dd®y donc 0 + ddx = 0.

2) si Oy > 0, notons G = {w € Ay """ 1(X) / (,w) =0} et F=GNE.
Alors le sous-espace F' est un hyperplan de E. Remarquons que :

UNF=UNENG=VNG=10

car Oy > 0. D’apres le théoreme de Hahn-Banach géométrique on peut
séparer U et F' par un courant 7 de bidegré (1, 1) strictement positif sur U
et nul sur F.
Soit wy € V, on a (#,w;) > 0 et (1,wy) > 0, donc (#,w;) = A(7,w;) pour un
A > 0. Comme F est de codimension 1 dans F, le courant 6 — A7 est nul sur
E (car nul sur F' et sur Rw;). D’apres la proposition 6.2.1, il existe
X € D'p(X) tel que @ — A\t = —dd°x. Ainsi 6 + dd°x = A7 est positif.

O

Définition 7.2.1. Un courant de bidimension (1,1) est nef pluriharmonique
sl est limite faible de (n — 1,n — 1)-formes positives dd®-fermées.

Théoréme 7.2.1. Soit (X,v) une variété hermitienne compacte, il y a
équivalence entre :

a) il existe un courant kdahlérien sur X .

b) il existe une (1,1)-forme réelle a d-fermée telle que {(a,w) > (V,w) pour
toute (n — 1,n — 1)-forme positive dd°-fermée w.

c) tout courant nef pluriharmonique composante d’un bord est nul.

Preuve : a) = b) : on note 7 un courant kiahlérien sur X, on écrit

T=a+ddx > 1. Si T est nef pluriharmonique alors 7" = liljrn wp, ou les
p—+oo

w, sont positives dd*-fermées. Or on a vu au début de la section 7.2 que
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pour tout p, (a,w,) > (¥, w,) et donc par passage a la limite on obtient
(.T) > ().

SiT =05+ 0S alors (a, T) = 0 vu que « est d-fermée. Ainsi (¢, T) =0
donc T'= 0 car ¢ > 0.

¢) = b) : on reprend les notations introduites dans la preuve du lemme
721etonnote A={w eV /(,w) =1} et K 'adhérence faible de A dans
D' (X)), ¢est un convexe faiblement compact.

On a vu, dans la section 6.2, que By 1(X) est faiblement fermé dans

D' "1 (X). La condition ¢) nous dit en fait que K N By 1(X) =0 et donc
par le théoreme de Hahn-Banach géométrique, il existe 3 € Aﬁg’l(X ) telle
que B > 0 et fip, ,(x) = 0.

La condition sur By 1(X) nous donne df = 0. La compacité de K et la
condition Bk > 0 impliquent qu’il existe C' > 0 telle que (3,7) > C, pour
TeK.

. w
Ainsi si w € V alors

(¥, w)

€ Aet (B,w) > C(y,w) et on conclut alors en

prenant a = —.

b) = a) : on applique le lemme 7.2.1 avec § = a — 9, il vient donc que
T =« + dd°y > 1 est un courant kahlérien.
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Chapitre 8

Surfaces compactes a premier
nombre de Betti pair

8.1 Cohomologie des surfaces compactes

Rappelons que si X est une surface compacte alors les 2-formes holo-
morphes sont fermées. On sait, grace au théoreme 1.3.2 d’isomorphisme de
Dolbeault, que :

H"(X,C)~ H/(X,Q%), V1<i,j<2.

On va démontrer que dans le cas des surfaces compactes, il existe des iso-
morphismes entre les différents groupes de cohomologie de Dolbeault.

Proposition 8.1.1. Soit X une surface complexe compacte, on a alors :
a) la conjuguaison jo : H°(X, Q%) — H?*(X,Ox) est un R-isomorphisme,
c’est-a-dire :

H*Y(X,C) ~ H%2(X,C).

b) les 1-formes holomorphes sont d-fermées.
c) la conjugaison j; : H(X, Q%) — H'(X,Ox) est injective, c’est-a-dire :
HY(X,C) — H%(X,C).

Preuve : a) soit w une 2-forme holomorphe, alors la (0, 2)-forme @ est
O-fermée, ce qui nous définit donc I'application js.
Montrons que jo est injective, soit donc w € ker j,, alors :

ja(w) =0 < 33 (1,0)-forme telle que @ = 9.
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Comme w est holomorphe alors Ow = 0 et donc 0w = 0 et on a :
wAW=0ANw=0(6ND).

Comme AT est de bidegré (1,2) alors (8 A@) = 0 et donc
wA©W=d(f AD). Ainsi par le théoreme de Stokes :

/w/\wzo.
X

Comme la forme w A @ est positive, il vient que w A @ = 0 et donc que

w = 0. Ainsi j, est injective.

Enfin par le corollaire 4.5.2 (dualité de Serre), js est un isomorphisme car
les deux espaces sont de méme dimension.

b) Soit o une 1-forme holomorphe, alors da est une 2-forme holomorphe et
da = Oa. Or jy(da) = [0a] = 0 donc par a) il vient que do = 0.

¢) j1 est bien définie par b). Montrons qu’elle est injective, soit donc « une
1-forme holomorphe telle que j;(a) = 0, alors il existe f telle que @ = Jf.
On a alors :

90f = 0a = da = 0.

Donc f est pluriharmonique sur X qui est compacte donc f est constante et
donc a = 0. Ainsi j; est injective.
O

Remarque : la proposition 8.1.1 implique que, sur une surface complexe
compacte, toute forme holomorphe 0d-exacte est nulle.

Soit dOx le faisceau des 1-formes holomorphes d-fermées sur X. La suite
exacte de faisceaux :

0 C Ox dOx 0

donne une suite exacte longue de cohomologie :
0— H(X,dOx) — HY (X,C) — H'(X,0x) — -

Par le b) de la proposition 8.1.1 on a que H°(X, Q%) = H%(X,dOx) ce qui

nous donne 'inégalité :

by < BHO 4 B (8.1)
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Corollaire 8.1.1. Soit X une surface compacte telle que by = 2h%t. Alors
la conjugaison j, : H'(X, Q%) — HY (X, Ox) est un R-isomorphisme, c’est-
a-dire :

H"(X,C) ~ HO(X,C).

Par dualité de Serre, la conjugaison H*(X, Q%) — H?(X, QL) est aussi un
R-isomorphisme, c’est-a-dire :

H2Y(X,C) ~ H'2(X, C).

Preuve : U'injectivité de j; donnée par le ¢) de la proposition 8.1.1 nous dit
que W10 < hO! et grace a 'inégalité (8.1) on obtient :

bl — 2h0,1 S hl,O + h071 S 2h0’1.

Ainsi A1 = A% et comme j; est injective par le ¢) de la proposition 8.1.1,
on en déduit que c’est un isomorphisme.
O

8.2 Courants kahlériens et premier nombre
de Betti pair

La suite exacte de faisceaux :

0 R Ox Hr 0
nous donne la suite exacte en cohomologie :
00— Hl(Xa]R) - Hl(X7 OX) *)Hl(X/]_(R) #>H2(X7R> *)HQ(Xv OX)
ce qui nous donne alors :
by = 2h%! & i est injective.
Par dualité on obtient la suite exacte :
- HYX,0%) —— H(X,R) "= V' (X) ~7 H' (X, Q%) —

Si by = 2h%1 alors p est surjective et donc toute (1, 1)-forme réelle dd°-fermée
est la composante (1,1) d’une 2-forme réelle d-fermée.

On veut montrer que toute surface compacte a by pair est kdahlérienne, pour
cela on va utiliser le corollaire 7.1.1, c’est-a-dire qu’il nous faut trouver
un courant kahlérien sur cette surface. Le théoreme 7.2.1 nous donne une
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maniere de trouver un tel courant a I'aide des courants nef pluriharmoniques
composante d'un bord, ce que nous allons faire.
On pose :

Zie(X) = {w € A (X) / dd°w = 0}

et :
Z3(X) ={w € A3(X) / dw = 0}.

Proposition 8.2.1. Soit X une surface complexe telle que by = 2h%'. Alors
il existe une application R-linéaire S : Zyn(X) — Z3(X) telle que

a) S(w) =0y +w+ 07 ou vy est une (1,0)-forme.

b) S(05 + do) = d(o + 7).

Preuve : soit w une (1,1)-forme dd°-fermée donc la forme Ow est O-fermée.
Notons f : H(X, Q%) — H?*(X, Q) la conjugaison, alors f([0w]) = 0. Par
le corollaire 8.1.1, on sait que f est un R-isomorphisme donc [0w] = 0 dans
HY(X,0%). Ainsi il existe une (2,0)-forme 3 telle que dw = —9p.

Soit @ = B+ w + 3, il est facile de voir que c’est une 2-forme d-fermée.
Remarquons que 3 est une (0,2)-forme d-fermée, par le a) de la proposition
8.1.1, il existe une 2-forme holomorphe 7 et une (1, 0)-forme ~ telles que
B=mn+07.

On a alors :

0=n+0y+w+T+0y=07+w+ 07+ (n+7).

Enfin la 2-forme réelle 6 = 6 — (4 7) est d-fermée et de composante (1, 1)

égale a w.

Ainsi on vient de montrer qu’il existe une 2-forme d-fermée réelle 6 telle que
611 = w et telle que #%2 est D-exacte. Montrons qu'il y a également unicité.
Soient #; = 0v; +w + 07,;, pour i = 1,2, on a :

df; = 0 < 00, + Ow + Ow + 007, = 0.

Or 7; est telle que B; =0; + 07, donc 5_@ = 5_77Z + 007;, c'est-a-dire
—0w = 007%;, vu que 7; est holomorphe et que w est réelle. Ainsi :

df; =0 < 007; + 0w = 0.

Il vient alors que : B
00(11 —72) = 0.

On en déduit donc que la (2,0)-forme 9(y; — 72) est holomorphe et exacte,
par le a) de la proposition 8.1.1, il vient que d(y; — 72) = 0 et donc que
0, = 05, ce qui prouve 'unicité.
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On pose maintenant S(w) = 6, la linéarité de S ainsi que la propriété b) se
déduisent alors facilement de I'unicité de 6.
]

Notons maintenant :

s: V' (X) — H*(X,R)
I'application induite par S, elle est bien définie grace a la propriété b) de la
proposition 8.2.1. De plus, "application :

T Z3(X) — Z5h(X)
9 — 91,1

passe a la cohomologie et induit :
p: H*(X,R) — V' (X).
Comme 7! o S = id, alors po s = id.

Proposition 8.2.2. Soit X une surface complexe telle que by = 2h%t. Alors
Uapplication :
poi: H' (X, Hg) — Vﬂé’l(X)

est un isomorphisme.

Preuve : Im i est ’ensemble des classes représentables par des (1, 1)-formes
réelles d-fermées. Si w est une (1, 1)-forme réelle dd°~fermée, alors

O =w— (0y — %) est une (1,1)-forme et on a & = — d(y +7), o1 v et 0
sont données par la preuve de la proposition 8.2.1. Ainsi @ est d-fermée et
S(w) = w.

Ainsi s([w]) = {®} et comme p o s = id on en déduit donc que :

Ims=1Imi.

Il est alors immédiat de voir que pjrpm; = Pjrm s €st un isomorphisme. Or

by = 2h%! donc i est injective et donc ¢’est un isomorphisme de H*(X, Hg)

sur I'm1.

On en conclut donc que poi: HY(X, Hg) — VR} (X)) est un isomorphisme.
]

Lemme 8.2.1. Soient X une surface complexe compacte telle que by = 2h%*

et T un courant positif d-fermé de bidegré (1,1) composante d’un bord. Alors
T =0.
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Preuve : soit « la classe de T' dans H'(X,Hg). On a :

poi(a) =[T)=[0oc+J5] =0

ceci dans V]Rl’l(X). Ainsi a = 0 car, d’apres la proposition 8.2.2, p o7 est un
isomorphisme.
On en conclut donc que 7" = dd°p, mais 1" est un courant positif, donc ¢
est p.s.h. sur X compacte, c’est-a-dire ¢ est constante et 7' = 0.

m

On arrive maintenant au théoreme principal de cette partie, dans la propo-
sition 5.1.3 on a vu que si une surface était kihlérienne alors b, = 2h%!, le
théoreme suivant montre que la reciproque est vraie.

Théoréme 8.2.1. Soit X une surface complexe compacte telle que
by = 2h%1, alors elle est kéihlérienne.

Preuve : par le corollaire 7.1.1 il nous suffit juste de montrer qu’il existe un
courant kahlérien sur X, pour cela, grace au théoreme 7.2.1, on montre que
tout courant nef pluriharmonique composante d’un bord est nul.

Soit donc T' = liril w, (limite au sens faible), ou (w,), est une suite de
p——+oo

(1, 1)-formes positives dd°-fermées et T' est un courant de bidegré (1, 1)

composante d'un bord.

Notons 6, = S(w,), on a donc liI_il_l [wy] = 0 dans V"' (X). On en déduit
p—+00

donc que lirf s(Jwp]) = 0 dans H?(X,R) vu que s est un morphisme entre
p—+00

espaces vectoriels de dimension finie donc continu.
Ainsi hT {0,} = lir+n {S(w,)} = 0, toujours dans H?*(X,R).
p—+o0 p—+o0

Comme 0, est d-fermée, par le théoreme de Stokes, on en déduit que :

/ Op N0, = {617}2
X
ne dépend que de la classe de {6,} dans H*(X,R). Ainsi :

Jm | 6,06, = lim {6,)" =0

On sait que, par la preuve de la proposition 8.2.1, la 2-forme 0, s’écrit
O0p = By +wp + B, ou 3, = d, est une (2, 0)-forme. Or :

Op N Op =203, A B, +wp Aw, > 28, A3, >0
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car wy, Aw, et B3, A Bp sont des (2,2)-formes positives. Ainsi, on en déduit
que :

lim /Xﬁp/\ﬁp:o.

p——+00

Soit ¢ une (0, 2)-forme, alors par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :

/XﬂpAc's (/Xﬁp@p)m (/XZ/\C)W.

Donc ligl Jx Bp A ¢ =0 pour toute (0, 2)-forme (.
p—+o0

Ainsi 3, — 0 dans D’ 0’2(X ), lorsque p — +o0. 1l vient alors que, dans
D' (X) -

Oy = Hm Sy w40, = lim w, =T

et comme df, = 0, on en conclut que dI" = 0. En appliquant le lemme 8.2.1
on en déduit que T' = 0.
O

On peut améliorer le résultat du théoreme 8.2.1 en I’étendant a toutes les
surfaces compactes a b; pair grace au théoreme de Kodaira.

Théoréme 8.2.2 (de Kodaira). Soit X une surface compleze compacte,
alors :

a) bl = hl’o + hO,l‘

b) si by est pair alors k0 = h%! et by = 2h%1L.

c) si by est impair alors h** = K%' — 1 et by = 2h% — 1.

Preuve : on admet la preuve de ce théoreme qui repose essentiellement sur
le théoreme de Riemann-Roch-Grothendieck.
O

Corollaire 8.2.1. Une surface complexre compacte est kdhlérienne si et
seulement si elle est a by pair.

Preuve : : on applique la proposition 5.1.3.
: on applique le théoreme 8.2.2 de Kodaira et le théoreme 8.2.1.
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