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Partie 1 : CV de mesaros de II. them
limits

☒ Iréambale

IET CV dans NELE)

My(E) I Irobas seek ten Espace E

E = Espace Iolonais
= Espace metrizable completed e.e'parable .

thmilé : Lethem de Prokhorov
,

crite're Lprél - compacitédansdbtt)

IIIT CV en bei dares 8( EQT]
,
E)

t
fonctious continues

/ CV en loi des processus continues
.

Heel : Le them d
'
invariance de DonsHee .

Partie 2 : Transport optimal .
P-cdbiCXI.vc-db.LY)

NMT 7 ? T:×→YT*p=o ?
inf E,,-( CCX, 'll 1
IT . CPI)*T =p , (p2)*IT= 8



thmsfes : Dualilé de Kantorrich

/ Them de Bremner .

(IT MDT) .

Autres themes possibles :
• Aspect algorithmques :

Sinkhorn .

• Application ML .

Iartie 1
.

☒ Notations

• chyle) ± Measures de Psoe E.

• 8cLE) = Fact continues ci support compact
Eb (E) I- borne'es

• IE C.) = Esperance sous are IP implicit
• Si X est une v.a a

' valea R dans E

aloes on note Llx) C- adf.lt) la loi de ✗ .
En hartiealier

IE lfcx)) = fflx) ptdse on' µ=LC✗) .

( X :
5h → E

oei Dyck,D) triplet delkspace probabilist )
sous - jacent



• Convergence en bei f : E→R
def

Xn Is X ←→ Hf continue bornée
n→too

IE fcxn) → Elfcx))
(Xm Cv enloé )mistress✗

EE

POUR ce Cours
,
nous ne someones aeeceenement

intéresses pae les distinctions entre :

↳ Cv étroite vs Cv vague .
"

Rapids
"

;
Si pm suite demesuresfinies-s.ae/RdcVetroitei

pen → µ étréetement torque
CV vague :

✓agreement
ffpn → Sfp Hf €8b

Hft & .

ceairemaet Cv étroéte ⇒ cv vague .

cv vagueExeroicei
, µepg, → µepy

⇒ CV étroile

↳ Cv foible vs CV foible#
Si V espace topoeogiequee , ✗

*
= Fornes linéaires

continues

"

tappets
"
i Topoeogie faille (Ser V)
Rn → be failelementsu ✓ <⇒

HI c-V*,



< eidn>
Topoeogie foible * tsar 11*1 →{foe>

lm → l faiblementsaev't
←→ Hse c- Y

,
<en

,
se>→se

, si

Dans an Sens strict ;

CV en loi = cv étroile restraint a- No,t)
= CV vague see elf, (E)

ress des lim
.
dans Mo

, Ifl
= CV foible *

ou
' v = ( ⑨ (E) , II. Hoo)

✗* = 06
, (E) .

(restraint aux probes ) -

III Iréambuk : Die TCL multivaries on Mouvement
Brownian.

X1 , X2, . . . . variables aléatoires iid IELX
,) =D

m IE (44 =L
Sm : = ¥

,

Xi
Le droitthem Itch] §÷ ¥+0



Ireuxe n°1 : Dar les factions earactéristique
run

Ht ER
,
E(eit¥→ ) = E- ( é¥→)

"

= (1-2%(1+001))
"

→ e-+42 =/E(eiteP)
m→ too

ttinsi HEER
, f eitkjunldx) → belt)=ét%

n-2+2

ai µn=LL¥>)
Hoos invoqueo.us le eritére de Léry ;
Them [Crite're de Leery]
Si pm suite dans elf, HR)

Ht
, feitsepmcdx) → Ect ) (

•

ponetuelle""

{ t ,→ 41+1 continue en o Detail
sourent
oubeié

Alois F µ c- ok
,
CR) telle que QH) = feitxpocdx) .

et pm → µ faiblement .

La continuate en o est capitate .
Elle cache comme on le verre :

ti→QH) continue en0

of prance sop pen ( IRI E-K, K]) = 0⇐is limsop
a' venire K →to m>I



Prokhorov
4--2 (pm ; m> 1) précompact dans df.GR)
a- venom

Irene n°2 : Le
"

swapping trick
"

de Lindberg .

rum

On supposera IE 11413 <too .

Etf : Si les Xi sont Gaussian
,
Xi = dfi

east trivial : S¥, =
É Ni I EPCQD→

dko.DE#mEtape2i-De'montronsque si ee 83 a- support compact

E U§⇒) ⇒+• IE KP) .
Four Cela

,
on consider see le meine espace de probe

↳ ctr
, D) one suite dex.a.gaeessiennesdh.dk, . . .

dp
IP =L ¥9 , dfj.sn par étape 1 .

Défénissons sin = (jÉ , Xj + É Nj )
j=iti

nRemaequonsi Sn = Sm ÉXJ + É et .{ SIP = Sno j=, j=i+ . d

11

Aossi Smi" = 5% + Xin avec 5%1 Him ,dPi+, )
Smi = Sin + Win



Iar Somme téeescopiquei
E- M&a) - Hoo] =lE[N§É) - Hs÷¥]
= iÉÉLMs÷;) -9¥:-))
= E- [ 41s"÷¥:-D - 4l£ñ%I ]i=o

THE :&
.

E- [ e'is;÷FÉ×i+¥)
+ £4"l§in⇒Éf×i+i-ncP)
+ 0114

"

't
, )4×inPtnz÷Pi+)]

= 0114
"

'Ll É E¥É+PinP]
i= -

= 044%1 IE -441
> +1Mt

'

]f☐ → o

n→ too

Etape 3 : far densité de 8?
→ans ( Beck) , II. Hoo ) .

mi> on peut promoavoir la CV It 9 C- GEAR)
a- He e ECR)



Etapet: Le passage de ECR) a- 8bar)

cache one petite subtieité

Exercise :

Iq limsop sop ☒ (14%-1314)=0K→to on>1

( India : Markov) Prokhorov dit

que
e'est la précompacilé !

• Concleerei

Hf c- 8bar) Ef(¥→) →Ef(
et)

El

Mansi farces Q proves classique nous arons
motive eiintérét de eaprécompacité dans che,/E) .

lorsque E = 112
.

Maintemant illustrious cette importance pour
E = 81112+1

.

Le TCL meeltidimentionnelidonne ;

Thmi Si • = to Lt , < tzk . - . { ten

colors ( Slntjj ; if jfk)
in



-4 ( £

lti-ti.TOPii.j.es/i--loeielPi--&ePC9i7Defasoneiqeeivalenle
( €t¥H ; it jfk)

-4 ( ith elf. i Kick)

Et si nous regardons la famille de variables

aléatoires ?⃝E÷¥←§gEn?o) ,
nous arons

c- I Interpolateaffine par marceauxdes
envie tout de meine d ' e'uoncee un them .

limit ?"

llooci maintenant een objet fondamental en E
moderne décnit mathématiqwement
par Bachelier ( 1900

,
these de Doctorat
"Theorie de la speculate

")
par Einstein (1905

, Physique des particles ) .

par Wiener ( 1830 - ,
Traitement die signal ) .

Definition : Un mouvement brownian Id est

ele de v.a CBE ; Ezo) indexed part
xérifiant :



• Be =D

• t tis Bt est ps continue de R+ dans R -

• It e- to Lt, 4 . - Lta , (Bti -Bite , i kick)
increments independents de loi et/0, ti -ti- , ]

A ce titre
,
on peut dire que

B. est une v.a. ai valuers dans 8412;-)
.

A cestode ,
e'existence n'est pas éridenle .

La question est done de promoavoir le

TCL multirarie precedent . en

( gon
]

÷y i
t > °) -4 ( Bt it >d

cette CU agent lien an elf , ( ECR;-) )

Hirsi on aurait H
, F continue boaneé sue GARD

E- [ F(S÷÷) ] → IEFCB.)

Iar example



H f : R
'
→ 112

,
H T >O

IE fl ,
Ardon St SF'ds 2 sup si?- s;)

☐ IF /
oft.LT

→ IF f ( BT , Atan [Bsds , 2 sup Bs - B;-)
of-1ft


