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CM9 : Méthodes de calcul d’intégrales et de primitives

But : calculer des aires ou des intégrales telles que

Z1

0
arcsin(x)dx .

A priori, on utilise la formule

Zb

a
f (x)dx = [F (x)]

b
a = F (b)°F (a),

où F est une primitive de f .

Et si on ne connaît pas de primitive de f , comment fait-on ?

Plan :
• intégration par parties,

• changement de variables,

• calculer des primitives.
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Le calcul des primitives ne sert pas uniquement à calculer des aires. Il est

aussi utile dans la résolution d’équations di�érentielles qui permettent de

décrire de nombreux problèmes physiques, biologiques, climatologiques,

chimiques. . .

Un exemple de système d’équation di�érentielle est le suivant :

f 0
(x)= f (x), x 2R.

C’est, par exemple, un modèle continu de l’évolution d’une population qui

augmente de 1% par unité de temps ou encore du montant d’argent sur

un compte épargne placé à 2%.

x# t30

% f=EfH€
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Méthode 1 : intégration par parties

L’intégration par parties provient de la formule de la dérivée d’un produit :

(fg)
0
(t)= f 0

(t)g(t)+ f (t)g 0
(t).

§ Primitive fab
[fltlglt))ab = fab f 'HIGH dt
- b-

#tHdt
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Théorème 10. Intégration par parties

Soit f et g deux fonctions dérivables sur [a, b] :

Zb

a
f 0

(t)g(t)dt =
h
f (t)g(t)

ib

a
°

Zb

a
f (t)g 0

(t)dt.

Dans la pratique : on cherche f et g de sorte qu’il soit plus simple de

trouver une primitive de la fonction fg 0
que la fonction f 0g .

=
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Question 1

Pour calculer

Z2º

0
x cos(x)dx , on choisira plutôt :

1

(
f 0

(x)= x
g(x)= cos(x)

2

(
f 0

(x)= cos(x)

g(x)= x

3

(
f 0

(x)= x
g(x)= sin(x)

4

(
f 0

(x)= sin(x)

g(x)= x

{
"
'

f' la, giada
= [ flatgem]? fopfiiigy.*
- Foxto
← ④ 2T

n.:c:÷÷#⇒÷÷
§ 21T

flat = sink my ④ =
- f sina.dk

g' la) = I = [ cos a }'T D=
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Exercice 30

En utilisant la formule d’intégration par parties, calculer :

Ze

1
ln(x)dx .

Exercice 31

Calculer l’intégrale Zx

0
tetdt.

On a ainsi obtenu une primitive de la fonction t 7! tet
.

g' lately
flat = se

doit de brine & tq -

gin) f' la)

f. Inn da = calgcaldn = Efg]? - fxfg '
= [ seen a]? - fkn'zdn
←

= Enema - a]?
= Xen X - CX - i )

fth = et fit
get ) -- t

→

gilt7=1¢
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Méthode 2 : changement de variables

La formule de changement de variable repose sur la formule de la dérivée

d’une composée G(t)= (F ±u)(t)

G 0
(t)= (F ±u)

0
(t)= (F 0 ±u)(t)£u0

(t)= (f ±u)(t)£u0
(t),

où F est une primitive de f .

Get
F'=fe

Derived,
congregate i

==-#

Frente du chan gernert de variable .

fab flee IH ) n'Hdt = fab G 'Hdt = [GAI) ab = [FouHB!
=
Fleelb)) - fleeced ) = fee,aYb¥4Hdt= fee:bIfA)DI
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Théorème 11. Changement de variables

Soient f : I ! R une fonction continue et u : [a, b] ! I une fonction

dérivable, dont la dérivée u0
est continue. Alors on a :

Zb

a
f (u(t))£u0

(t)dt =
Zu(b)

u(a)
f (x)dx

Démonstration.
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Zb

a
f (u(t))£u0

(t)dt =
Zu(b)

u(a)
f (x)dx

Idée : on « remplace » la variable t par la variable x = u(t).

Il faut alors noter deux choses :

1 u0
(t)dt devient dx ,

2 si t varie de a à b, alors x varie de u(a) à u(b).

Moyen mine
'

mo technique
mum

ill frame non

- rigourease .

=

fia.
"

T ici
= 0
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Question 2

La courbe Cf est tracée en rouge. À quelle aire correspond

Z4

2
f (2t)dt ?

1 2

1

2 4

2

4 8

3

1 2

4

2 4

5

4 8

6

1 2

7

2 4

8

4 8

9

I {
"
flat 2.dt-Izf.at?eectDu4tldt

= ie lat)at

MfHdt
⇐ ta fuk)

5448 fltldt
⇐

Aire
Soos

la Combe

Ef
entre

428
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Exemple 19

Soit b > a > 1. Calculons

Zb

a

1

x ln(x)
dx

à l’aide du changement de variable u(t)= et = x (ou de façon équiva-

lente t = ln(x)).

Verification : fun en se )
" I 1-

11 a en se

en '@a) Lena)' -- ate . La
Ooi

=
lnlnb - einen

'

=

doc = n'A) df (
Mneimotechnique)

Done lnb
n'Hldt

S.bf-en.dk = Sena TEH
en

enb n lab
= S ¥end# =/ II -- Lentbn a bn a bra
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Pour calculer

Zb

a
f (x)dx , on a parfois envie de poser u(t)= x .

Dans ce cas,

1 dx devient u0
(t)dt,

2 si t varie de c à d , alors x varie de u(c) à u(d).

Il faut alors chercher c et d tels que u(c)= a et u(d)= b.

Cette méthode n’a de sens que si des tels a et b existent. En

particulier, si u est bijective, on peut écrire

Zb

a
f (x)dx =

Zu°1(b)

u°1(a)
f (u(t))£u0

(t)dt.
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Exemple 20

Pour a, b 2 [°1, 1], calculons

Zb

a
arcsin(x)dx .

① Rappel , debut de ee CM

1k¥ cos a da EDI @ sine]? - f.Fina do

⑧
xsiunxto" "

riE .

- I ← 11

X Sonaresin t . dt
Faison le changernert de variable : = x ceresin se

t = UCO) = sin a ↳÷
dt = n' Ca) do

arcsin se

Hirsi fokaresintdt-faraiesinhsc.no .
Cosa

.
do =L a asado-

⑨ a
-

= Aresina.si#csingetcosArcsinx -I
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Attention à ne jamais mélanger x et t sous le même symbole

intégrale !
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Exercice 32

En utilisant la formule de changement de variable ci-dessus, calculer :

1 l’intégrale

Z2

0

px cos
°px

¢
dx ,

2 l’intégrale

Zº

0
cos

2
(x)sin(x)dx .

( chezn

rat = t
← g

-
*

Iwis III-

=

↳ sin n -- t
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Question 3

L’intégrale

Z1

°1

p
1°x2dx se calcule à l’aide :

1 de primitives usuelles,

2 d’une intégration par parties,

3 du changement de variables u(x)= x2
,

4 du changement de variables x = cos(t).o
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Le calcul de primitives

Question 4

Soit f : I !R une fonction, et a 2 I fixé. Posons :

g(x)=
Zx

a
f (t)dt

Que vaut g 0
(x) ?

1 f (x)

2 f 0
(x)

3 F (x)

4 f (x)° f (a)

5 f 0
(x)° f 0

(a)

6 F (x)°F (a)

(où F est une primitive de la fonction f )

(Nue ) .
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On désignera parfois par

Zx
f (t)dt une primitive quelconque de f .

Ainsi, l’intégration par parties et le changement de variable peuvent être

aussi utilisés pour le calcul de primitives.

Exemple

Donner une primitive de la fonction arcsin.

fa
"

FAI -
dt = LA primitive qui

s
' annule en a .

[arcsin t.at =
narcsin se t tf
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Question 5

On considère que le graphe ci-dessous est celui d’une fonction f et on

pose g(x)=
Zx

0
f (t)dt. Alors sur ]0,2[, g est

1 croissante et concave,

2 croissante et convexe,

3 décroissante et concave,

4 décroissante et convexe. °2. °1. 1. 2. 3. 4.

°3.

°2.

°1.

1.

2.

3.

4.

5.

0
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À venir

• TD 9 : préparer l’exercice 46

• Dates limites DM WIMS :

• DM4 - Étude qualitative de fonctions - 11 octobre 2020
• DM5 - Intégrales et primitives - 25 octobre 2020
• DM6 - Nombres complexes - 8 novembre 2020
• ...


