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CM9 : Méthodes de calcul d'intégrales et de primitives

1

But : calculer des aires ou des intégrales telles que f arcsin(x)dx.
0

A priori, on utilise la formule

[ e =[G = F(b)- F(2),

ol F est une primitive de f.
Et si on ne connait pas de primitive de f, comment fait-on?

Plan :
* intégration par parties,
* changement de variables,

* calculer des primitives.



Le calcul des primitives ne sert pas uniquement a calculer des aires. Il est
aussi utile dans la résolution d'équations différentielles qui permettent de
décrire de nombreux problemes physiques, biologiques, climatologiques,
chimiques. ..

Un exemple de systéme d'équation différentielle est le suivant :
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Méthode 1 : intégration par parties

L'intégration par parties provient de la formule de la dérivée d'un produit :

(f8)' (1) = f'(t)g(t) + F()g'(¢).
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Soit f et g deux fonctions dérivables sur [a, b] :

b b b
[ o= [re(0)] - [ e (tyar.
a % a

Dans la pratique : on cherche f et g de sorte qu'il soit plus simple de
trouver une primitive de la fonction fg’ que la fonction f'g.
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Pour caIcuIerf xcos(x)dx, on choisira plutét :

07//

f'(x) =x
g(x) = cos(x)
f'(x) = cos(x
g(x)=x
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En utilisant la formule d'intégration par parties, calculer :
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Calculer I'intégrale ! ( x
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On a ainsi obtenu une primitive de la fonction t— tet. = X X — Q<”\>
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Méthode 2 : changement de variabl

La formule de changement de variable repose sur la formule de la dérivée
d'une composée G(t) =(Fou)(t)
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> G'(t) = (Fou)(t) = (F'ou)(t) x u'(t) = (Fou)(t) x u'(t),
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Soient f : / — R une fonction continue et u: [a, b] — | une fonction
dérivable, dont la dérivée u’ est continue. Alors on a :

b u(b)
f f(u(t))xu’(t)dt=f() A
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u(b)
'(£)dt = f( (e

Idée : on « remplace » la variable t par la variable
—_——

Il faut alors noter deux choses :
@ u'(t)dt devient dx,

@ si t varie de a a b, alors x varie de u(a) a u(b).
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Soit b>a>1. Calculons ool .
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a 'aide du changement de variable u(t) = e* = x (ou de facon équiva-
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b
Pour calculerf f(x)dx, on a parfois envie de poser u(t) = x.
a

Dans ce cas,
@ dx devient v/(t)dt,

@ si t varie de ¢ A d, alors x varie de u(c) a u(d).

Il faut alors chercher c et d tels que u(c)=a et u(d) = b.

Cette méthode n'a de sens que si des tels a et b existent. En
particulier, si u est bijective, on peut écrire

b u~1(b)
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Exemple 20

Pour a, be [-1,1], calculons - Q%

b .
f ar x)dx. L . .
Fassons L C’\ﬂﬂmaﬁeﬂm ds vawalle || — o aqestax

—b — ll.[_e:) :S\‘\Ae 4—“\'—"12 ;"i

OH‘ = ot (9') A

q(‘cﬂ\(\ o

axcsin X-

Foase f@mg,v\ﬂmlb ﬂj w@ & A6 ~j © &sodp

0

.2#’ o
‘ Acsia o wvkgnoe + s Aesn® —4



Attention a ne jamais mélanger x et t sous le méme symbole
intégrale!
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En utilisant la formule de changement de variable ci-dessus, calculer :

olmtegralef v/ cos \/_)dx AN W t_
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L'intégrale f V'1-x2dx se calcule a I'aide :
i

@ de primitives usuelles,

® d'une intégration par parties,

© du changement de variables u(x) = x?,
® du changement de variables x = cos(t).



Le calcul de primitives

Soit f:/— R une fonction, et a€ [ fixé. Posons :
X
= f F(t)dt
a

Que vaut g’'(x)?

0 f(x) 0 f(x)-f(a)
o f'(x) e f'(x)-f'(a)
© F(x) 0 F(x)-F(a)

(ot F est une primitive de la fonction f)
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On désignera parfois parf f(t)dt une primitive quelconque de f.

L . ~
[pade = WA st qui
” g ‘wuuda e a,

Ainsi, 'intégration par parties et le changement de variable peuvent étre
aussi utilisés pour le calcul de primitives.

Exemple

Donner une primitive de la fonction arcsin.

J%QCCSM Fadr = = alsinx. + \ A2 4



On considere que le graphe ci-dessous est celui d'une fonction f et on
X

pose g(x) =f f(t)dt. Alors sur ]0,2[, g est
0

@ croissante et concave,
@ croissante et convexe,
© décroissante et concave,

v

@ décroissante et convexe.




A venir

* TD 9 : préparer |'exercice 46

* Dates limites DM WIMS :

* DM4 - Etude qualitative de fonctions - 11 octobre 2020
* DM5 - Intégrales et primitives - 25 octobre 2020
* DM6 - Nombres complexes - 8 novembre 2020



