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CM15 : Formule de l’angle multiple et linéarisation

But : calculer l’intégrale

Zº

0
(cosx)

5dx .

Plan :
• la formule du binôme,

• formule de l’angle multiple,

• linéariser un polynôme trigonométrique.
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1. Formule du binôme de Newton

Soit n 2N. On appelle factorielle n l’entier :

n! := 1£2£ · · ·£ (n°1)£n, .

avec la convention 0!= 1.

Par exemple :

• 1!= 1.

• 2!= 2.

• 3!= 6, etc.
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Exemple

Calculons
10!
8! . = 10×9×941 =

90
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Soient n, k 2N avec k … n. Les coe�cients binomiaux sont :

√
n
k

!

:= n!

k!(n°k)!
=

n£ (n°1)£ · · ·£ (n°k +1)

k!
.

Remarque

Ils se lisent « k parmi n ».

= Nombre de sous - ensembles A e { I, . - - in}

[ them de Terminate
avec coed A = A
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Dans un schéma de Bernouilli, il a été vu que le nombre de façons

d’obtenir k succès lors de n itérations est égal à

√
n
k

!

= n!

k!(n°k)!
.

FEE
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Question 1

1

√
25

5

!

<
√
25

20

!

2

√
25

5

!

=
√
25

20

!

3

√
25

5

!

>
√
25

20

!

4 J’ai réfléchi mais je ne sais pas répondre.

Calculi
-

⇐5) deer .si?Ies.aais77aoi.
11

LIE ) = 2512 = 251
aol.ES-20) ! 51.201

,

Symitrie :
F

-

E) = ⇐ a)
Idek Choe's in A de and k pdans {I,

-
- - in )

n

c'est parcel que
ehoisi le

complemental're A
' de coed n- k

ma (pi) = ( nie)
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Nous avons toujours :

•
√
n
0

!

= 1

•
√
n
1

!

= n

•
√
n
2

!

=
n(n°1)

2

ainsi que l’égalité : √
n
k

!

=
√

n
n°k

!

.
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Soit n 2N. Pour développer (a+b)
n
, on utilise la formule du binôme de

Newton :

(a+b)
n =

nX

k=0

√
n
k

!

akbn°k .

Exemple

Cas n = 2 :

• °2
0
¢
=

°2
2
¢
= 1

• °2
1
¢
= 2

On retrouve ainsi : (a+b)
2 = b2 +2ab+a2

.

⇒ niff
1

=

1
.
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Comment calculer les
√
n
k

!

?

À l’aide des relations de Pascal :

√
n+1

k +1

!

=
√
n
k

!

+
√

n
k +1

!

. * I

E×e
: Ironies *

called *I ⇐a . -

-
-
- -

* Combinatore
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À l’aide des relations de Pascal :

√
n+1

k +1

!

=
√
n
k

!

+
√

n
k +1

!

.

En e�et, ces relations permettent de calculer e�ectivement les coe�cients

du binôme grâce au triangle de Pascal :

k 0 1 2 3 4 5 6 7

n
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

47 f.
kit

L I 1
1 21

FEI ¥331
.

14641
1510105't

(at b)
it
= aittfab +21 a5b2+35a4b3

1 - -

-

"

I

+ 35 a >b " t 21 a2b5 +Fab6+67
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Question 2

À quoi est égal (2+ i)4
?

1 °7+16i
2 41+40i
3 °7+24i
4 41+16i
5 17

6 16+ i
7 Aucune de ces propositions.

@ti )
"
=
1.2

"
t4.sn?it622iI42.i31i4=n24t4.23it6.yt4.2i?tin4n

2×3 -1 -i z
11

4
= & - 6.2 't I )
ti ( 4.23 - 4.2)

= ( 2.23 - 3.23+1 )

+ i (25-23)
= C- 23+1) t

i 2314 - i )
-

- 3
-

-7
8×3
-

=
-F t i24 . 24



Formule du binôme de Newton Formule de l’angle multiple Linéarisation À venir

Exercice 21

En utilisant la formule du binôme, développer (a+b)
8
.

Comparons avec le fait de développer directement.

Exemple

Calculons (a°b)
3
.

OK
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2. Formule de l’angle multiple

Dans cette partie, nous voulons écrire

cos(nx) et sin(nx) en fonction de cos(x) et sin(x).

Pour cela nous allons utiliser la formule de Moivre :

(cosx + isinx)
n = cos(nx)+ isin(nx).

Méthode :

1 cos(nx)=Re ((cosx + isinx)
n
).

sin(nx)= Im((cosx + isinx)
n
).

2 Développer à l’aide de la formule du binôme de Newton.

"san -- eggs::
- go.aa-son.se//sI:EgkJ

I

sin 2x =

For one formeeee . £
def de eio

cos@a) = Re ein
se !

Re Lein)? Re (cos a n

←

Package
" tales les

t isna)

formules
deTrigo .
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Exemple

Regardons ce que ça donne par exemple pour cos(3x).

£ Ioorrotre En fait (Exo classique)
11

culture eos.nu) = Tn ( Cosa)121
9f- 331 avec ici Tak) = 2×2-1

sin@ a) -- Sina Unloosed Tz CX) = 4×3-311
ou
' Ualxk 2X
↳Cx) =

4×2-1 (Tn = Ioegnonmesdetehebytchev)
( Un polgnonme de Tchdbytohev de 2- espdoe)

@Satisink )3 = t.EE t 3 costa Cisina)

+ 3 Cosa Li sin a)
2

Mr

+ I@sin a)
3

=
Cossa - 3 cos se . sink t i [ 3 cossa .

singe - sin32]
En prevent the

, Im ! 4 cos'm - 3 cos K

cos@x ) = cos 3rd - 3 cosse .
sink

{sinBa) = 3 costa .
sina - singe

= To Ceos se)

= singe ( 4 costs -f )
-

↳ Casse)
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Exercice 22

1 Donnez explicitement sin(3x) en fonction de cosx et sinx , leur

produit ou leur puissance.

2 Donnez explicitement cos(4x) et sin(4x) en fonction de cosx et

sinx , leur produit ou leur puissance.

I
1 I

1- 21

1 33 I

146 4 t
f- 5101051

(Fait)

i 4N
e = @SatiSir a)

4
= costa t 4 cosBaliana) t 6 coda Lisiuse)

2

+ 4 Cosa Li sense)
3
t Csin a)

4

=
Costa - Ecosse sink t sink ( cos ka)

t i Sina ( 4 cos Soe - 4 cosa
.
sink)

( sin ka)
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3. Linéarisation d’une expression trigonométrique

Linéariser une expression trigonométrique c’est transformer des

puissances et/ou des produits de cosinus et de sinus en sommes.

Les formules clés pour linéariser sont les formules d’Euler :

cosx =
eix +e°ix

2
et sinx =

eix °e°ix

2i
.

LINEARISER : Transformer des puissances de ecosoc

sin JC

en des combinaisonsLiNEAiRESde@g.sn sing
,

MEIN
=
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Méthode pour linéariser :

1 Remplacer les cos(x) et sin(x) par des exponentielles à l’aide des

formules d’Euler.

2 Développer les puissances à l’aide de la formule du binôme de

Newton et/ou développer les produits.

3 Transformer les exponentielles en cosinus et sinus à l’aide des

formules d’Euler.
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Exemple 8

Commençons par linéariser cos(x)
2
.

cos(x)
2 1.=

µeix +e°ix

2

∂2

2.= 1
4

°
e2ix +2eix e°ix +e°2ix ¢

= 1
4

°
e2ix +2+e°2ix ¢

3.= 1
4 (2cos(2x)+2)

= cos(2x)
2 + 1

2 .

On en déduit aisément que la fonction

F (x)=
sin(2x)

4
+ x

2
+C , où C est une constante,

est une primitive de cos(x)
2
.

E- S
'

:igxd:⇐+zsdx
Binondo

= sin + Xz

Eulex
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Exemple 8

Linéarisez sin(x)
2
.

sin(x)
2 1.=

µeix °e°ix

2i

∂2

2.= °1
4

°
e2ix °2eix e°ix +e°2ix ¢

= °1
4

°
e2ix °2+e°2ix ¢

3.= °1
4 (2cos(2x)°2)

= ° cos(2x)
2 + 1

2 .

IAREI L

Euler
¥

=

=

Bino#

Rarsemfle

Euler→
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Question 3

Laquelle des propositions suivantes est la linéarisation de cos(x)sin(x) ?

1 cos(x)sin(x)

2
sin(2x)

2

3
cos(2x)

2i

4
sin(2x)

2
° 1

2

5
cos(2x)

2i
° 1

2i
6 Aucune de ces propositions.

Sin 2x =
dos se .

since

Dewine !

giN0N

)-i
- Das ceneleniausatioy.gg

Cosa . Sinn

Eula gingering (Eze;D
- * f÷÷÷÷÷✓ €112 2
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Exercice 24

Déterminez une primitive de cos
4
(x).

• Linearisaltar : Newtonei4q4.ei3a.e-iRl1eosqaEeeee@iIIMJ4_tTfltgei2r.e'Re 121

'

4N+yeRR+6 + 4 e-
idk

+4 ein .
e

- i 3k

1331=76( e
"

+ erika) + erika )
' 4641

Eta Ig ( acosta +8 cos 2x +6)
= to costa t Iz

cos 2x tf

• Irinitivation :

J×cos4x . da =
sink t sink

t f- X
4

32
t Cst . . -

CECI CLOT LE CHARTRES : complexes

↳ Next : CHARTRES : Roegnames .
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À venir

• CC2 dans 2 semaines

• à priori en présentiel.
• en attente de confirmation de la FSI.

• TD 15 : préparer les linéarisations A et B de l’exercice 32

• Dates limites DM WIMS :

• DM7 - Forme exponentielle et formules trigonométriques - 15
novembre 2020

• DM8 - Racines carrées et équations du second degré - 29 novembre
2020

• DM9 - Polynômes, degré et multiplicité des racines - 6 décembre 2020
• ...


