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Instructions : Comme documents annexes, vous avez droit d deuz feuilles recto-verso, ma-
nuscrites et non-photocopiées. Toutes les réponses doivent étre justifiées.

Exercice 1 - 6 points

1. En appliquant l'algorithme de décomposition en cycles consistant a trouver l'orbite par
g (puis h) de chaque élément de {1,2,...,9}, nous trouvons :

g=(125)(49)(68) ,
h=(1936)(4578) .
2. En utilisant l'identité suivante :

(a1 a... ak) = (a1 ag) (ag ag) e (ak—l ak) )

nous décomposons chaque cycle en produit de transpositions. D’ou les écritures (non
uniques) :
9=(12)(25)(49)(68),
h=(19)93)36)(45)(57)(78) .

e(g) =e(h) =1
4. Deux arguments sont possibles pour voir que g et h ne sont pas conjugués. D’une part,
ordg = 6 et ord h = 4. Pourtant deux éléments conjugués sont nécessairement de méme
ordre. D’autre part, d’apres le cours, deux permutations sont conjuguées si et seulement
si elles sont de méme type i.e les longueurs des cycles dans leur décompositions en cycles
sont les mémes. Ici ce n’est pas le cas.

5. Rappelons que l'ordre d’une permutation o décomposée en cycles
g =cCC2...Ck ,

est donné part

ordo =ppem (¢;,1 <i<k) .
Ainsi une permutation d’ordre 20 = 4 x 5 dans Sy doit nécessairement étre le produit
d’un cycle de taille 4 et un cycle de taille 5. Par exemple :

c=(1234)(56789) .

6. - D5 ne peut pas étre un sous-groupe de S4. En effet, Card D5 = 10 et Card Sy = 24. Par
le théoreme de Lagrange, si Ds était un sous-groupe de Sy son cardinal diviserait 24, ce
qui n’est pas le cas.

- Deux réponses sont possibles pour voir que Djy est un sous-groupe de S, pour n suffisam-
ment grand. D’une part, D5 permute naturellement les sommets d’un pentagone régulier.
Comme tout élément de D5 est uniquement déterminé par les images des 5 sommets du
pentagone (en fait 2 suffisent), on voit que Ds s’injecte naturellement dans Sj.

D’autre part, 'argument abstrait consiste a invoquer le théoreme de Cayley vu en TD :
tout groupe fini est un sous-groupe de S,, pour un certain n.



Exercice 2 - 6 points

On se place dans I’espace affine euclidien R? muni de son repere canonique. Soit C le carré
de sommets :

(a)

A1 =(1,0), Ay =(0,1), A3 =(-1,0), Ay =(0,-1) .

Une application affine est uniquement déterminée par I'image d’un repere barycentrique.
Comme (A4, A1, Ag) forment un repére barycentrique, il existe exactement une seule telle
application.

Remarquons que la droite (A3A4) est nécessairement préservée vu que les applications
affines respectent les barycentres.

Calculons f(Asz). Par définition d’une application affine :

F(As) =F(Ay) + [ (A1)
—f(A) + f (AA3)
=A +m
=(-1,2) .

f n’est certainement pas une isométrie car les longueurs ne sont pas préservées. Par

exemple, A1 Ag # f(A1)f(As4) = A244.

G est un groupe d’applications. On vérifie aisément qu’il s’agit d’'un sous-groupe des
applications inversibles.

L’image de (0, 0) pour chaque élément de G est (0,0). En effet une élément de G' permute
les A; et (0,0) = i >~; A; est un barycentre envoyé sur le barycentre des images, toujours
(0,0).

Tout élément de G est une isométrie. En effet, soit f € G. Quitte a composer par une
rotation, on peut supposer f(A;) = A; et donc R(1,0) est fixe. Par conséquent ou bien
f(Ag) = Ay et alors f =id ou bien f(A2) = Ay et f est la réflexion par rapport a I'axe
des abscisses. Dans tous les cas, c¢’est une isométrie.

Exercice 3 - 4 points

On se place dans 'espace affine euclidien R? muni du repére canonique. Soit f : R? — R3
I'application donnée par :

(a)

f(m,y,z):(:v,z—l—Q,—y—{—Z) .

Grace au cours, f est une isométrie affine si et seulement si f est affine et que 7, sa
partie linéaire est orthogonale ; ce qui se vérifie aisément. En effet, f est clairement affine,
et sa partie linéaire s’écrit matriciellement comme :

1 0 0
T=1lo o 1
0 -1 0

ce qui est exactement la rotation d’angle —% dans le plan (Oyz), d’axe (Ox).

Décrivons précisément f.

- L’application f s’écrit comme la composition d’une translation de vecteur (0,2,2) et
une rotation d’axe perpendiculaire :

J=Toz22)° 7 .



Comme la direction de translation est perpendiculaire a I’axe de rotation, f n’est pas un
vissage. C’est bel et bien une rotation d’angle —% d’axe I’ensemble des points fixes A
(Cours).

- Points fixes : En résolvant M = (z,y,z) = f(M), nous trouvons M € (0,2,0) + Re; =:
A.

(c) Les n € N tels que f™ = id sont les entiers divisibles par 4.

Exercice 4 - 4 points

On se place dans l'espace affine euclidien R? muni du repére canonique. Considérons les
points suivants :
A=(2,1), B=(4,2), C=(3,5).

Soit p : R? — R? I'application qui & un point
M = Barycentre ((A7 Oé), (Ba B)a (Ca 7))
associe
p(M) = Barycentre (4,0 +7), (B, )) .

1. Pour montrer que p est une application affine, il suffit d’utiliser la caractérisation stipulant
qu’une application respectant les barycentres est une application affine. Pour voir que
c’est le cas, soit G un barycentre de certains points M; :

G:ZtiMi , avec Zti =1,
7 %

M; = oA+ BB + v, C .

Alors, par simple distributivité :

G= (Z tzai> A+ (Z tzﬂz) B+ (Z tm> C

et donc par définition de f :

f(G) = (Z tio + tz'%'> A+ <Z tiﬁi) B = Ztif(Mi) :

2. Nous avons aisément :
p(A) = A, p(B) =B, p(C)=A.
Pour l'origine O, on a :
O=2A-B,

et donc

f(O)=2A-B=0".
On peut aussi simplement dire que la droite (A, B) est nécessairement fixe, et que donc
O € (AB) est fixe. p est donc une application linéaire.

3. Pour voir que 1’égalité entre application affines pop = p a lieu, il suffit de le vérifier
sur un repere barycentrique, ce qui est acquis par la question précédente dans le repere
(A, B,C).

4. p est le projecteur sur la droite (AB), parallelement a (AC). En effet, toute la droite
(AC) est envoyée sur A et I'image de p est (AB).

Dans la base (u = E, v = A‘é), la matrice de p est :

o)



