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Chapitre 1

Opérateurs m-dissipatifs

1.1 Définitions et notions préliminaires

Définition 1.1.1 Un opérateur linéaire non borné dans X est un couple (A, D(A)) ot D(A)
un sous-espace vectoriel de X et A est une application linéaire de D(A) dans X . Le sous-espace
D(A) est le domaine de A.

De maniére analogue, un opérateur linéaire non borné de X dansY est un couple (A, D(A))
ot D(A) un sous-espace vectoriel de X et A est une application linéaire de D(A) de X dans
Y.

Définition 1.1.2 Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans X, est fermé si son graphe
G(A) ={(z,Az) | x € D(A)} est fermé dans X x X.

Définition 1.1.3 Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dans X. Lorsque D(A) est
dense dans X, on dit que (A, D(A)) est de domaine dense dans X .

Définition 1.1.4 Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dans X, de domaine dense
dans X. On appelle adjoint de A l'opérateur (A*, D(A*)) défini par

D(A*) ={y € X' | e > 0 tel que (Az,y)x x» < ¢||z|| pour tout x € D(A)},

et
(x, A'y)x x = (Az,y)x x pour tout z € D(A) et tout y € D(A").

Théoreme 1.1.1 Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné de domaine dense dans X .
Si X est un espace réflexif et A est fermé alors D(A*) est dense dans X'.

Preuve. Si D(A*) n’est pas dense dans X', alors il existe xy € X, non nul, tel que (zg,y) =0
pour tout y € D(A*). Etant donné que zo # 0, (0, x¢) n’appartient pas a G(A). Le graphe de
A étant fermé dans X x X, d’apres le Théoreme de Hahn-Banach, il existe (y;,y2) € X' x X’
tel que (x,y1)xx — (Az,y2)x x» = 0 pour tout x € D(A) et (0,y1)xx — (To,y2)xx # 0.
De la deuxieme équation, on déduit (xo, y2)x x» # 0 et yo # 0. De la premiere, on déduit que
Yo € D(A*). Donc (zg,y2) = 0 et on obtient une contradiction. La preuve est complete.
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6 CHAPITRE 1. OPERATEURS M-DISSIPATIFS

1.2 Opérateurs m-dissipatifs

Définition 1.2.1 Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans X, est dissipatif si
Vo € D(A), YA >0, | Az — Az|| > A||z]].

Définition 1.2.2 Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans X, est m-dissipatif si

° A est dissipatif,

° VfieX, VA>0, dr € D(A) tel que Az — Az = f.

Théoréeme 1.2.1 Si A est m-dissipatif alors, pour tout X\ > 0, l'opérateur (A — A) admet

un inverse, (N[ — A)~Lf appartient a D(A) pour tout f € X, et (\[ — A)™! est un opérateur
linéaire borné sur X vérifiant

1AM = A7 <

> =

Preuve. Soit A > 0. Pour tout f € X, ’équation
v — Az = f, (1.1)
admet au moins une solution z; dans D(A) d’apres la définition 1.2.2. Cette solution vérifie
Mgl < |Axy — Azgl] = [ £l

d’apres la définition 1.2.1. Nous en déduisons d’une part que I’équation (1.1) admet une solu-
tion unique z; dans D(A) et d’autre part que

1
< — .
sl < S I1£1l
Le théoreme en découle.

Théoréme 1.2.2 Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dissipatif dans X.
L’opérateur A est m-dissipatif si et seulement si

N >0 tel que Vf € X, dr € D(A) vérifiant Aoz — Az = f. (1.2)

Preuve. Il est évident que sil'opérateur A est m-dissipatif alors la condition (1.2) est satisfaite.

Montrons la réciproque. De la condition (1.2) et du fait que A est dissipatif, il découle que,
pour tout f € X, I"équation \gz — Az = f admet une solution unique dans D(A). Comme
dans la preuve du Théoréme 1.2.1 nous pouvons montrer que (Aol — A)~! est un opérateur

linéaire borné sur X vérifiant )
G0l = 4) ) < -
0

Soit A > 0. L’équation

Ar— Ax = f

est équivalente a

Xt — Az = f+ (N — Nz,
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soit encore

2= (Mol — A)—l(f + (N — /\)x>.

L’application
F o (N\I—-A)"" (f + (Ao — )\)x),

est une application de X dans X et elle vérifie

(1) = F(zs)] <

|21 — 2]|.

Ao — Al
A

Si A € (0,2)), F est une contraction dans X. On a donc montré que
Ve X, VAe (0,2)), dr € D(A) tel que Az — Az = f.

En itérant ce procédé, nous pouvons résoudre 1'équation \x — Az = f pour tout A € (0,2"\g)
et pour tout n > 1, i.e. pour tout A > 0.

Théoreme 1.2.3 Soit (A, D(A)) un opérateur non borné dans X. S’il existe \g > 0 pour
lequel 'opérateur \oI — A est une bijection de D(A) sur X, et si (Aol — A)™! est un opérateur
borné sur X, alors A est fermé.

En particulier, si A est m-dissipatif alors A est fermé.

Preuve. Soit (x,), une suite de D(A) convergeant vers x dans X, et supposons que (Ax,),
converge vers y dans X. L’opérateur (A\gI — A)~! étant borné, nous obtenons

Ty = (Mol — A)"* Nz — Ay) — (Mol — A" Nz — 3) quand n — 0.
Par conséquent, nous avons
r= (Nl —A) Nz —y) € D(A)
et (Aol — A)x = Aoz — ¥, soit encore Ax = y. La preuve est complete.
Remarquons que si (A, D(A)) est un opérateur non borné sur X, application
z— |z + || Az|
est une norme sur D(A). Nous la noterons || - || p(a)-

Corollaire 1.2.1 Soit A un opérateur m-dissipatif. L’espace (D(A), || - ||pca)) est un espace
de Banach et A|pay € L(D(A); X).

Preuve. Avec le Théoreme 1.2.3, on peut facilement vérifier que (D(A), ||-||pca)) est un espace
de Banach. Par définition de || - ||pa), il est évident que A|pay € L(D(A); X).

Du Théoreme 1.2.1, il découle que I'opérateur (A — A)|p(a) est un isomorphisme de D(A) sur
X. Par abus nous dirons parfois que 'opérateur (A — A) est un isomorphisme de D(A) sur
X.
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Définition 1.2.3 Soit A un opérateur m-dissipatif dans X. La famille d’opérateurs R(\; A),
A > 0, définie par R(\; A) = (M — A)™! est appelée résolvante de A.

Lopérateur Ay = NAR(X; A) est appelé “approximation de Yosida’ de A.
Remarque. Nous avons
Ay = MR\ A) = MA - ADRNA) + MR\ A) = PR\ A) — M.
L’opérateur A, est donc un opérateur borné dans X. De plus nous avons
Ayx = AR(\; A)Ax pour tout € D(A). (1.3)

En effet, pour tout x € D(A), nous avons

AR\ A)Ax = AR\ A)(A — ANz + N R(\; A)r = =\ + N R(\; A)r = Ayz,
d’apres l'identité ci-dessus.
Théoreme 1.2.4 Soit A un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans X. Alors

limy o ||[AR(A\; A)z — x|| =0, pour tout = € X.

De plus
lim)_||Axz — Az|| =0, pour tout x € D(A).

Remarque. Remarquons que le premier résultat du théoréme signifie que AR(\; A) est une
approximation de I'identité. Le second signifie que (Ay) >0 est une suite d’opérateurs bornés
approchant A.

Preuve. Soit z € D(A), on a :
AR\ A)r —o =M — AN —A) e —a+ AN — A) e = (M — A) 1 Ax.
Nous en déduisons

1
IANR(N; A)z — || < X||Ax|| — 0 quand A — oo. (1.4)

Le premier résultat est donc démontré pour tout x € D(A).

Soit x € X et soit (z,,), une suite dans D(A) convergeant vers  dans X. Comme [|[AR(X; A)|| <
1, nous avons

IAR(N; A)x — || < |IAR(X; A)zy, — || + AR |||y — || + |2, — 2|
< AR A)zxy, — x| + 2|20 — 2|
La fin est standard.

Pour tout x € D(A), nous avons
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Théoréme 1.2.5 Soit (A, D(A)) un opérateur dissipatif et de domaine dense dans X. Si A
est fermé et A* est dissipatif alors A est m-dissipatif.

Preuve. Montrons tout d’abord que (I —A)(D(A)) est fermé dans X. Soit ( f,), une suite dans
(I — A)(D(A)) convergeant vers f dans X. Comme f, € (I — A)(D(A)), il existe x,, € D(A)
tel que x,, — Az, = f,. L'opérateur A étant dissipatif, on a

lzall < 1 fall

La suite (x,), converge donc vers un élément x € X. Nous en déduisons que Ax, = x, — fp
converge vers x— f. L'opérateur A étant fermé, nous avons Az = x— f. Donc f € (I—A)(D(A))
et (I — A)(D(A)) est fermé dans X.

De [2, Théoréme I1.18] nous déduisons
[(1 = A)(D(A))]* = ker(I — A7) = {0}.

et nous avons ker(I — A*) = {0}, car A* est dissipatif. Donc (I — A)(D(A)) = X et A est
m-dissipatif d’apres le Théoreme 1.2.2.

1.3 Opérateurs m-dissipatifs dans un espace de Hilbert
Dans cette section nous supposons que X est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.3.1 Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans X, est dissipatif si et

seulement si
Vo € D(A), (Az,x) <0.

Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est remplacée par
Vo € D(A), Re(Az,z) < 0.

Preuve. Supposons que A est dissipatif. Pour tout € D(A), non nul, et tout A > 0, posons
Yrr = AT — Ax et 2y = Yp2/||Yz |- L'opérateur A étant dissipatif, on a

Mzl < Az — Az|| = (Ax — Az, z;.5)
= ARe(z, z;\) — Re(Az, 2z, 1) < A|z]| — Re(Az, 2,.).
Par conséquent, nous avons

1
Re(Az,2z,,) <0 et Re(x, zz ) > ||lz]| — XHA:C“

La suite (z;)x ¢tant bornée dans X, il existe z, € X et une suite (A,), convergeant vers
I'infini tels que
lim,, 002z, = 2.

Avec les inégalités précédentes, par passage a la limite, nous obtenons

Re(Azx, z,) <0 et Re(z, z,) > ||z
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Comme
Re(z, 2;) < (7, 20)| < [z,

nous obtenons
(x,2¢) = ||| et z=u.

Nous avons donc
Re(Az,z) < 0.

Réciproquement, supposons que Re(Az, x) < 0 pour tout z € D(A). Alors nous avons
Az — Az||||z|| > |(A\x — Az, 2)| > Re(\x — Az, z) > A||=|>.
La condition de dissipativité en découle.
Théoréme 1.3.2 Si A est m-dissipatif alors D(A) est dense dans X.
Preuve. Soit yg € X tel que (yp, ) = 0 pour tout z € D(A). On a (I — A)~lyg € D(A),
(o (I—A) ) =0 et (I = A)I—A) "y, (I — A)'go) = 0.
L’opérateur A étant m-dissipatif, il vient
(7 = A)gol2 = (A(T — A)go, (I — A4)"'y) < 0.
Donc (I — A)7 'y =0, yo = 0, et D(A) est dense dans X.

Remarque. Nous avons énoncé les Théoremes 1.3.1 et 1.3.2 dans un cadre Hilbertien par souci
de simplicité. Mais ces théoremes admettent une généralisation dans le cadre des espaces de
Banach. La généralisation du Théoreme 1.3.1 dans le cadre des espaces de Banach est énoncée
dans [7, Théoréme 4.2 et définition 4.1, Chapitre 1]. Le Théoreme 1.3.2 reste vrai dans le cas
d’un espace de Banach réflexif [7, Théoreme 4.6, Chapitre 1].

Théoréme 1.3.3 Soit A un opérateur dissipatif et de domaine dense dans X. Alors A est
m-dissipatif si et seulement si A est fermé et A* est dissipatif.

Preuve. Supposons que A est m-dissipatif. Nous savons que A est fermé (Théoréme 1.2.3),
nous devons montrer que A* est dissipatif. De maniere a simplifier la preuve nous identifions
X et X'. Dans ce cas, D(A*) est un sous-espace vectoriel de X'.

Pour tout y € D(A*), nous avons

(A"y, AR(A; A)y) < (v, \VAR(N; A)y) = (v, Any)

= (1, PR\ A)y — \y) < Ay, AR(X\; A)y) — Aly|* <0,

et
(A"y, AR(\; A)y) — (A"y,y)  quand A — 0.

On en déduit que
(A%y,y) <0,

donc que A* est dissipatif.
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La réciproque découle du Théoreme 1.2.5.

Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné de domaine dense dans X. Identifions X et
X', alors A et A* operent sur le méme espace. Dans ce cas le domaine de A* est

D(A*) ={y € X | 3¢ > 0 tel que (Az,y)x < c||z|| pour tout x € D(A)}.

Définition 1.3.1 Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)), de domaine dense dans X est
dit auto-adjoint si A = A*. Il est dit anti-adjoint si A = —A*.

1.4 Exemples d’opérateurs m-dissipatifs

Dans cette section, {2 désigne un ouvert borné, régulier de R™, de frontiere I'.

1.4.1 L’opérateur de la chaleur dans L*((Q)

On pose X = L?(Q), D(A) = H*(Q)NH}(Q) et Au = Au pour tout u € D(A). Démontrer
que (A, D(A)) est m-dissipatif dans L*(€2).
1.4.2 L’opérateur de la chaleur dans H1(Q)

On munit H~1(Q) = (H}(Q))' de la norme

f— ({an) 1)
ot u = (Ap)~'f est la solution du probleme
u € Hy(Q), Au=f dans €.

On pose X = H1(Q), D(A) = Hj(Q), et Au = Au pour tout u € D(A). Démontrer que
(A, D(A)) est m-dissipatif dans H ().

1/2
7

1.4.3 L’opérateur de la chaleur dans L?(f2)

On pose X = LP(Q), avec 1 < p < oo, D(A) = W2P(Q) N W, P(Q) et Au = Au pour tout
u € D(A). Démontrer que (A, D(A)) est m-dissipatif dans LP(£2).

1.4.4 L’opérateur des ondes dans H{(2) x L*(Q)

Pour étudier I’équation

%—Az:f dans Q@ = Q x (0,7,
(1.5)
z=0 sur=Ix(0,T), z(z,0)=zet £(x,0) =2z dansQ,

avec (29,21) € H}(2) x L*(Q) et f € L*Q), nous transformons 1’équation en une équation
d’évolution du premier ordre. Posons y = (z, ‘fl—j), I’équation (1.5) peut étre écrite sous la forme

dy
= y+F, y(0) = yo,
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Y1 Y2 0 2
wea(2)=(8). =(2) @ v (2)

Posons Y = H}(Q) x L*(Q). Le domaine de A dans Y est D(A) = (H?(Q) N H(Q)) x H ().
Démontrer que (A, D(A)) est m-dissipatif dans Y.

avec

1.4.5 L’opérateur des ondes dans L?(Q2) x H1(Q)

Pour étudier 1'équation (1.5) quand (zo,21) € L*(Q) x H1(Q) et f € L*(0,T; H (),
nous posons Y = L?(Q) x H(Q),

v A9 ) = y2)
Y (y2> (A?h ’

~

et D(A) = HY(Q) x L%(€). Montrer que que (A, D(A)) est m-dissipatif dans Y.

1.4.6 Un opérateur de convection

Soit 1 < p < 0o. On pose X; = LP(R™) et Xy = Cy(R™). Pour ¢ = 1,2, nous définissons A;
par
et
ou

a._
1 Jaxi

ou a € R™. Démontrer que (A;, D(A;)) est m-dissipatif dans X; pour i = 1, 2.

Au=—a-Vu=3 pour tout u € D(A4;),

Indication : Pour A > 0 et f € X;, on pourra rechercher la solution de I’équation
Me+a-Vu=Ff

sous la forme

u(z) = /000 e f(x — as)ds.

1.4.7 L’opérateur de Stokes
On pose
X(Q) ={ue (L*(Q)" | divu =0 dans Q et u-n=0 surI}.

Nous admettrons que
(L*(Q)" = X(2) @ G(9),

ou

G(Q) ={ue (L*Q)" | 3ve H'(Q) tel que Vv =u}.
On note P l'opérateur dans (L*(2))" de projection orthogonale sur X (), et on pose

D(A) = (H*(Q))"N(H(Q)"NX(Q) et A= PA.
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A Paide du Théoreme de Lax-Milgram, démontrer que, pour tout f € (L*(Q))" I'équation

we (HYQPNX(Q),  pel3Q),
—Au+Vp=f dans €2,

admet une solution unique. Montrer que cette équation est équivalente a 1’équation
u € (Hy ()" N X(9Q), —Au = Pf.

Démontrer que (A, D(A)) est m-dissipatif dans X (£2).
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Chapitre 2

Théoreme de Hille-Yosida

2.1 Equations différentielles dans un espace de Banach

Soit A € L(X). Pour tout ¢ € R la série 222 - A" converge dans £(X). L’opérateur limite

est noté et. On peut facilement vérifier les pi?)%?:!iétés suivantes :
(i) e =0,

(ii) esttA = esdetd pour tout s € R et tout t € R,

(iii) lim,_ql[e!* — I|| = 0,

(iv) Az = lim_o7 (6tA:L‘ — $> pour tout z € X,

(v) I'équation différentielle

¥ = Ax + f, 2(0) = o, (2.1)
avec f € LY0,T; X) et zyp € X, admet pour solution

t
z(t) = ey +/ =94 f(5)ds,
0

pour tout ¢ € [0, 7.

2.2 L’équation de la chaleur en dimension 1

Considérons 1’équation
y € L*(0,T; Hy(0, L)) N C([0, T]; L*(0, L)),
Yt — Yoo = 0 dans (0, L) x (0,7,
y(0,t) =y(L,t) =0 dans (0,7),
y(x,0) =yo(x)  dans (0, L),

(2.2)

ot T'> 0, L >0, et yo € L*(0, L). Nous pouvons reécrire I’équation sous la forme
y e (0, T, HY0, 1) NC(0, T 120, 1)) et % € L2(0,T; H(0, L)),
% = Ay dans L*(0,7; H (0, L)), (2.3)

y(0) = yo dans L*(0, L),

15
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ot A € LIHL0,L); H (0, L)) est défini par

(Ay, z) = —/ Vy - Vzdz.
Q

On peut aussi définir A comme opérateur non borné dans L?(0, L), en posant
D(A) :HZ(O,L)QH&(O,L), AY = Yo

L’équation (2.3) est bien de la forme (2.1). Nous souhaiterions donc écrire la solution de
I'équation (2.3) sous la forme

y(t) = ey,
Mais A étant un opérateur non borné dans L?(0, L), 'opérateur e!* ne peut pas étre défini

comme dans la section 1. Essayons de trouver une autre définition pour e*4. Pour cela remar-
quons que la famille (¢x)r>1 définie par

Ok = \/%Sin(kLLx>,

est une base hilbertienne de L?*(0, L), formée de fonctions propres de I'opérateur (A, D(A)).
Recherchons la solution de I'équation (2.2) sous la forme

y(e,t) = B2k () or().

Si I’équation (2.2) est vérifiée au sens des distributions dans (0, L) x (0,T), alors g vérifie

A

g + ki’fgk =0 dans (0,7),

91(0) = yor = (Yo, ¢

k2x2t

On a donc gx(t) = yore~ 22 . On pose

271'2t
y(w,t) = S yore ™ 2 (@), (2.4)

On peut facilement vérifier que y € L*(0,T; Hy (0, L))NC([0,T]; L*(0, L)) et que y est solution
de I’équation (2.2).

Remarquons que la série de (2.4) n’est pas définie pour t < 0.
Posons )
k2%
S(t)yo = X521 (Yo, dr)e™ 17 dr(x).
Pour tout ¢ > 0, S(t) appartient a £(L?*(0,L)), S(0) = I, et nous avons
S(t+s)yo=S(t)S(s)ye ¥t >0, Vs > 0.

Les conditions (i) et (ii) de la section 1 sont donc vérifiées par la famille d’opérateurs (S(t)):>o.
La condition (iii) est remplacée par

limpo|1S(t)yo — voll£20,) = 0.

Ce sont ces propriétés qui permettent d’étendre la notion d’exponentielle d’opérateurs au cas
des opérateurs non bornés.
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2.3 Semi-groupe fortement continu sur un espace de
Banach

Définition 2.3.1 Une famille d’opérateurs (S(t))i>0 de L(X) est un semi-groupe fortement
continu sur X lorsque les conditions suivantes sont réalisées

(i) 500) =1,
(i1) S(t+s) = S(t)S(s) pour tout t >0 et tout s >0,
(111) lim;_o||S(t)z — z|| = 0 pour tout x € X.

Théoreme 2.3.1 Soit (S(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur X. Alors il existe des
constantes w > 0 et M > 1 telles que

1S(#)]] < Me** pour tout ¢t > 0.

Preuve. Montrons qu'il existe n > 0 tel que ||S(¢)]| est borné pour tout 0 < ¢ < 7. Supposons
qu'il existe une suite (t,), C RT telle que lim, ..t, = 0 et ||S(t,)|| > n. Du Théoreme
de Banach-Steinhaus on déduit qu’il existe z € X tel que ||S(¢,)z|| est non borné. Ce qui
contredit la condition (iii) de la définition 2.3.1.

Par conséquent, il existe n > 0 et M > 0 tel que

ISt)]| <M pour tout 0 <t <.

Etant donné que S(0)=1,ona M >1.
On pose w = (M) > 0. Soit t > 0, et soient n € Net 0 < <7 tels que t = nn + 6.
Utilisant les propriétés de semi-groupe, nous avons

IS@I < ISONISm)" | < M < MM = Me*.

Corollaire 2.3.1 Si (S(t))i>0 est un semi-groupe fortement continu sur X alors, pour tout
x € X, Uapplication
t— S(t)x

est continue de [0, 00) dans X.
Preuve. (i) Soient t > 0 et h > 0, nous avons
1S(t + h)x — S(t)z|| < [[S@)[|IS(h)x — =] < Me*"||S(h)x — .

On a donc
limy o] S(h)x — x| = 0.

(ii) Soient ¢ > 0 et t > h > 0, nous avons
1S(t — h)x — S(t)z|| < Me*"M|jz — S(h)z]|.

On conclut avec le résultat montré en (i).
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Définition 2.3.2 Soit (S(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur X . On appelle générateur
infinitésimal du semi-groupe (S(t))i>0, ['opérateur non borné (A, D(A)) défini par

S(t)r —
D(A) = {a: € X | lalimite limy g ( >f existe dans X},
S(t)r —
Ax = limt\oy pour tout z € X.

Théoréme 2.3.2 Soit (S(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur X et (A, D(A)) son
générateur infinitésimal. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) Pour tout x € X, on a

1 t+h
limt\oﬁ/ S(s)xds = S(t)x.
t
(ii) Pour tout x € X et tout t > 0, f(f S(s)x ds appartient a D(A) et

A(/Ot S(s)xds) =S(t)xr —x.

(#ii) Si x € D(A) alors S(t)x € D(A) et

d
ES(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

(iv) Si x € D(A) alors

S(t)z — S(s)z = / t S(r)Azdr = / t AS(r)z dr

S

Preuve. (i) Soit x € X. Le résultat (i) découle de la continuité de R* dans X de 'application
t — S(t)x.

(ii) Utilisant les propriétés de semi-groupe, et le fait que S(h) € L(X) pour h > 0, nous

pouvons écrire

%/0 S(s)xds = %/o (S(s+ h)x — S(s)x)ds

1 t+h 1 t 1 t+h 1 h
= E/h S(s)xds — E/o S(s)xds = E/t S(s)xds — E/o S(s)xds.

En passant a la limite quand h tend vers zéro, nous obtenons

A/tS(s)xds = S(t)r — x.
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(iii) Soit z € D(A) et h >0, on a :

S(h)—1 S(h)—1
—( 31 S(t)x = S(t) ( ;z x
En pssant a la limite quand A tend vers zéro, nous obtenons :
d+
AS(t)x = S(t)Ax = ES@)$.
Calculons 4-S(t)z — S(t)Az. Nous avons
1 S(h)x —z

~(S(t)r = S(t = h)a) = S(B) Az = S(t — b)

= S(t— h) (% - Ax) + <S(t —h) - S(t))Ax.

Nous pouvons facilement établir que
limpno||S(t —h) — S(t)] =0  pour tout t > 0,

et ||[S(t — h)|| est uniformément borné pour h € [0,t]. Par passage a la limite dans I’égalité
précédente, nous obtenons

limh\()% (S(t)x —S(t— h)x) — S(t)Az =0,
ie. -S(t)x — S(t)Az = 0.

dt
(iv) Le résultat s’obtient en intégrant l'identité (iii) entre s et ¢.

Corollaire 2.3.2 Si (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))i>o for-
tement continu sur X alors D(A) est dense dans X, et A est fermé.

Preuve. (i) Montrons que D(A) est dense dans X. Soit x € X. Alors, du Théoréme 2.3.2(ii),

on déduit
1

h
xp = E/o S(s)xds € D(A).

Avec le Théoreme 2.3.2(i), on a limp\ gz, = .

(ii)) Montrons que A est fermé. Soit (z,), C D(A) une suite telle que lim, oz, = = et
lim,, oAz, =y dans X. Avec le Théoreme 2.3.2(iv), on a

¢
S(t)x, —x, = / S(s)Az,ds.
0

Or S(s)Ax, converge vers S(s)y dans X, uniformément sur [0, ¢]. En passant a la limite sur
n, il vient

St)yr —x = /0 S(s)yds.

En divisant cette égalité par ¢ > 0, et en faisant tendre ¢ vers zéro, avec le Théoreme 2.3.2(i),

(t)z—z

on obtient limy o2 — = y. Nous en déduisons que z € D(A) et que Az = y.
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Théoreme 2.3.3 Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))i>o for-
tement continu sur X. Pour tout xq € D(A), z(t) = S(t)zo est l'unique solution du probléme

z € C([0,00); D(A)) N C*([0, 00); X)),

(2.5)
2'(t) = Axz(t) pour tout t > 0, z(0) = xo.

Preuve. Soit g € D(A), posons x(t) = S(t)xo. Du Théoreme 2.3.2(ii), nous déduisons que
z € C([0,00); D(A)). Du Théoreme 2.3.2(iii), nous déduisons que = € C*([0,00); X) et que
' = Ax.

Montrons 1'unicité. Soit ¢ > 0 arbitraire fixé. Soit u € C([0,00); D(A)) N C*([0,00); X) une
autre solution du probléeme (2.5). Posons

v(s) = S(t — s)u(s) pour 0 < s <t.

Nous avons J

d—:(s) — —AS(t — s)u(s) + S(t — s)Au(s) = 0.
Par conséquent v(s) = v(0) pour tout s € [0, t]. En particulier v(t) = u(t) et v(0) = z(t). Donc
u(t) = x(t). La preuve est complete.

Théoréme 2.3.4 Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))i>o for-
tement continu sur X vérifiant

1)) < Me=t
Alors, pour tout c € R, (A—cl, D(A)) le générateur infinitésimal du semi-groupe (€~*S(t))>0
fortement continu sur X .

Preuve. Il est facile de vérifier que (e=S(t))¢>0 est un semi-groupe fortement continu sur X.
Pour montrer que (A—cl, D(A)) son générateur infinitésimal, il suffit d’appliquer le Théoreme
2.3.2(iii).

2.4 Semi-groupes de contractions

Définition 2.4.1 Un semi-groupe (S(t))i>o fortement continu sur X est un semi-groupe de
contractions st
S]] <1 pour tout ¢ > 0.

Théoréme 2.4.1 (Théoreme de Hille-Yosida 1) Un opérateur linéaire non borné (A, D(A))
dans X est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X si et seulement
si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) A est fermé,
(ii) D(A) est dense dans X,

(iii) pour tout X > 0, (A — A) est une application bijective de D(A) sur X, et (\[ — A)~! est
un opérateur borné sur X vérifiant

1AM —A) 7 <

> =
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Théoréme 2.4.2 (Théoréme de Hille-Yosida 2) Un opérateur linéaire non borné (A, D(A))
dans X est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X si et seulement
si A est m-dissipatif et de domaine dense dans X.

Remarque. L’énoncé du Théoreme 2.4.1 correspond a l'une des multiples variantes de ce
qui est qualifié comme étant le "Théoreme de Hille-Yosida’ (cf [7, Théoreme 3.1, Chapitre 1]).
L’équivalence entre le Théoreme 2.4.1 et le Théoreme 2.4.2 découle de la définition d’opérateur
m-dissipatif et des Théoremes 1.2.1 et 1.2.3.

Preuve. Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions
sur X. Du Corollaire 2.3.2, nous déduisons que A est fermé et de domaine dense dans X.
Pour tout A > 0, posons

RNz = / e MS(t)xdt.
0
Le semi-groupe (S());>0 étant un semi-groupe de contractions sur X, on a
IS(&)x|| < ||=]| pour tout z € X.

Cette estimation permet de montrer que R(\) est un opérateur borné, en effet nous avons
> 1
-2
[R(A)z]| < /0 e M|S(@)elldt < S

Nous voulons montrer que
(M —A)RN) =1 et RAN)(M —A)x=x Vx e D(A).

Pour tout h > 0, nous avons

S =T piye =1 / NSt + h)x — S(6)w)dt
h hJ,
= 1/ e MM S (s)x ds — 1/ e MS(t)x dt
h Jn h Jo
Mo oo Ao ph
_ / e MS(t)x dt — c e MS(t)x dt.
hJo hJo

En passant a la limite quand A \, 0, nous obtenons
ARN)x = AR(N)z —x pour tout z € X.

Nous avons donc montré que (A — A)R(\) = 1.
Pour tout x € D(A), on a :

ROV Az — / eMS(t) Az dt — / M AS(t)z dt.
0 0

Du Théoreme 2.3.2(iii), on déduit

T T
/ e MAS(t)x dt = A/ e MS(t)z dt.
0 0
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L’opérateur A étant fermé nous pouvons écrire

0 T 0
/ e MAS(t)x dt = limTHooA/ e MS(t)xdt = A/ e MS(t)x dt.
0 0

0

Nous avons donc -
R\ Az = A / e MS(t)xdt = AR(N)z,
0
soit encore

RO\ — A)z =z Va € D(A).

Nous avons donc montré que, pour tout A > 0, A\l — A est inversible, et que son inverse R(\)
vérifie 'estimation

RN <

> =

L’opérateur A est donc m-dissipatif.

Réciproque. Supposons que A est m-dissipatif et de domaine dense dans X. Montrons que A
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X.

Nous avons
HetA)\H _ 6—tA||et>\2R()\;A)|| < e—tAetA2||R()\;A)|| < 17 (26)

car A|R()\; A)|| < 1. Donc (e);50 est un semi-groupe de contractions sur X. De plus

1
||6tA)‘Z‘ _ 6tA“ZL’|| _ H/ d;dg(eteAket(l—G)A,L)x dQH
0

1
s/t]
0

Pour tout x € D(A), on a donc

Mt =0 (A — A, ) Hdﬁ

< t||Ayx — A x|

le"a — e ea|| < tlAve — Auz]| < ¢ Ao — Az|| + t]| Az — Az,

On en déduit que (e"x)yso converge, quand A — oo, vers un élément y(t) dans X, uni-
formément sur tout intervalle de temps [0, 7] borné. Posons

On vérifie aisément que (7T'(t)):>0 est un semi-groupe fortement continu sur X, et que (7(¢))¢>0
est un semi-groupe de contractions. En effet, on a

leret bz — e DT ()] < [l [l a — T(t)al < [l a — T(#)z]).
En passant a la limite quand A — oo, on obtient
TH)T(s)x =T(s+t)x.

Les autres propriétés de semi-groupe se vérifient de maniere analogue.
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Il reste a vérifier que A est le générateur infinitésimal de (7°(¢))¢>o. Soit x € D(A). De la
définition de T'(t) et du Théoreme 2.3.2, on déduit

t
T(t)xr —x = limx_,oo(etAA:E —x) = limA_,OO/ M A,z ds,
0

4 tAy
car dte

donc

= e A,. De plus, e Ayz converge vers T(s)Az uniformément sur [0,¢]. On a

Tt —x= /Ot T(s)Az ds.

Notons (B, D(B)) le générateur infinitésimal de (7(¢))¢>0. En divisant 1'égalité précédente par
t et en faisant tendre t vers zéro, nous obtenons

T(t)r —x

Bz = limp o = Az  pour tout x € D(A).

On a donc
D(B) D D(A) et pour tout x € D(A).

L’opérateur (B, D(B)) est le générateur infinitésimal du semi-groupe de contractions (7(¢))¢>o.
De la premiere partie de la preuve, nous déduisons que B est m-dissipatif. Donc (I — B) est
un isomorphisme de D(B) sur X. Nous avons

(1 B)D(A) = (I — A)D(A) = X,
car Bx = Ax six € D(A), et (I — A)D(A) = X car A est m-dissipatif. Donc

D(B)=(I—-B)'X=(I—-B)'(I—-B)D(A) = D(A).
La preuve est terminée.

Théoréme 2.4.3 (Théoréeme de Lumer-Phillips) Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non
borné de domaine dense dans X. Si A est fermé et si A et A* sont dissipatifs alors A est le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X.

Remarque. L’énoncé ci-dessus n’est en fait qu’'un corollaire du Théoreme de Lumer-Phillips
(cf [7, Théoreme 4.3, Chapitre 1] pour un énoncé complet du Théoreme de Lumer-Phillips, et
[7, Corollaire 4.4, Chapitre 1] pour 1’énoncé du Théoreme 2.4.3).

Preuve. Le résultat découle des Théoremes 1.2.5 et 2.4.2.

Si (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dans X, nous pouvons définir les puissances de
A en tant qu’opérateurs non bornés de la fagon suivante :

D(A?) = {:v € D(A) | Az € D(A)} et A%z = A(Ax).
De maniere itérative, pour tout entier £ > 2, nous posons

D(AF) = {x € D(AFY) | Az e D(Ak—l)} et Afz = A(AF1g).

Si (A, D(A)) est un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans X, il est possible de définir
de nouveaux opérateurs m-dissipatifs comme suit. Nous définissons (A, D(A;)) par

D(A)) = D(A?) et Ajx=Ax pourtout x € D(A).
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Théoréme 2.4.4 Soit (A, D(A)) un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans X et soit
(S(t))i>0 le semi-groupe sur X engendré par A. Alors (Ay, D(Ay)) est un opérateur m-dissipatif
dans D(A) (muni de la norme du graphe). De plus le semi-groupe (S1(t))i>0 sur D(A) engendré
par Ay vérifie Si(t)x = S(t)x pour tout x € D(A).

Preuve. (i) Montrons tout d’abord que A; est un opérateur dissipatif dans D(A). Pour tout
x € D(A;) = D(A?), et tout A > 0, nous avons

[A(Az — Az)|lx = [[M(Az) — A(Az)||lx = M| Az|[x
car A est dissipatif. Nous en déduisons
Az — Az||pay = Az — Azllx + [[A(Ar — Az)|x = A(llz]x + [|Az]x) = Azl p)-

Donc A; est dissipatif.
(ii) Soit A > 0 et f € D(A). Alors x = R(\; A) f est la solution dans D(A) de I’équation

A — Ax = f,
et Az est la solution dans D(A) de
MAzx) — A(Az) = Af.

Donc z € D(A;) et Ay est m-dissipatif dans D(A).

(iii) Montrons que D(A?) est dense dans D(A). Soit € D(A). Pour tout A > 0, posons
) = AR(\; A)x. Comme en (ii), nous pouvons montrer que z) € D(A;). Du Théoréeme 1.2.4
nous déduisons
lim)\ﬂooHl’)\ - Z‘HX = 0,
et
Azy = MARM A)z = Ayx — Az quand A — 0.

On a donc montré que
lim)\_>oo||a:,\ — x”D(A) = 0.

(iv) Du Théoreme 2.4.2 il découle que (A;, D(A;)) est le générateur infinitésimal du semi-
groupe de contractions (51(t))¢>o sur D(A). Nous allons établir que Si(t) = S(t)|p(ay- Soit
xo € D(A?). Posons z(t) = S(t)xy. Du Théoreme 2.3.3 il découle que x est 1'unique solution

du probleme
z € ([0, 00); D(A)) N C([0, 00); X),

2'(t) = Ax(t) pour tout ¢t > 0, x(0) = xo.
Mais, toujours d’apres le Théoreme 2.3.3, y(t) = Az(t) = AS(t)xo = S(t)Axy est I'unique
solution du probleme

y € C([0,00); D(A)) N C*([0, 00); X),

y'(t) = Ay(t) pour tout ¢ > 0, y(0) = Axy.
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Comme y(t) = a/(t) et y(t) = Az(t) = A;z(t), nous obtenons z € C([0,00); D(A%)) N
C1([0,0); D(A)). Donc x est 'unique solution du probléme

z € C([0,00); D(A1)) N CY([0, 00); D(A)),

(2.7)
2'(t) = Az(t) pour tout t > 0, z(0) = xy.

Appliquant le Théoréme 2.3.3 au probléme (2.7), nous obtenons
S1(t)xg = S(t)xo pour tout 1z € D(A;).

Par densité le résultat reste vrai pour tout zo € D(A).

Si (A, D(A)) est un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans X, pour tout £ > 1, nous
définissons (Ay, D(Ag)) par

D(Ay) = D(AF et Agxr = Ax pour tout z € D(Ag).

Corollaire 2.4.1 Soit (A, D(A)) un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans X et soit
(S(t))i>0 le semi-groupe sur X engendré par A. Alors (Ax, D(Ayx)) est un opérateur m-dissipatif
dans D(A®) (muni de la norme du graphe). De plus le semi-groupe (Si(t))i>o le semi-groupe
sur D(A*) engendré par Ay, vérifie Si(t)x = S(t)x pour tout x € D(AF).

Preuve. Le corollaire se démontre par récurrence sur k, et la preuve est analogue a celle du
Théoreme 2.4.4.

Théoréme 2.4.5 Soit (A, D(A)) un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans X et soit
(S(t))e>0 le semi-groupe sur X engendré par A. Si xy € D(A?) alors la solution z(t) = S(t)xg
du probléme (2.5) vérifie

z € C*([0,00); X) N C*([0,00); D(A)) N C([0, 00); D(A?)).
Plus généralement si xo € D(A¥) alors
k
x € () Cr([0,00); D(A)).
j=0
Preuve. Si zy € D(A?), nous avons déja dans la partie (iv) de la preuve du Théoreme 2.4.4 que

la solution du probleme (2.5) appartient & C%([0, 00); X)NC ([0, 00); D(A))NC([0, 00); D(A?)).
La généralisation a & > 1 se démontre de maniere analogue.

Théoréme 2.4.6 Soit (A, D(A)) un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans X et soit
(S(t))i>0 le semi-groupe sur X engendré par A. Alors, pour tout x € X, nous avons

S(t)r = lim, (I - EA) = lim, 00 (%R(ﬁ, A))nx pour tout ¢ > 0. (2.8)

n t
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Preuve. Par définition de la résolvante, nous avons

-1 o1
ER(E;A) _ E(EI_A) _ (1_ —A) .
t t t\t n
Dans la preuve du Théoreme 2.4.2 nous avons déja montré que
S(t)r = limy s <etAA):c.
Posons A = %, nous avons
S(t)x = lim, o <etA”/f> .

Avec 'égalité Ay = A\2R(\; A) — AL, nous obtenons

= 5 (35A) =21 < [2R() 1]

Utilisant le Lemme 2.4.1 avec L = %R(ﬂ A), nous obtenons

t)

(o2 (3) ~ ) - ()]

Avec D'estimation (cf (1.4))

| < ViR A)r =

[F2G4)z o] < Spaeh

nous obtenons

i (%R(%A))%H < \/_||Ax|| Va € D(A).

Soit x € X fixé, et soit () une suite de D(A) convergeant vers x dans X. Utilisant I'esti-
mation précédente et (2.6), nous pouvons écrire
n_/n n
o= (TR(7:4)) o

o (2a(3iA)) '
!

| GrGia)) s - (Fa(54))

< 2|z —al +

< ‘etA"/fx — etA”/tka +

VJM%H
On en déduit (2.8).

Lemme 2.4.1 Soit L € L(X) tel que ||L|| < 1. Pour tout entier n € N et tout x € X, on a

le"™ Dz — L*z|| < V/nllw — Le|].



2.5. SEMI-GROUPES SUR UN ESPACE DE HILBERT 27

Preuve. Pour k € N et n € N tels que k£ > n, nous avons
|LFz — x| = S (D e — Da)|| < ||z — La|| S50 L) < (k= n)||z — L.

Donc ||[L*x — L"z| < |k — n|||z — Lz|| pour tout k € N et tout n € N. Nous en déduisons

et E=Dg — 7 ‘thook‘(Lx—L” H —t<2°°

S omfk =) | - Le].

De l'inégalité de Cauchy-Schwarz nous déduisons

Sl -l < (Set) " (S k- o)

De plus, on a
k k k

t t t
E—nl?=n?22— — (2n — 102 Ok'+t22“

o oy = = (t* - (2n — Dt +n?)e'

k 0 k! ’
En prenant ¢ = n, nous obtenons

le"*Da — Lz|| < |lo — Lalle "e"?/ne™? = /n|lx — Lz|].

2.5 Semi-groupes sur un espace de Hilbert

Dans cette section, nous supposerons que X est un espace de Hilbert, et nous identifions
X et X'

Théoréeme 2.5.1 Soit (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))i>o0
fortement continu sur X. Si lopérateur A est auto-adjoint alors, pour tout vo € X, x(t)
S(t)xo est l'unique solution du probléme

z € C([0,00); X) N C((0,00); D(A)) N C*((0, 00); X),
x'(t) = Az(t) pour tout t > 0, z(0) = zp.

t>0

De plus, pour toutt >0, on a

[AsOl < —llaoll et = (Au(0) (1) < ool

et
Az ()2 < —%(Aw),x(t» si 20 € D(A).

Preuve. Nous renvoyons a [3, Théoreme 3.2.1] ou a [6, Théoreme 4.5.2].

Théoreme 2.5.2 Soit (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))i>o0
fortement continu sur X. Si lopérateur A est anti-adjoint alors le semi-groupe (S(t))i>o
s’étend a un groupe (S(t))wer tel que

Vg € X, S()$0€O(R7X),
Vrg € X, Vt € R, 1S ()xoll = llzoll,
Vi € R, Vs € R, S(s+1t)=5(s)S(t),
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et pour tout zo € D(A), z(t) = S(t)zo vérifie
r e C(R; D(A))NCYHR; X),
2'(t) = Az(t) pour tout t € R, z(0) = xo.

Preuve. Nous renvoyons a [3, Théoreme 3.2.3].

2.6 Exercices
Exercice 2.6.1

Nous considérons le systeme de la thermo-élasticité linéaire en dimension 1 suivant

2 — P2y + 10, =0 dans (0, L) x (0,7,

Oy + Yozpt — Kbz =0 dans (0, L) x (0,7, (29)
avec les conditions limites
2(0,t) = z(L,t) dans (0,7), et 0,(0,t) =0, 0,(L,t)=0, (2.10)
et les conditions initiales
2(2,0) = 2o(x), 2z(2,0) =2z (x), et b(z,0)=0y(x) dans (0,L), (2.11)

avec a > 0, k > 0, 73 > 0, 7o > 0. Physiquement z représente le déplacement d’une corde
élastique et 0 sa température. En posant y = (y1,92,v3) = (2, 2, 0), le systeme (2.9)-(2.11)
peut étre écrit sous la forme d’une équation d’évolution du premier ordre ' = Ay, y(0) = yo.
Nous posons

0 I 0
d? d
A=| s 0 g |,
d d?
0 oy — -
72dx dx?

et
D(A) ={y |y € H*NH;(0,L), yo € H(0,L), y3 € H*(0, L) tel que y3,(0) = y3.(L) = 0}.
Nous munissons Y = HJ (0, L) x L?(0, L) x L*(0, L) du produit scalaire

L dyy dw
(y,w) = /o (%d_xl + Yows + Y3ws).

1 - Démontrer que (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions
sur Y.

2 - Nous supposons que zg € H}(0,L), 2 € L*(0,L), et 6 € L?(0, L). Prouver que le systeme
(2.9)-(2.11) admet une unique solution (z, z;,6) in C([0,T]; H3(0, L)) x C([0,T]; L*(0, L)) x
C([0,T]; L*(0, L)).
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Exercice 2.6.2

Considérons le systeme hyperbolique du premier ordre

O | alwt) | _ 0 maz biiz1 + biazo
ot { w(r,t) | Oz | —maz borzy + bopzg | dans (0,/) x (0,7 (2.12)

avec les conditions initiales
21(x,0) = zp1 (), 29(2,0) = zp2(7) dans (0,4), (2.13)
avec les conditions limites
z1(0,t) =0, 25(0,t) =0 dans (0,7). (2.14)

Pour simplifier nous supposons que les coefficients my > 0, mg > 0, b11, bia, bo1, by sont
constants. Nous supposons aussi que

bnz% + bo12921 + ba12129 + bng >0 pour tout (21, 23) € R2.
Nous posons Z = L?(0, ) x L?*(0,¢), et nous définissons 1'opérateur A non borné dans Z par
D(A)={z€ H'(0,0) x H'(0,0) | z:1({) =0, 22(0) =0}

et

dz
ml_l — bi1z1 — biazo
As — dx
z =
dZQ
—ma—— — ba121 — b2z 2o
dz
Nous munissons D(A) de la norme [[z[pwy = ([21ll700, + ||ZQ||%11(0,€))1/2. Montrer que

l'opérateur (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’'un semi-groupe fortement continu de
contractions sur Z.
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Chapitre 3

Equations d’évolution non-homogenes

Dans ce chapitre X désigne un espace de Banach, (A, D(A)) est un opérateur m-dissipatif
de domaine dense dans X, et (S(t)):>o désigne le semi-groupe sur X engendré par A.

Soit T" > 0, g € X et f une application de [0,7] a valeurs dans X. Nous souhaitons
étudier I’équation

u'(t) = Au(t) + f(t) dans (0,7, z(0) = zo. (3.1)

Siu e C([0,T]; D(A)) N C*([0, T]; X) vérifie 'équation (3.1), alors nécessairement zy € D(A)
et f € C([0,7]; X). De plus 'équation est vérifiée en tout point ¢ € [0,7]. Nous verrons
au Théoreme 3.1.2 que si g € D(A) et f € C([0,T]; X) N L*0,T; D(A)) alors 1'équation
(3.1) admet une solution unique dans u € C([0,T]; D(A)) N C*([0,T]; X). Pour étudier cette
équation quand g & D(A) ou f & C([0,T]; X)NL*(0,T; D(A)), nous devons étendre la notion
de solution.

3.1 Solutions faibles dans L?(0,T; X)

Nous supposons dans cette section que f € LP(0,7; X) avec 1 < p < 0.

Définition 3.1.1 Une solution faible de l’équation (3.1) dans LP(0,T;X) est une fonction
u € LP(0,T; X) telle que, pour tout v € D(A*), Uapplication

t — (u(t),v)
appartient a WP(0,T) et vérifie
Cult). o) = (u(t), A) + (f(0).0), et {u(0),0) = {z0,0). (32

Nous admettons le lemme suivant dont la preuve n’est pas complique.

Lemme 3.1.1 Soit (A, D(A)) est un opérateur linéaire fermé de domaine dense dans X. Si
ue X et ze X vérifient

<y7 u> = <A*yv Z>7
pour tout y € D(A*), alors z € D(A) et u = Az.
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Théoréme 3.1.1 Sixg € X et si f € LP(0,T;X), alors I’équation (3.1) admet une solution
faible unique dans LP(0,T; X). De plus cette solution appartient a C([0,T]; X) et est définie
par

u(t) = S(t)xo + /Ot S(t—s)f(s)ds, pour tout ¢ € [0, 7. (3.3)

Preuve. La fonction u définie par (3.3) appartient a C([0,7]; X) C L*(0,7; X). Soit y €
D(A*) et ¢ € D(]0,T[). Nous voulons montrer que

- [ = [ [ )+ . ran]oo (3.4

Nous avons

- [ s wa=- [ [wswes [ se-asea]doa

— [ wswaswa- [ [ wst-aseneaas 5)

De plus

&, 5(1)e) = (y, AS(1)2) = (A", 5(1)e),

pour tout = € D(A). Par densité, nous obtenons

d

Sy S(02) = (A, 5(t)a),

pour tout x € X. Nous utilisons cette identité pour faire les intégrations par parties suivantes

- / (4, S()) ¢ (1) dt = / (A%y, S(t)z)(t) dt. (3.6)

et
- / (9, S(t — 5)F ()¢ (1) dt = / (A%, S(t — ) ()bt dt + (. f(s)d(s).  (3.7)

Avec (3.5), (3.6), et (3.7), nous obtenons 'identité (3.4) pour tout y € D(A*) et ¢ € D(]0,T]),
ce qui est équivalent a 1’équation (3.2). Nous avons donc montré que la fonction u définie par
(3.3) est solution faible de I'équation (3.1).

Pour montrer 'unicité, nous allons montrer que la seule solution faible de 1’équation (3.1)
correspondant a x = 0 et f = 0 est la solution v = 0. Par définition de la solution faible, nous
avons

Sl u(t) = (Aput) ety u(t)leo =0

pour tout y € D(A*). Par conséquent

(y,u(t)) = <A*y,/0tu(s) ds) = (A*y, z(t)), pour tout ¢ € [0, 7],
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ou

Du Lemme 3.1.1, on déduit que z(t) € D(A) et u(t) = Az(t) pour tout t € [0,T]. De plus,
comme u € LP(0,7T; X), alors z € LP(0,7; D(A)) et

d
“2(t) = u(t) = A=(t) € L(0,7: D(4).
Donc z € LP(0,T; D(A))NW?(0,T; X). En posant w(t) = fot z(s) ds, et par un calcul analogue
au précédent, nous établissons que w € W'P(0,T; D(A)) N W2P(0,T; X) et 2(t) = 2(t) =
Aw(t) € W2(0,T; D(A)). Donc w est solution du probleme

w € C([0,00); D(A)) N CH([0, 00); X),
w'(t) = Aw(t) pour tout ¢ > 0, w(0) = 0.

Du Théoreme 2.3.3 on déduit que 'unique solution de ce probleme est w = 0. On a donc z = 0
et u=0.

Théoréme 3.1.2 Sizg € D(A) et si f € C([0,T]; X)NL*(0,T; D(A)) ou si f € WHH(0,T; X)
alors la solution faible u de I’équation (3.1) appartient a C([0,T]; D(A)) N C*([0,T7]; X).

Preuve. Nous renvoyons a [3, Proposition 4.1.6] (voir aussi [6, page 207] et [7, page 109] pour
des résultats recouvrant partiellement le Théoreme 3.1.2).

3.2 Semi-groupe adjoint

Théoreme 3.2.1 Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné de domaine dense dans X .
Si (M — A) est un opérateur bijectif de D(A) sur X, et si (A — A)™t € L(X), alors (\[ — A*)
est un opérateur bijectif de D(A*) sur X', (\[ — A*)™' € L(X), et

(M — AL = [(AT — A7)

Preuve. De la définition de I’adjoint d’un opérateur, nous déduisons que (Al — A)* = A\ — A*.
(Dans I'écriture AXI — A*, I désigne 'identité dans X', et (Al — A) est ici considéré comme
opérateur appartenant & L£(D(A); X).) Comme (A — A)~! est un opérateur borné sur X,
[(AM — A)~1]* est un opérateur borné sur X’. Nous allons montrer que (Al — A*) est inversible
et que son inverse est égal a [(A\—A)~!]*. Montrons tout d’abord que (A —A*) est un opérateur
injectif. S’il existe y € X’ # 0 tel que (M — A*)y = 0, alors (A — A"y, z) = (y, (A — A)z)
pour tout z € D(A). Comme (Al — A) est bijectif de D(A) sur X, on a nécessairement y = 0
et (Al — A*) est un opérateur injectif.

Pour tout x € X et tout y € D(A*), nous avons
(y,2) = (y, (A =AY\ — A) ") = (M = A%)y, (A — A) '),
Par conséquent

(A — AN - Ay =y pour tout y € D(A”). (3.8)
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Pour tout x € D(A) et tout y € X', nous avons

d’ou 'on déduit
M =AM -A)*'y=y  pour tout y € X' (3.9)

De (3.8) et (3.9), nous déduisons que (Al — A*) est un opérateur bijectif de D(A*) sur X' et
que (Al — A*)~1 = [(AI — A)~!]*. La preuve est complete.

Théoréeme 3.2.2 Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné de domaine dense dans X .
Si X est réflexif et si A est m-dissipatif alors, (S(t)*)i>0 est un semi-groupe fortement continu
sur X', ayant (A*, D(A*)) comme générateur infinitésimal.

Preuve. Il est facile de vérifier que (S(¢)*);>0 est une famille d’opérateurs bornés sur X’
vérifiant les conditions (i) et (ii) de la définition 2.3.1. Nous voulons montrer que (A*, D(A*))
est générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X', et que ce semi-groupe
n’est autre que (S(¢)*)e>o0.

Des Théorémes 3.2.1, 2.4.1, et 2.4.2, nous déduisons que, pour tout A > 0, opérateur (A — A*)
est une bijection de D(A*) sur X', (Al — A*)~! est un opérateur borné sur X', et
*\—1 —17x* 1
1AL = AT = I = A7 T < <
Avec le Théoreme 1.1.1, nous savons que D(A*) est dense dans X’. Du Théoreme 1.2.3 nous
déduisons que A* est fermé. Finalement, appliquant le Théoreme 2.4.1, nous avons montré que
(A*, D(A*)) est générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X"

Notons (5*(t))i>0. Pour tout z € X et tout y € X', grace au Théoreme 3.2.1, nous avons

(0 (1= 2a) =1 ) ")

En passant a la limite quand n — oo avec le Théoreme 2.4.4, nous obtenons

{y, S(t)x) = (5" ()y, ).

Nous avons donc montré que S*(t) = S(t)*.

3.3 Solutions faibles dans LP(0,T;(D(A*)))

Lorsque les données de I’équation (3.1) sont peu régulieres, il est possible d’étendre la
notion de solution en utilisant des arguments de dualité. C’est I'objet de cette section. Dans
la suite du chapitre, nous nous limitons au cas ou X est un espace de Hilbert. (Les résultats
présentés peuvent s’étendre sans trop de difficulté au cas ot X est un espace de Banach réflexif.
Le cas non réflexif a aussi été étudié dans la littérature, mais il est beaucoup plus délicat.)

Les injections

D(A) — X et D(A*) — X'
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sont continues et a image dense. On en déduit
D(A) = X = (D(A")).

L’opérateur (A, D(A)) étant le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur
X, du Théoreme 3.2.2 il découle que (A*, D(A*)) est le générateur infinitésimal d'un semi-
groupe de contractions sur X’. Notons (S*(t)):>o ce semi-groupe.

Rappelons que 'opérateur (Aj, D(A})) défini par
D(A}) = D((A")*),  Ajy=A"y pour tout y € D(A]),

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur D(A*) et que ce semi-
groupe (S} (t))e>o vérifie S§(t)y = S*(t)y pour tout y € D(A*) (Théoreme 2.4.4).

Du Théoreme 3.2.2 nous déduisons que ((S7)*(¢))e>0 est le semi-groupe sur (D(A*))" en-
gendré par (A})*. Nous allons montrer que (S7)*(¢) est 'extension continue de S(t) a (D(A*))".
Plus précisément nous avons le

Théoréme 3.3.1 L’adjoint de 'opérateur non borné (A5, D(AY)) dans D(A*) est l'opérateur
((A7)7, D((A})%)) défini par

D((A))") = X, (A)) "z, y) = (z, Ajy) pour tout x € X et tout y € D(A]).

De plus, (A})*x = Az pour tout x € D(A). Le semi-groupe ((S7)*(t))i>0 est le semi-groupe
sur (D(A*)) engendré par (A7)* et

(ST)(t)x = S(t)x pour tout x € X et tout ¢t > 0.

Preuve. Montrons que D((A7)*) = X. Pour tout z € X et tout y € D(A7), on a

[(z, ATy) (p(a%yy.pan| = [z, Ay x x| < ||2]lx |yl peax)-

Par conséquent
X C D((A))"). (3.10)

Montrons l'inclusion inverse. Soit x € X, et soit y, € X' tel que

<$7 y>X,X’ _ <.2?, y:r:>X,X’
[yl x 1B

2]l x = sup,ex

Nous avons

(@, (I = ADU = A e)xx (@, (I — A z)xx
Y| x |22 || D(a%)

2] x =

avec z, = (I — A%)~ly,. Etant donné que

(x,(I - A})2)xx
2]l pasy

Y

||$||D((A1‘)*) = SUPzep(4ax)

on a
[zl pap+ < [zl x- (3.11)
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L’égalité D((A7)*) = X découle de (3.10) et (3.11).
Pour tout x € D(A), et tout y € D(A}), nous avons

(A))"z,y) = (z, ATy) = (v, Ay) = (Az,y).

Par conséquent, (A})*z = Az pour tout z € D(A).

Du Théoréme 3.2.2 nous déduisons que ((S7)*(¢)):>o est le semi-groupe sur (D(A*))" engendré
par (A7)*. Pour montrer que (S7)*(t)x = S(t)x pour tout z € X et tout ¢t > 0, il suffit de
remarquer que

(S )z, y) = (2, 51 ()y) = (z, 5™ (t)y) = (S(t)z,y),
pour tout z € X, tout y € D(A*), et tout ¢ > 0.

Remarque. Nous pouvons donc étendre la notion de solution pour ’équation (3.1) dans le
cas o xg € (D(A*)) et f € LP(0,T;(D(A*))"), en considérant I’équation

u'(t) = (A7) u(t) + f(¢) dans (0,7, z(0) = . (3.12)

De nombreux auteurs font ’abus de notation consistant a remplacer Aj par A* et écrivent
donc I"équation (3.12) sous la forme (cf [1, page 160])

u'(t) = (A")*u(t) + f(t) dans (0,7), z(0) = xo. (3.13)

Etant donné que (A*)* est une extension de I'opérateur A, on trouve parfois les équations (3.12)
ou (3.13) encore écrites sous la forme (3.1) méme si xg € (D(A*)) ousi f € LP(0,T; (D(A*))).



Chapitre 4

Sujets d’examens

Examen Janvier 2001

Dans la suite w désigne un ouvert borné, régulier de R?, de frontieére ~. Soit L > 0, on notera
Q le cylindre de R? défini par 2 = w x (0, L). Un point quelconque de w sera noté (z,y), z
désignera un point quelconque de (0, L), et (z,y, z) désignera un point quelconque de €2. Le
but du probleme est d’étudier I’équation aux dérivées partielles

(Ou Ou O*u O*u

E—l—%—@—a—w:f(x,y,z,t) dans Q x (0,7),
u(z,y,z,t) =0 sur v x (0,L) x (0,7, (4.1)
u(z,y,0,t) = uy(x,y,t) pour (z,y,t) € w x (0,7T),

[ u(z,y,2,0) = uo(z,y, 2) dans 2.

Dans ce systeme T est un réel positif donné, on précisera plus loin comment sont choisies les

. . . . 2
fonctions f, ug et uy. Pour simplifier les notations on posera g—;‘ = Uy, g—z = U,, % = Uy, €t

Pu _
557 = Uyy-
1 - Pour tout réel A > 0, on étudie tout d’abord 1’équation

Uy — Uy — Uyy + A0 = P, Y, 2) dans w x (0, L),
'U/(.%, Y, Z) =0 sur 7y X (07 L)? (42)
u(z,y,0) =0 dans w.

Montrer que pour tout ¢ € L?(Q) et tout A > 0, Péquation (4.2) admet une solution faible
unique u?, et que cette solution vérifie

a2y < 3 Nollzzc
On admettra qu’il existe une constante positive C; telle que
[6°]| 20,522 () < Chll@ll 20y pour tout ¢ € L(Q),
ott u” est la solution de (4.2) correspondant & A = 0. On pose

D(A) ={u e L*0,L; H* N Hy(w)) | u € H(0, L; L*(w)), u(x,y,0) =0 dans w},

37
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et
Au = u, — uyy — uy, pour tout u € D(A).

Montrer que (—A), de domaine D(A) dans L?(2), est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe de contractions dans L?(2).

Montrer que 1'adjoint de A dans L*(2) est défini par
D(A*) ={v e L*0,L; H* N Hy(w)) | v € H(0, L; L*(w)), v(x,y, L) = 0 dans w},

et
A = —v, — vy, — vy, pour tout v € D(A").

2 - On étudie maintenant I’équation suivante

Up 4 Uy — Ugy — Uyy = (2,7, 2,1) dans Q x (0,7),

u(z,y,z,t) =0 sur v x (0,L) x (0,77, (43)
u(z,y,0,t) =0 pour (z,y,t) € w x (0,7,

u(x,y,2,0) = ug(z,y,2) dans €.

Montrer que pour tout f € L?(Q x (0,7)) et tout uy € L*(Q), I'’équation (4.3) admet une
solution faible unique u, que cette solution appartient a C([0,T]; L*(Q)) N L>=(0, L; L*(w x
(0,7))) N L2((0,T) x (0, L); H} (w)) et vérifie

1l o2 9)) + 11l Lo (0, 1522 (wx (0,7)) + HU||L2((0,T)x(o,L);Hg(w))

< Co([[fllz2@x o) + luollz2 (),
pour une certaine constante Cy > 0. Montrer que u appartient a C'([0, L]; L*(w x (0,T))).
Montrer qu’il existe une constante C5 > 0 telle que la solution u de 1'équation (4.3) vérifie

lullco.rp;z2@)) + 1wllego,n)2wsx o)) + HU||L2((0,T)x(o,L);Hg(w))

< Cs(|1f1122 (0,522 (wx (0,1 + 1ol 22(02))
pour tout f € L*(Q x (0,T)) et tout ug € L*(Q).
3 - Montrer que, pour tout ¢ € L?(Q x (0,7T)), I'équation

—Up — Uy — Vg — Uy = (2, Y, 2, 1) dans Q x (0,7),

oy, t) = 0 ur 7 x (0, ) x (0.7), "
v(z,y,L,t) =0 pour (z,y,t) € w x (0,7), )
v(x,y,2,T)=0 dans 2,

admet une solution faible unique dans L?(2 x (0,7)). (Indication : on pourra considérer la
fonction u(z,y, z,t) = v(z,y, L — 2, T — t).)
Montrer que si u est la solution de 1’équation (4.3), alors

/ u = fv—l—/uov(q:,y,z,())
Qx(0,T) Qx(0,T) Q

pour tout ¢ € L?(Q x (0,7T)), ol v est la solution de (4.4).
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Dans toute la suite, on suppose que f € L?(Qx(0,7T)), ug € L*(Q) et uy € L*(wx(0,T)).

4 - On note uf la fonction définie par

\ [ nn(zgt) sio2€(0,1/n)
ui(@,y,2,1) = { 0 st z>1/n. (4.5)
Soit u, la solution de I’équation
ut+uz—uﬂm_uyy: (eru?f)(a?,y,z,t) dans €2 X (OvT)a
u(z,y, 2, 1) = 0 sur 7 x (0,) x (0,T), ",
u(z,y,0,t) =0 pour (z,y,t) € w x (0,7, '
u(z,y,z,0) = uo(x,y, 2) dans €.

Montrer que la suite (u,), converge (pour une topologie que I'on précisera) vers une fonction
u vérifiant

/ U(—Vp — Uy — Vg — Uyy)
Qx(0,7)

:/ fU+/UOU($,y,Z,O)+/ ulv(x7y707t)
Qx(0,T) Q wx(0,T)

pour toute fonction v € H, ou

(4.7)

H={veL*(Qx(0,T)) | v est solution de (4.4) avec 1) € L*(Q2 x (0,7))}.

On appelle solution faible de (4.1) une fonction u de L*(2 x (0,7')) vérifiant (4.7) pour tout
v € H. Montrer que 1’équation (4.1) admet une solution faible unique.

5 - Considérons I'équation

Up + Uy — Ugy — Uyy =0 dans © x (0,7),

v(x,y,z,t) =0 sur v x (0, L) x (0,7, (48)
u(z,y,0,t) = ui(x,y,t) pour (z,y,t) € w x (0,7T), '
u(z,y,2,0) =0 dans €.

Sans utiliser la méthode d’approximation de la question 4, démontrer que 1’équation (4.8)
admet une solution faible unique dans L?*(Q x (0,7)), et que cette solution appartient a
C([0,T]; L*(2))NC([0, L]; L*(wx (0, T))NL*((0,T) x (0, L); H} (w)). Peut-on utiliser ce résultat
pour montrer I'existence de solution faible pour I’équation (4.1) 7
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1. On considere 1’équation

9%u K82u

Koy = dans (0,1) x (0,), u(0,t) = u(L,t) =0 pour t € (0,7),

0
u(z,0) =ug et 8—1;(33,0) =wu; pour x € (0, L),

avec L > 0, T > 0 et K > 0. Ecrire cette équation sous la forme d'un systeme du premier
ordre, et montrer que 1’'on peut appliquer le théoreme de Hille-Yoshida pour obtenir

lwlle o, m2 0,)nc (0,11:22(0,L)) < C(H“OHH&(O,L) + llurll 20,2y + ||f||L2(0,T;L2(0,L)))'

2. On veut étudier le systeme

Py _ K(% . §—¢> —0, dans (0,L) x (0,7),

2 2 (4.9)
00— 29+ k(60— 5¢) =0, dans (0,2) x (0,7),
avec les conditions limites
u(0,t) = u(L,t) = 0 pour ¢t € (0,7T), (4.10)
¢(0,t) = ¢(L,t) =0 pour t € (0,7T), '
et les conditions initiales
u(z,0) =ug pour 2%(z,0) =u; pour z € (0, L), (4.11)
é(x,0) = ¢y pour g—‘f(az,()) = ¢, pour x € (0, L). '

On suppose dans la suite que ug € H} (0, L), u; € L*(0, L), ¢o € H}(0,L), ¢1 € L*(0, L).
Pour étudier le systeme d’équations (4.9)-(4.11), on utilise une méthode de point fixe. Soit
7 > 0. Pour ¢ € L*(0,7; L*(0, L)), on note u,, la solution de

0%*u 0%*u
o7~ K55 - ) =0, dans (0,L) x (0,7), u(0,t) =u(L,t) = 0 pour t € (0, 7),

u

T (,0) = uy pour z € (0, L),

u(z,0) =up et
et on note ¢y, la solution de

Pu 0%
ﬁ‘@*ﬂ¢

N %L;pw) =0, dans (O’ L) X (07T)v ¢(07t) - ¢(L7t> =0 pourt € (0, T),

o(x,0) = ¢p et g—gf(x,()) = ¢y pour z € (0, L).

Montrer que pour 7 > 0 suffisamment petit, I’application

Py,
¢'—>%



41

est une contraction dans L?(0,7; L*(0, L)).
3. Soit (u, ¢) la solution de (4.9)-(4.11) sur (0, L) x (0, 7). On pose

1

B(r) = ; /0 (w2, 1) + 62 1) + K0 1) — s, 0) + 62 (a.1) ).

Montrer que E(t) = E(0) pour tout ¢ € (0, 7).

4. Montrer que le systeme (4.9)-(4.11) admet une solution unique (u,¢) appartenant a

(C([0,T]; Hy (0, L)) N CH([0,T]; L*(0, L)) x (C([0,TT; Hg (0, L)) N CH([0, T]; L*(0, L))).
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Partie 1.

1 - Soit @ une contante positive. On suppose que f € L?((0,L) x (0,7T)) et que uy € L*(0, L).
Utiliser le théoreme de Hille-Yosida pour montrer que 1’équation

Up + AUy — Uy + U = f, dans (0, L) x (0,7,
u(0,t) =0, wu.(L,t)=0, dans (0,7), (4.12)
u(x,0) = ug(x), dans (0, L),

admet une solution faible unique dans C'([0, T; L*(0, L)). Donner des estimations précises de
la solution u dans C([0,T]; L*(0, L)) et dans L?(0,T; H*(0, L)).
2 - Soient g € L*((0, L) x (0,T)), vo € L*(0, L) et b une constante positive.

On considere 1’équation

vy — bu, = g, dans (0, L) x (0,7,
v(L,t) =0, dans (0,7), (4.13)
v(z,0) = vo(z), dans (0, L).

Démontrer I'existence d’une solution unique, dans un espace a préciser, pour 1'équation (4.13).
Donner les estimations correspondantes.

Partie 2.
On se propose d’étudier le systeme

Up + AUy — Ugy + U — U = f, dans (0, L) x (0,7),
v —bu, —u =g, dans (0,L) x (0,7,

w(0,) = 0, wun(L,#) = o(L,t) = 0, dans (0,T), (4.14)
u(z,0) = ug(x), v(z,0)=wvy(x), dans (0, L).
3-Pourte[0,T]etye C([0,¢; L*(0, L)), montrer que le systeme
Up + Uy — Upy +u — Yy = f, dans (0, L) x (0,1),

v —bu, —u=g, dans (0, L) x (0,7, (4.15)

u(0,t) =0, wug(L,t)=v(L,t) =0, dans (0,7),
u(z,0) = ug(x), v(x,0)=wv(x), dans (0,L),

admet une solution unique dans C([0, ¢]; L?(0, L)) x C([0, #]; L*(0, L)), solution que 'on notera

(u(y), v(y)).

On considere Iapplication @ de C([0,#]; L?(0, L)) dans lui-méme, qui & y € C([0,]; L*(0, L)),
associe la solution v(y) du systéme (4.15). Montrer qu'il existe ¢ pour lequel ® est une contrac-
tion dans C([0,]; L*(0, L)). Montrer que 1’équation (4.14) admet une solution faible unique
dans C([0,T]; L*(0, L)) x C([0,T7]; L*(0, L)).
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Partie 3.

4 - Comment adapteriez-vous la méthode de la partie 2 pour étudier le systeme

U+ AUy — Ugy + U — U, = |, dans (0, L) x (0,7),
v — buy —u, =g, dans (0, L) x (0,7,
u(0,t) =0, wu(L,t)=wv(L,t) =0, dans (0,7),
u(z,0) = ug(x), v(z,0)=1vy(z), dans (0, L).

(4.16)

On précisera le sens que I'on peut donner a v, dans la premiere équation lorsque v est recherché
dans C([0,T); L*(0, L)). On remarquera que la condition limite pour u en = L est différente
de celle de la partie 2.

Partie 4.

5 - Comment utiliser le théoreme de Hille-Yosida pour étudier directement le systeme (4.14)
de la partie 2.

On pourra éventuellement faire un changement d’inconnue préalable de la forme (u,v) =
et (w, ), pour k > 0 convenablement choisi.
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1. On considere I’équation
Upzze — Uze = f, dans (0,L), u(0) =u(L) = tz(0) =tz (L) =0,

avec L > 0 et f € L?*(0,L). Utiliser le théoreme de Lax-Migram pour montrer que cette
équation admet une solution unique dans V' = H?*(0,L) N Hj(0,L). En déduire que cette
solution appartient & H*(0, L).

2. On considere I'opérateur A de domaine D(A) dans H = (H?*(0,L) N H}(0,L)) x L*(0, L)

défini par
u v
A ( v ) N < —Ugzas + Uz ) 7

D(A) = {(u,v) € (H*(0,L)NV) X V | tg2(0) = uza(L) = 0}.
Montrer que pour tout (f,g) € H I"équation

()40 = (M)

admet une solution unique (u,v) € D(A).

et

Montrer que A est un opérateur fermé dans H et que D(A) est dense dans H.

3. On considere I'équation d’évolution

Upt + Ugzzzr — Uz = 0, dans (0, L) x (0,7, (4.17)
avec
w(0,t) = u(L,t) =tz (0, ) = uge(L,t) = 0 pour t € (0,7), (4.18)
et
w(z,0) =ug et ux,0)=u; pourz € (0,L). (4.19)

On suppose que T' > 0, ug € H*(0, L) N H}(0, L) et uy € L*(0, L).
Ecrire le systéme (4.17)-(4.19) sous la forme d’un systéme du premier ordre, et montrer qu’il

admet une soution faible unique vérifiant

lulleqoyvy) + lullesqoyezoe < C (ol + lunllzon)-

4. On pose

[B(w)](t) = % /Q (g ()2 + |Au(t)|?)dz.

Montrer que si u est solution du systeme (4.17)-(4.19), alors

[E(w)](0) = [E(u)](t) pour tout t € [0, 7.
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5. On considere 'opérateur A; de domaine D(A;) dans H; = H}(0, L) x H~*(0, L) défini par

A Uu . v
! v N —Ugzax + Ugg ’

D(A1) = {(u,v) € (H*(0, L) N Hy(0, L)) x Hy(0, L) | t12(0) = e (L) = 0}.
Montrer que pour tout (f,g) € H; ’équation

)= () = (M)

admet une solution unique (u,v) € D(A;). Quel résultat peut-on obtenir pour le systéme
(4.17)-(4.19) ? Que doit-on vérifier pour démontrer ce résultat ?

et
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