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1. Présentation des applications physiques
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3Diodes à forts courants (1)

➠ Diode conventionnelle :

électrons

~E
MétalMétal

émission accélération

➠ Valeur maximale
du courant =

courant de
Child-Langmuir

JCL =
4

9
ε0

√

2e

m

φ3/2

L2

∀ processus d’émission

➠ Problème : Commentdépasser cette limitation?
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4Diodes à forts courants (2)

➠ Diode à forts courants

~E
Plasma

Faisceau

➠ Plasmase détend

➠ Interfaceavance

➠ Courant extraitր

➠ Questions :
➟ Quelle est ladynamique de l’interface ?
➟ Quelle est laloi d’émissiondes électrons dans

le faisceau ?
➟ Quel est lecourant à l’anode?
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5Arcs sur les panneaux solaires des satellites

e− Diélec.

Plasma Conduct.

Isolant

➠ Unedéchargea lieu.

➠ Un plasma haute densitéest formé etse détend.

➠ Quand le plasma atteint l’anode, unarcest créé.
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2. Modèle mathématique de base et
problèmes
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~E

electron beam

interface

Plasma

Modèle :

➠ Mouvement dedeux fluides (e− + ions).

➠ Remise à jour dupotentiel électrique.
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8Modèle bifluide (2)

➠ Équations d’Eulerisentropique poure− et ions
{

(ne)t + (neue)x = 0

me

(

(neue)t + (neu
2
e)x

)

+ (pe(ne))x = qneφx

{

(ni)t + (niui)x = 0

mi

(

(niui)t + (niu
2
i )x

)

+ (pi(ni))x = −qniφx

➠ Équation dePoissonpour le potentiel

−φxx =
q

ε0
(ni − ne)
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➠ Conditions initiales(t = 0) : pas de plasma

ni = ne = 0

➠ Conditions aux limites :
➟ x = 0 (cathode) :ni = ne = n0 > 0

ui = ue = u0 > 0

φ = 0

➟ x = L (anode) :φ = φL > 0
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➠ ∃ interfacesfluide-videXe(t),Xi(t) = X(t).

➠Xe(t) → L très vite
(e− accélérés)

➠Xi(t) = X(t) =
interface plasma vide
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X(t) 6= interface fluide-vide classique.
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➠Long. deDebye: échelle des intéractions
électriques

ε0 kB T

ni,e q2

➠ Problèmes
➟ Densités très grandesdans le plasma.
➟ Trèspetite longueur de Debye.
➟ Petit maillagepour équation de Poisson.

⇓
Simulations num.1-D Difficiles, 2-D irréalisables
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➠ Utiliser un modèlequasi-neutredans leplasma

(ne = ni)

Mais près de l’interface plasma-videla quasineutralité
n’a plus lieu

➠ Quel est le modèle dans lefaisceau?

➠ Comment relier les deux zones ?

➠ Quelle est ladynamique de l’interface?
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3. La limite quasineutre dans le plasma
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➠ Eq. Eulerisentropique poure− et ions +Poisson
{

(ne)t + (neue)x = 0

me

(

(neue)t + (neu
2
e)x

)

+ (pe(ne))x = qneφx

{

(ni)t + (niui)x = 0

mi

(

(niui)t + (niu
2
i )x

)

+ (pi(ni))x = −qniφx

−φxx =
q

ε0
(ni − ne)
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Longueurs :L −→ x = Lx

Vitesses :u0 −→ ue,i = u0ue,i

Temps :L/u0 −→ t = L/u0 t

Densités :n0 −→ ne,i = n0ne,i

Pressions :p0 = n0miu
2
0 −→ pe,i(ne,i) = p0 pe,i(ne,i)

Potentiel :φL −→ φ = φL φ

⇓
3 paramètresadimensionnés

ε =
me

mi
η =

miu
2
0

qφL
≪ 1 λ =

qφL

q2/(ε0(n0L2)−1)
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16Modèle bifluide adimensionné (1)











(nη
e)t + (nη

eu
η
e)x = 0

ε
(

(nη
eu

η
e)t + (nη

e(u
η
e)

2)x

)

+ (pe(n
η
e))x =

nη
eφ

η
x

η











(nη
i )t + (nη

iu
η
i )x = 0

(nη
iu

η
i )t +

(

(nη
i (u

η
i )

2) + pi(n
η
i )

)

x
= −n

η
iφ

η
x

η

−λφη
xx = nη

i − nη
e
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17Modèle bifluide adimensionné (2)

➠ Conditions initiales(t = 0) : pas de plasma

ni = ne = 0

➠ Conditions aux limites :
➟ x = 0 (cathode) :ni = ne = 1

ui = ue = 1

φ = 0

➟ x = L (anode) :φ = 1
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φη → 0, nη
e, n

η
i → n, uη

i → ui, uη
e → ue
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Vitesses des électrons et des ions dans le plasma,
modèle bifluide

(n(ui − ue))x = 0 ⇒ n (ui − ue) = j 6= 0 (j < 0)
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(n, ui, j) satisfont






















nt + (nui)x = 0, jx = 0,

(1 + ε)
(

(nui)t + (nu2
i )x

)

+ ((pi + pe)(n))x

+

(

−2 ε ui j + ε
j2

n

)

x

= ε jt

pourx ∈ [0, X(t)] et t > 0.

Limite rigoureuse quasineutre pour Euler-Poisson :
voir [Cordier, Grenier] et [Slemrod,Sternberg]
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20Limite quasineutre formelle η → 0 (3)

➠ La limite est valide pourx ∈ [0, X(t)− δ], (δ > 0)

i.e. loin de l’interface

➠ Le système esthyperbolique(bien posé) ssi
n > nH(j)

i.e. Ut +Df(U)Ux = 0,

avecDf(U) matrice diagonalisable dansR.
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21Limite quasineutre formelle η → 0 (3)

Conditions aux limites

➠ x = 0 : n = 1 etui = 1.

➠ x = X(t) : lesvitesses caractéristiquesµ+ etµ−
sont telles que

µ+ − dX

dt
> 0

µ− − dX

dt
< 0 ssi n(X(t), t) > nP (j)

n(X(t), t) > nP (j) ⇒ unecondition aux limitesnécessaire
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3. Modèle de Child-Langmuir dans le

faisceau d’électrons
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23Redimension du modèle dans le faisceau (1)

➠ Dans[X(t), 1] il n’y a que desélectrons

➠ Ils obéissent au modèle un-fluideEuler-Poisson



















(nη
e)t + (nη

eu
η
e)x = 0

ε
(

(nη
eu

η
e)t + (nη

e(u
η
e)

2)x

)

+ (pe(n
η
e))x =

nη
eφ

η
x

η
λφη

xx = nη
e

➠ Conditions aux limites :φ(X(t)) = 0, φ(1) = 1
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24Redimension du modèle dans le faisceau (2)

➠ À l’anodex = 1, on attend des vitesses telles que

meu
2
e ∼ qφL

➠ En versionadimensionnée ue ∼ 1/
√
εη ≫ 1

➠ Vitesseredimensionnéeue =
1

√
εη
ūe















√
εη (n̄e)t + (n̄eūe)x = 0

√
εη (n̄eūe)t + (n̄eū

2
e)x + η (pe(n̄e))x = n̄eφ̄x

−λφ̄xx = −n̄e
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➠ La limite η → 0 donne leproblème de
Child-Langmuir











(n̄eūe)x = 0

(n̄eū
2
e)x = n̄eφ̄x

−λφ̄xx = −n̄e

➠ Modèle stationnaire :e− si rapide⇒ ils
traversent[X(t), 1] instantanémment

➠ Le problème de Child-Langmuir a unesolution
explicite [Langmuir & Compton (30’s), Degond & Raviart
(90’s)]
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➠(n̄eūe)x = 0 ⇒ n̄e(x, t)ūe(x, t) = j̄e(t)

➠(n̄eū
2
e)x = n̄eφ̄x ⇒

n̄eūe(ūe)x + ūe(n̄eūe)x = n̄eūe(ue)x = n̄eφ̄x

⇒ ūe(ūe)x = (ū2
e/2)x = φ̄x

Mais ūe(X(t), t) = lim
η→0

√
εηue(X) = 0 et φ̄(X) = 0

⇒ ūe(x, t) =
√

2 φ̄(x, t)
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φ̄xx = n̄e ⇒ φ̄xφ̄xx =
j̄e
ūe
φ̄x =

j̄e
√

2φ̄
φ̄x

(φ̄2
x/2)x = j̄e(

√

2φ̄)x

Après intégration

φ̄2
x(x, t) − φ̄2

x(X(t), t) = j̄e

√

2φ̄(x, t)

Et donc
∫ x

X(t)

φ̄x(x, t)
√

φ̄2
x(X(t), t) + j̄e

√

2φ̄(x, t)
dx = x−X(t)
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Changement de varx 7→ u = φ̄(x, t) ; du = φ̄x dx et

∫ φ̄(x)

φ̄(X(t))

1
√

φ̄2
x(X(t), t) + j̄e

√
2u

du = x−X(t)

Condition aux limites en x=1,̄φ(1) = 1

⇓
Relation entrēje et φ̄x(X(t), t)
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jCL

(1 − X(t))−1

j

φ̄x(X)

➠ Le courant maximal est atteint pour :

φ̄x(X(t)) = 0

➠ Courant maximal =courant de Child-Langmuir

j̄e = j̄CL =
4
√

2

9
λ

1

(1 −X(t))2
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30Bilan

➠ Modèle quasineutre dans le plasma
➟ Que vaut lecourantj dans le plasma?
➟ Si n(X, t) > nH il faut uneCL enx = X(t) ?

➠ Modèle de Child-Langmuir
➟ Que vaut lecourant−je dans le faisceau?

➠ Quelle est ladynamique de l’interface?
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4. Réponse : Problème de couche limite en
x = X
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➠ Près de l’interface :modèle bifluide

➠ Zoomsur l’interface :ξ =
x−X(t)

β

β = taille de la couche limite enX

➠ Pour voir les effets ducouplage:

- redimension du potentielφ(x, t) = η ψ(ξ, t)
- taille de la couche limiteβ = η2

- ne,i(x, t) = ñe,i(ξ, t)
- ue,i(x, t) = ũe,i(ξ, t)
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➠ Limite η → 0



























(ni(ui − σ))ξ = 0 ,

(niui(ui − σ) + pi(ni))ξ = −niφξ ,

(ne(ue − σ))ξ = 0 ,

(εneue(ue − σ) + pe(ne))ξ = neφξ ,

−λφξξ = ni − ne ,

➠ Conditions aux limites :
ξ → −∞ : Plasma

ξ → +∞ : Faisceau
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Ce problème se ramène à un sytème différentiel dont
on analyse les portraits de phase

⇓

1- Vitesse de l’interface
dX

dt
(t) = ui(X(t), t)

2- Continuité du courantj = 0 − j̄e√
η ε
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3- Condition aux limitespour le plasma à l’interface:

n(X(t) − 0) ∈[nH , nP ] = Domaine supersonique

⇔
Critère de Bohmpour les gaines d’ions

see [Ben Abdallah-Mas-Gallic-Raviart], [Franklin-Ockendon],
[Ha-Slemrod], [Riemann], [Slemrod]



MH Vignal- Exposé CEA-CESTA, 25 Mars 2004-

36Fermeture du modèle

➠Quel est lecourant?

Hypothèse :

Le courant émisdans le faisceau estmaximal

(φ̄x(X) = 0)
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37Résultats numériques (1)

me = 9, 1.10−31 kg mi = 2000me = 1, 67.10−27 kg

⇒ ε = 5, 44.10−4

Ti = Te = 1, 16.104K φL = 106V ⇒ η = 10−6

n0 = 1018m−3 L = 10−1m ⇒ λ = 5, 5.10−3
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38Résultats numériques (2)

Paramètres physiques

ε = 5, 4 .10−4 η = 10−6 λ = 5, 5.10−3

Paramètres numériques

ε = 0, 5 η = 10−4 λ = 10−3
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39Résultats numériques (3)
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40Résultats numériques (4)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Distance à la cathode

D
en

si
té

Électrons
Quasineutre

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

Distance à la cathode

V
ite

ss
e

Électrons
Quasineutre

Densité et vitesse électroniques dans le plasma,
modèles bifluide et quasineutre



MH Vignal- Exposé CEA-CESTA, 25 Mars 2004-

41Résultats numériques (5)
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43Travaux en cours (1)

➠Problème :domaine d’hyperbolicité
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Densité du plasma quand la condition d’hyperbolicité
n’est plus vérifiée
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44Travaux en cours (2)























nt + (nui)x = 0, jx = 0,

(1 + ε)
(

(nui)t + (nu2
i )x

)

+ ((pi + pe)(n))x = −nψx

ε jt +

(

2 ε ui j − ε
j2

n

)

x

= nψx

for x ∈ [0, X(t)] et t > 0.

On peutéliminerψ en sommant les équations surui et

j ⇒ modèle précédent
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45Travaux en cours (3)

Analyse de stabilité linéaire d’une petite perturbation
d’un plasma uniforme, stationnaire et quasineutre

⇓

Perte d’hyperbolicité⇔ Instabilités double faisceaux,
connus dans les plasmas parcourus par un fort courant
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