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Chapitre 1

Introduction

1.1 Qu’est qu’une équation aux dérivées partielles 7

Une équations aux dérivées partielles (e.d.p.) est une équation dont 'inconnue
est une fonction et portant sur les dérivées partielles de cette fonction.
Sionnoteu : IR"(ou 2 ouvert de R") — IR alors I'équation s’écrit sous
la forme
F(x,u(x), Du(z), D*u(x), - -- , DPu(x)) = 0,

avec n et p des entiers strictement positifs donnéset F' : R"xIRxIR"x R™ x---xIR"”
est une fonction donnée. L’entier p est appelé 'ordre de I'e.d.p.

Les e.d.p. proviennent de la modélisation mathématique, c’est a dire de la tran-
scription en équations, de problemes intervenant dans tous les domaines des sciences
: physique, chimie, biologie, finance...

1.2 Classification des e.d.p.

On distingue trois grandes catégories d’équations aux dérivées partielles :

- Les équations de type elliptique dont le prototype est 1’équation de Poisson
donnée par

n 82
~Au(r) = =3 G le) = f(2).
pour tout z = (z1, -+ ,z,) € 2 C R", ou f:Q — IR est une fonction donnée.

L’inconnue est la fonction u : 2 — IR.
- Les équations de type parabolique dont le prototype est ’équation de la chaleur

T (z,t)
ot

pour tout x € Q C IR" et ¢t > 0. L’inconnue est la fonction 7" : Qx ]0, +oo[— IR.

— AT(z,t) =0,
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- Les équations de type hyperbolique dont les prototypes sont

- I’équation de transport

ou ou
E(Ilf,t) —I—a% = O,

pour tout x € Q C IR, tout t > 0 et o @ € R est donné.

- I’équation des ondes

0*u 0%u
@(%t) - @(%t) =0,

pour tout x € 2 C IR et tout ¢t > 0.

Pourquoi les appellations elliptique, parabolique et hyperbolique 7
Au départ, elles proviennent du fait que si 'on considére une e.d.p. exactement
d’ordre 2 (c’est a dire faisant intervenir des dérivées partielles d’ordre 2 et 1) a
coefficients constants, du type
0%u 0%u 0%u ou ou

+d— +e — + fu= second membre,

b
@ or? + 0x0y te 0y? ox dy

avec a, b, ¢, d, e et f dans IR donnés. Alors cette e.d.p. est dite
- elliptique si ¢(z,y) = ax? + bxry + cy®> = —1 est une ellipse.
- parabolique si q(z,y) = az? + bz y + cy* = —1 est une parabole.
- hyperbolique si q(z,y) = az?* + bz y + cy* = —1 est une hyperbole.

Il est facile de vérifier cette propriété pour les équations de Poisson en dimension 2,
de la chaleur et des ondes en dimension 1.

En effet, pour I'équation de Poisson en dimension 2, on a ¢(z,y) = —2?—y? = —1,
qui est I’équation d’un cercle et donc d’une ellipse particuliere. Pour I’équation de
la chaleur en dimension 1, on a ¢(t,r) =t — 2? = —1, qui est bien I"équation d’une
parabole. Enfin, pour I’équation des ondes en dimension 1, on a q(¢, ) = t*—2? = —1,
qui est bien une hyperbole.

Les appellations elliptique, parabolique et hyperbolique s’étendent pour les autres
e.d.p. lorsqu’elles s’apparentent aux équations de la forme précédente. En particulier,
c’est le cas pour ’équation de transport. En effet en posant dans 1’équation des ondes
¢o = Ou/Ot et ¢, = —0u/Ox, on obtient

dpo  Op1
ot " or Y
dp1 0Py
ot + ox =0,

ce qui s’écrit encore

o) (5 0) s ()= ()
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et en notant U le vecteur (¢g, ;) et A la matrice, on obtient une généralisation
bidimensionnelle de I’équation de transport

oU ou
— 4+ A—=0.
ot ox
Ceci explique I'appellation hyperbolique pour I’équation de transport.
Enfin, pour conclure, des équations du méme type nécessite des outils mathéma-

tiques similaires, d’ou I’envie de regrouper ceux qui se ressemblent...

1.3 Objectifs de ce cours

Le but de ce cours est d’étudier la classe particuliere des équations elliptiques
linéaires d’ordre 2. Nous nous intéresserons tout d’abord au probleme continu.
En particulier, nous montrerons des résultats d’existence et d’unicité de solutions.
N’ayant que 24 heures de cours nous ne ferons qu’évoquer les résultats de régularité
de la solution ainsi que ses propriétés qualitatives (ex : positivité, continuité par
rapport aux données du probleme,...).

Bien évidemment, la modélisation de problemes pratiques conduit & des systemes
d’e.d.p. bien plus complexes que celles citées ci dessus. En général pour celles-ci, on
ne sait pas montrer de résultats d’existence et d’unicité de solutions.

Enfin, bien qu’on sache que la solution d'une équation elliptique linéaire d’ordre
2 existe et soit unique, il n’est pas possible, en général, de la déterminer de maniere
explicite. Nous verrons sur un exemple simple, les différentes techniques existantes
pour calculer une approximation de ces solutions. Enfin, nous étudierons en détails les
techniques d’éléments finis qui permettent d’obtenir explicitement une approximation
de la solution d’une équations elliptiques linéaires. Nous donnerons le principe de la
méthode ainsi que des résultats de convergence de la méthode.

Je termine cette introduction par une bibliographie pour ce cours.

Pour des questions de base liées a ’analyse fonctionnelle, on pourra se référer
au livre de H. Brezis [1]. Pour la théorie sur les probléemes elliptiques, on pourra
commencer par ce méme livre [1], puis celui de P.A. Raviart et J.M. Thomas [7],
enfin pour les tres currieux qui voudront aborder des questions plus pointues ils
pourront utiliser le livre de J.L. Lions et E. Magenes [5]. Enfin, pour plus de détails
sur les techniques éléments finis, on pourra se référer aux livre de P.A. Raviart et
J.M. Thomas [7], de J.C. Nedelec [6], de A Ern et J.L. Guermond [4] et de G. Dhatt
et G. Touzot [3].
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Chapitre 2

Forme générale, exemple simple et
propriétés importantes

2.1 Forme générale

On se donne € un ouvert quelconque de IR" (n > 1), une matrice A = (a;;)1<i j<n
de taille n x n dont les coefficients a;; : € — IR sont des fonctions de L>(2) et une
fonction ap : @ — R dans L*>*(Q).

On considere alors 'opérateur £ défini par
Lu(z) = —div <A(:c) Vu(a:))—l—ao(x) u(z) (2.1)

7o (w05 )) + ale)uto)

pour presque tout x € 2.
On suppose qu’il existe ag > 0 tel que

ap(x) > o, pour presque tout x € €. (2.2)

Définition 1 On dit que L est (uniformément) elliptique s’il existe o > 0 telle que
oD ay@) &&= allél,
i=1 j=1

pour presque tout v € Q etVE = (&,--- ,&,) € R" et ot ||-||2 est la norme euclidienne

de R".

L’exemple le plus classique est celui du laplacien

0%u 0%u 0%u
— _A R O e O S
Lu(r) u(z) 2 (z) o2 (z) 52 (z),

pour tout x € €.
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Dans ce cas, A est la matrice identité de taille n et donc a; = 1 pour tout
i=1,---,neta;=0pourtout ¢,j =1,---,n tels que ¢ # j, on note a;; = J;; pour
tout 4, j.

Remarquons que

n n n
2 2
> a@&g = &= €l
i=1 j=1 i=1

on peut donc choisir a = 1.

Dans ce cours, nous traiterons principalement I’exemple du laplacien avec divers
conditions aux limites. En effet, le cas général (2.1) se traite de maniére identique
comme nous le verrons en travaux dirigés.

2.2 Un exemple simple en une dimension d’espace

2.2.1 Présentation du probleme, existence et unicité

On commence par regarder un exemple tres simple en dimension une, afin de
bien comprendre les propriétés caractéristiques des équations elliptiques (linéaires
d’ordre 2).

On considere ’équation de Poisson en dimension une avec conditions aux limites
de Dirichlet homogene.

{ —u"(z) = f(z), Va€]0,1] (2.3)

u(0) = u(l) =
ou f € C([0,1]) est donnée.

Remarque 1 1. Le probleme (2.3) n’est pas une équation auz dérivées partielles
mais une équation différentielle ordinaire. Remarquons toutefois qu’on ne peut
pas utiliser le théoreme de Cauchy-Lipschtitz pour montrer [’existence et ['unicité
d’une solution. En effet, ce n'est pas un probléeme de Cauchy. On rappelle que
cette équation d’ordre 2 est équivalente au systeme d’ordre 1 suivant

(2) =% D () (%)
w(0) = u(1) = 0.

Ainsi, le probleme de Cauchy consisterait a se donner u et v’ a “linstant ini-
tial” x = 0.

2. Les conditions aux limites u(0) = u(1) = 0 sont dites de Dirichlet homogéne :
Dirichlet car on impose la valeur de la fonction au bord (on pourrait par exemple
imposer la valeur de u’) et homogene car la valeur imposée est 0.
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Proposition 1 Pour tout f € C([0,1]), il existe un unique u € C?([0,1]) solution
(classique) de (2.3) et donnée par

1
ule) = [ Glo) fo)dy, Ve .1 (2.4
0
ou G s’appelle la fonction de Green du probleme et est définie par

— y(l—l’), s10<y<u,
G(:U,y)—{ x(l—y), siz<y<l.

Preuve : Faite en travaux dirigés

On montre tout d’abord 'existence. Pour cela on peut procéder de deux facons :
soit on integre deux fois I’équation, soit on montre directement que l’expression (2.4)
est solution de (2.3). Ici, on montre que (2.4) est solution de (2.3).

Soit u donnée par (2.3), alors pour tout = € [0, 1]

ZZ (/G““/ ) dci (/Oxy(l_x)f(y)d%/:x(l—y)f(y)dy>7

1

(1-a) f(x)—/ v f(y >dy—x<1—x>f<x>+/ (1—y) f(y) dy,

0 T

:/z f(y)dy—/o y f(y)dy

Notons déja que u € C*([0, 1]), et

donc u € C?%([0,1]) et est solution de (2.3). Ceci montre I'existence.

Pour montrer 1'unicité, on remarque que le probleme étant linéaire, il suffit de
montrer que si f = 0 la seule solution de (2.3) est la fonction nulle. En effet, si u; et
ug sont deux solutions de (2.3) pour f donnée, alors

d?
—@(Ul —ug)(x) =
u(0) =u(l) = 0.

Pour montrer que la seule solution pour f = 0, est la fonction nulle, on montre que
toute solution de (2.3) s’écrit sous la forme (2.4). En effet, pour tout = € [0, 1]

1
/ G(z,y)0dy = 0.
0

Soit donc u solution de (2.3), en intégrant deux fois, on obtient

—//f(y)dyds+aac+b,
0o Jo
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avec a, b dans IR déterminées par les conditions aux limites u(0) = u(1) = 0.

On obtient b =0 et .
0= / / F(y) dy ds.

1]
—:U//f dyds—//f ) dy ds

On utilise alors le théoreme de Fubini afin de calculer I'intégrale en la variable s.

On obtient alors
—:13/ / fly)dsdy — / / f(y)dsdy,
= / y)dy — / fW)(y —z)dy,
0

- / (£ (1= 9) + X (w) (1 — ) F(y)dy,

oll X[o,2) st la fonction caractéristique de I'intervalle [0, 2] donnée par

D’ou, pour tout x € [0, 1]

1, siye|0,z],
X(oal (y) = { 0, sinon.

Soit G : [0,1]*> — IR définie par G(z,y) = z(1 —y) — (z — y) Xjo,,)(y) pour tout
(z,y) € [0,1)% alors siy € [0, z], G(z,y) = z(1—y)— (z—y) =y (1 —z) et si y €]z, 1]
alors G(z,y) =z (1 —y).

Ceci termine la démonstration de la Proposition 1.

2.2.2 Propriétés importantes a retenir

De l'expression (2.4), nous allons déduire plusieurs propriétés qui sont caractéris-
tiques des solutions de problemes elliptiques.
Tout d’abord, les équations elliptiques sont régularisantes. En effet

Propriété 1 Pour tout k € N,
f€Ck(0,1]) = u e C*2([0,1)).

La preuve de ce résultat est évidente puisque u” = —f.
La deuxieme propriété est que la solution dépend de maniere continue du paramet-
re (ou de la donnée) f. C’est a dire

Propriété 2 La fonction

T: C([0,1) — C?([0,1)])
f +—— u solution de (2.3)

est linéaire et continue. On a

ullc2q0,1) < 41 flleo)-
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Preuve : Pour tout f et g dans C([0, 1]) on note uy et u, les solutions de (2.3) avec
seconds membres respectifs f et g. Soient A et p dans IR, alors la solution de (2.3)
avec second membre A f + p g est donnée par Auy + pu, puisque —(Aug + puy)” =
—Auy —pug =X f + pgdeplus Aup(0) + pug(0) = Aug(1) + puy(1) = 0.

Ainsi, T est linéaire, et pour montrer que 1" est continue, il suffit donc de montrer
qu’il existe C' telle que pour tout f dans C([0,1]),

NT()llc2qo,1)) = lulle2oayy < Cllflleqos

ou u = T(f) est la solution de (2.3) et ou I'on rappelle que

I flleqoay = SL[BPH f(@)] et ullezoy) = lulleqon + 14leqon + 14" [leo,-
xe|0,

Or, d’apres la Proposition 1, pour tout x € [0, 1], on a

u(a)| = /OlG(x,y)f(y)dy‘é [va-aral+ Llw(l—y)f(y)dy',
< [1r@ar+ [ 1501y < llcqon [ dy =1l

De plus
/(z)] = x(l—x)f(fv)—/o yf(y)dy—x(l—xmx)—/o v Fy)dy|.
-| [ rwa- [ yf(y)dy‘é [ i@y [ 1rwldy <21l
et
[u" ()] = [ f(@)] < I flleqo.)-
On a donc

ull 20,1 < 41 flleo)-

Enfin la derniere propriété que nous donnerons, s’appelle le principe du maximum
et se résume en la propriété suivante

Propriété 3 (Principe du maximum) Soient f € C([0,1]) et u solution de (2.3),
alors
f<0=u<0.

Preuve :

On suppose f(z) < 0 pour tout x € [0, 1]. Remarquons alors que G(z,y) > 0 pour
tout =, y dans [0,1]. Ainsi, pour tout € [0, 1], u(x) est l'intégrale d’une fonction
négative et est donc négative.

On montre alors facilement le résultat suivant

Corollaire 1 Soient f € C([0,1]) et u solution de (2.3), alors

f>0=u>0.
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Preuve :
11 suffit de remarquer que si u est solution de (2.3) alors —u est solution de

{ ZCare) = st Va el
—u(0) = ~u(1) = 0.

D’apres le principe du maximum (Propriété 3), on a alors

soit le résultat.

2.2.3 Notion de formulation variationnelle

On rappelle que la solution du probleme

—u"(x) = f(2), vV €0,1], (2.5)
u(0) = u(1) =0,
est donnée par X
wa) = [ G sy Veeb, (2.7

avec ( )
_ yl_xv Sloﬁ?/ﬁ%
G(a:,y)—{ z(l—y), stz <y<l.

Notons alors que pour que (2.5) ait un sens, on doit avoir u € C?(]0, 1[) (ce qui impose
f € C(]0,1])) et pour que (2.6) aient un sens, on doit avoir u € C([0, 1]). Ainsi, la
formulation classique du probleme elliptique (2.5), (2.6) est :

Trouver u € C%(]0,1[) N C([0,1]) tel que (2.5), (2.6) soient satisfaites.

Malheureusement, cette vision classique ne suffit pour décrire la réalité physique.
En effet, dans beaucoup de problemes pratiques, on est amené a considérer des quan-
tités non régulieres, comme par exemple pour décrire la rupture d’un barrage, le
freinage d’une voiture...

Remarquons de plus, que 'expression (2.7) de la solution ne nécessite pas au-
tant de régularité sur f pour avoir un sens. En particulier, si f € LP(]0,1[) pour
p € [1,400], cette expression est bien définie. Mais en quel sens 1'équation est elle
alors satisfaite ? Nous verrons dans le cas général qu’elle est satisfaite au sens des
distributions. De plus, remarquons que si f € LP(]0, 1[) alors comme u” = —f au
sens des distributions, on a alors «” € L”(]0,1]) ce qui nous ameéne naturellement a
nous placer dans le cadre des espaces de Sobolev.

C’est pourquoi, dans le chapitre suivant, je vais commencer par quelques résultats
d’analyse fonctionnelle qui nous seront utiles pour traiter le cas de 1’équation de
Poisson en dimension plus grande que 1.
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Chapitre 3

Notions de base d’analyse
fonctionnelle

3.1 Les distributions

3.1.1 Définition et exemples

Définition 2 Soit Q2 un ouvert de IR", n > 1, on note D(Q2) ou C°(2) ’espace des
fonctions a valeurs réelles, infiniment dérivables sur €2 et a support compact contenu
dans €.

Pour K C Q compact, on note C(Q) l'ensemble des fonctions de C°(82) a
support dans K .

Les fonctions de D()) sont appelées les fonctions test.

Définition 3 On dit que u est une distribution (réelle) dans l'ouvert @ C R™ (n > 1)
si u est une forme linéaire sur D(Q) :

u : D)

— R
o = u(

P) =< U, @ >pra)p@)=< U @ >,

qui vérifie la propriété de continuité suivante :
Pour tout K C Q) compact, il existe Ax > 0 et p € N tels que

| <u,p>|< Ag sup  |0%¢(x)],

zeK, |a|<p
pour tout ¢ € C¥ () et ou pour tout x = (x1,--+ ,x,) € Q et tout o € N" (multi-
entier)

dlely

o* = —
# (@) Ox(* - - Qxfn

avec o] = aq + -+ + .
On note D'(?) lespace (vectoriel) des distributions dans €.

Exemples importants :
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Exemple 1 : On définit la distribution (ou mesure ) de Dirac en un point a € R",
de la maniere suivante :

< dg, >D/(R™)xDR") = ¢(a),

pour tout ¢ € D(IR").
Cette application est bien linéaire en ¢ de plus, elle vérifie la propriété de conti-
nuité. En effet, pour tout K C IR" compact, on a

| < 0a, 0 > | = p(a) < suplp(x)],
rxeK

pour toute fonction ¢ € C(£2).
On peut montrer qu'’il n’existe pas p € N U {oo} tel que §, € L} (IR™).

loc

Exemple 2 : L’exemple nous intéressant le plus dans ce cours est celui des

fonctions localement sommables L}, () (qui contient L'(Q)). Je rappelle que

L .(Q) = {f € LY(K) ; pour tout K C compact}.

Pour toute fonction f de L;,.(Q2), on définit une distribution associée, encore notée f
(nous verrons pourquoi on peut faire cet abus de notation), par

< fip>= /Qf(:c) o(x) dz, pour tout ¢ € D(Q)

Cette application est bien linéaire en ¢ de plus elle vérifie la propriété de continuité
puisque pour tout K C €2 compact, on a

< fop> | < suplo(@)] / (@) d,
zeK K

pour toute fonction ¢ € C(§2).
L’utilisation de la méme notation est possible car si deux fonctions sont égales
dans L] (), elles sont égales presque partout et donc définissent la méme distribu-

tion. Réciproquement si deux distributions, associées & des fonctions de L}, (), sont
identiques alors les deux fonctions sont égales presque partout et donc dans L} (Q).

loc
Ceci se démontre grace au résultat suivant

Théoreme 1 Soit f € L], () ot Q est un ouvert de R™ (n > 1) alors

loc

/ fl@)p(z)de =0, YepeDQ) < f=0 presque partout dans ).
0

Remarque 2 Notons pour terminer que toute fonction de L*(2) est une fonction de
L} () grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz. En effet pour toute fonction f € L*(Q)

loc
et pour tout K C €2 compact, on a

[ 1r@lds < ( / m)m ( / |f<x>|2das>1/2§m T
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3.1.2 Convergence et dérivation dans I’espace des distributions D’'((Q2)

On commence par définir la notion de convergence dans D'(f2).

Définition 4 (convergence dans D’'(Q2)) On dit qu’une suite de distributions
(uj)jen C D'(Q2) converge vers u dans D'(S2), si pour tout p € D(Q)

< uj,p >—<u,> dans IR lorsque j — +o0.

Remarque 3 (importante) Il y a unicité de la limite dans D'(2). En effet, ceci
découle de l'unicité de la limite dans R, si u; — uy et u; — uy dans D'(Q) alors
<y, >— < Uy, >=< Uy, p >, pour tout p € D(Q) et donc uy; = uy dans D'(Q).

Définition 5 (Dérivation dans D'(2)) Soit u € D'(2), on note du/0x; la distri-
bution définie par
Oy

< Ou > <
JR— _ — u, —
gp 781‘1

>
axz ) Y

pour tout p € D(2).
Ou/0x; est la dérivée partielle au sens des distributions de u par rapport a x;.

Remarque 4 Nous verrons en travaux dirigés que la dérivée d’une fonction réquliére
coincide avec sa dérivée au sens des distributions.

Exemples de calcul de dérivées dans les distributions:
Exemple 1: On considere la fonction de Heaviside, définie par

0, six<0,
1, sinon.

H(z) = {

Cette fonction est clairement dans L}, .(IR). Cette fonction n’est pas dérivable sur R
puisque qu’elle est discontinue en 0. Calculons sa dérivée au sens des distributions.
Soit ¢ € CX(IR), on a par définition de la dérivée au sens des distributions

+0o0

<H p>=—<H, >:—/H(:E)90’(x)d:17:— ¢ (r)dx.
R 0

Soit a > 0, tel que supp(yp) C [—a, a], alors

<Hip>=— [ ¢la)da = ~(9(a) - 9(0))= 60).

car ¢(a) = 0. Ainsi
< H',p >= ¢(0) =< &, p >,

et
H/ == (50,

dans D'(IR).

Plus généralement, on montre le résultat suivant.
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Théoreme 2 Soit a = ap < a1 < --- < ap, < apy1 = b, p+ 2 réels ordonnés, on
considére u :]a, b[— IR une fonction de classe C' sur chaque intervalle |a;, a;y 1] pour
1=0,--+,p

Alors pour tout i = 1,--- ,p, les limites
lim w(a; +¢):=u(a; +0), et lim wu(a; —e) :=u(a; —0),
e—=0 e—0
e>0 e>0

sont ﬁmes La fonction u est dans L}, (]a,b]) et sur chaque intervalle |a;, a;y1| pour
i=0,---,p sa dérivée au sens classique, notée v; existe et est dans L},.(|ai, aiy1]).

De plus, sa dérivée au sens des distributions est donnée par la formule suivante,
appelée formule des sauts

p

:Z]z]w+l[vl+z( (i +0) = w(a; = 0)) &

i=0
ol g, 05, ((®) =1 st x €la;, a1, et 0 sinon.
On termine par un résultat de continuité de la dérivation dans D’(§2)

Théoréme 3 (Continuité de la dérivée au sens des distributions)
Si une suite (u;);en C D'(Q2) converge vers u dans D'(2) ot Q désigne un ouvert
de R™ (n > 1), alors pour tout p € IN et tout o € IN" tel que |a| < p

0% — 0% lorsque j — +oo dans D'(N).

Preuve :
Pour tout ¢ € D(Q), on a

< 0%y, >= (—1) <y, 0% > — (1) <, 0% >=< 9%, > .

3.2 Espaces de Sobolev d’ordre entier : H"({2), m € N

Pour plus de résultats sur les espaces de Hilbert, on pourra se reporter au livre
de H. Brezis [1].

3.2.1 Définition et premieres propriétés

Définition 6 Soit Q un ouvert de R" (n > 1), m € IN, on dit que u € H™(2) si
u € L*(Q) et si toutes ses dérivées, au sens des distributions, jusqu’a l’ordre m sont
encore dans L*(Q).

H™(Q) = {u € L*(Q); Va=(ar, - ,a,) € N avec |a] <m on a 0®u € L2(Q)},

avec | |
o

goy — O

aajtlxl . ax%n ’

et x = (z1,---,2,) €
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Théoreme 4 Muni du produit scalaire

(U, V) = Z /aau(x) 0% (z)dx, pour tout u, v dans H™(2),
aeNn /&
laf<m

lespace H™(2) est un espace de Hilbert.

Preuve :

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (espace
préhilbertien) qui est complet (toute suite de Cauchy converge dans I’espace) pour la
norme associée au produit scalaire.

L’espace H™(f)) est clairement préhilbertien, montrons qu'il est complet pour la

norme
fulfiy = 3 [ [oruto)

aeN"
|a|<m

2
dz.

Soit (uj)jen € H™(2) une suite de Cauchy. Alors (u;)jen est de Cauchy dans
L*(2) et pour tout @ € IN" tel que 1 < |a] < m, (0%u;) ;e est de Cauchy dans L*(Q).

Mais L?(2) est complet, donc il existe u € L*(Q) et u, € L*(2) pour tout @ € N"
tel que 1 < |a] < m, tels que

u; — u, dans L*(Q),
O“u; — u,, dans L*(Q) pour tout o € N” tel que 1 < |a < m.

Il reste a montrer que u, = d%u. Pour cela, on commence par utiliser la continuité
de l'injection canonique de L*(Q) dans D'(2). En effet, pour tout ¢ € D(£), d’apres
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

<uj = u, 9 >< [elloo VI g — ull @),
< 05— 1y > 9lloo VIO 0% — tall 2
pour tout & € IN" tel que 1 < |a| < m. Et donc
u; — u, dans D'(Q),
0%u; — u,, dans D'(Q) pour tout o € IN" tel que 1 < |a| < m.
Mais la dérivation dans D’'(2) est continue, et ainsi
0% — 9%, dans D'(Q) pour tout aw € N" tel que 1 < |a| < m.
Par unicité de la limite dans D’(Q2), on obtient
Uy = 0%,  pour tout @ € N" tel que 1 < |a] < m,

dans D'(2) et donc dans L*(2) puisque u, € L*(9).
Et donc,
u; — u, dans H™(Q).

Ce qui termine la démonstration.
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Théoréme 5 D(IR") est dense dans H™(IR").

Preuve : Voir feuille de TD master 1 fondamental, pas au programme en IMAT.

Remarque 5 1. Attention, si Q # IR", D(Q) n’est pas dense dans H™ (). Si Q

est suffisamment régulier (0 de classe C™) D(IR") (et donc D(Y)) est dense
dans H™(X2).

2. Les espaces H*(IR™) pour s € IR peuvent étre défini a l'aide de la transformée
de Fourier (voir le livre de Lions-Magenes [5]).

3. Les espaces W™P(Q2), m € N et p € [1,400] généralisent les espaces H™(12).
Ils sont définis par

WmP(Q) = {u e LP(Q); Va= (a1, ,a,) € N" avec |a] <m on a 0%u € LP(Q)}.

On remarquera que H™(Q2) = W™2(Q).

3.2.2 Le cas particulier des fonctions de H'(Q2) et H?(2)

Dans ce paragraphe €2 désigne un ouvert de IR", n > 1. On rappelle que

ou
3@»

et que le produit scalaire sur H'(f2) est donné par

(u,v); = /Qu(x) v(z)dx + Z/ g;i (x) g;: (x)dx,

pour tout u, v dans H'(Q).
Ainsi la norme associée est donnée par

HY(Q) = {u€L2(Q) ; € L*(Q) pour tout i = 1,--- ,n},

2
u

0
al’i

ullFro) = lullfa@ + ) :
i=1 L2(Q)

On utilisera également une norme équivalente (exercice), notée de la méme maniere,
définie par

" || ou
el = lellziey + 3 |15 |
im1 11 9TillLz (o)
De meéme,
2 2 8u 9 .
H (Q)Z{UEL () ; 5 € L*(Q) pour tout 1 =1,--- ,n
L
52
et axi;xj € L*(Q) pour tout 4,5 =1, ,n},
et la norme associée au produit scalaire est
lullfrz() = llullze(@) + e + :
(©) (@) ; (9(171 L2(Q) ; ; 833181-] L2(Q)
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3.2.2.1 Caractérisation des fonctions de H'(Q)
Théoréme 6 Sin =1 alors H'(Q) C C(Q).

Remarque 6 Les fonctions de H'(Q) sont des fonctions de L*()) et ne sont donc
définies que presque partout. Ainsi linjection du théoreme 6 signifie que dans la
classe d’équivalence de u il existe un représentant continu. Tous les éléments de la
classe d’équivalence de u sont égaux presque partout a ce représentant continu. On
choisit bien sur de travailler avec ce représentant continu.

Preuve du théoréeme 6 :
Soit u € H(R), on veut montrer qu’il existe u € C(Q) tel que u = @ presque
partout dans €.

Pour cela, on fixe un point xy quelconque dans €2 et on introduit une fonction «
définie par

pour tout x € €.
Notons que 4(z) a bien un sens pour tout = € 2 puisque d’apres l'inégalité de

Cauchy-Schwarz
[u(x)| < V| — ol |0 r2(0) < +o0.

Calculons la dérivée de @ au sens des distributions. Soit ¢ € D({2), on choisit a et b
dans R tels que supp(p) C [a, b] et tels que xg €]a, b], alors

b b x
<, >pypo)y=— < ¢ >= —/ a(z) @' (z)dr = —/ / u'(t) dt @' () du.
a a xo

On utilise alors le théoreme de Fubini afin d’intégrer le terme en ¢'.

t t=ux

Zo

Zo

Figure 3.1: Domaine d’intégration.
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x0 T b T
<ww>mmmnz—/’/zm>%>ﬁw— t/ww¢@me

xO

o b

:/ / u'(t) ¢’ dtdx—/ u'( x)dtdz,
Czo A

:/ /u(t) dxdt—/ u'( x) dz dt,
a t

b

w@@—<0ﬁ—éuw@@ pl1)) ot

0

Il
@\
&
g\

car p(a) = p(b) = 0.

Ce qui montre que @' = v’ dans D’'(2) et donc il existe C' € R telle que & = u+C
dans D'(Q) (voir feuille de TD 1). Mais @ et u étant dans L*(Q), on a & = u + C
presque partout dans 2. On pose

u=u—C, pour tout x € (),

alors, on a
@ =u, presque partout dans €.

De plus @ est continue sur ) puisque pour tout z, y dans €, on a
t)ydt — C — / t)ydt+ C|,

/ \_¢m—\wm@
Y

ja(z) —uly)| =

Remarque 7 Attention, sin > 1, le théoréme 6 est faux. En général, les fonctions
de H'(Q) (Q C R", n > 1) ne sont pas des fonctions continues (i.e. ne sont pas égales
presque partout a une fonction continue). En fait, on montre qu’elles peuvent avoir
des singularités mais celles-ci sont localisées sur des sous variétés de dimension au
plus n—2 (en dimension 2 au pire des points, en dimension 3 au pire des courbes...).

Exemple : d’une fonction de H' en dimension 2 ayant une singularité en un
point. On pose 2 = B(0,1/2) la boule de centre (0,0) et de rayon 1/2. On considere

la fonction i
u(z,y) = (ln (—1 ))
) - \/m 9

pour tout (z,y) € Q2 et ou k est un réel fixé dans ]0,1/2[.
Alors, u admet clairement une singularité en (0,0) puisque

1\
lim  wu(x,y) = lim <ln —) = +o0.
r

(:r,y)—>(0,0) r—0t
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On montre que u est bien dans H'(2). (Sera fait en exercice en TD ?777?)

2 / 1 ! de we 7" (1)% dr df
o = n| —F—— rdy = n(- rdrdb,
L2 Q Va2 +y? Y o Jo r

/2 71\ 2k 1/2
27r/ (—) rdr:27r/ ri=2k qr,
0 r 0

car Inz < z pour tout x > 0. Puisque k €]0,1/2[, 1 — 2k €]0, 1] et ainsi
ull720) < .

De plus
2mor1/2 or\? or\?\ du
2 = — — — rdrdf
i = [ () (5)) e
_ _ /2
2/ 1\***1 12 a2 ]
=27 k? In - —dr=|—(ln-
i /0 (nr) r [ (nr> 2k —1 < F0,

2k—1

car 2k — 1 < 0 et donc lim,_, (ln %) 0.

3.2.2.2 Traces et formules de Green

Lorsqu’on résout un probleme elliptique sur un domaine borné, on doit imposer
des conditions aux limites sur le bord du domaine, noté 02, par exemple en fixant la
valeur de la fonction.

Mais, lorsqu’une fonction n’est définie que presque partout, comment définir sa
valeur sur 02, qui est un ensemble de mesure nulle dans IR"™ 7

Nous allons voir que pour une fonction v de H'(2) on sait définir la valeur de u
sur le bord du domaine.

Avant cela, on commence par définir la régularité d’un ouvert.

Définition 7 On dit qu'un ouvert borné Q de R"™ (n > 2) est de classe C* pour k €
IN (respectivement Lipschitzien) si on peut trouver un nombre fini d’ouverts (O;)o<i<r
de R™ tels que Oy C Q, Q C UL ,0;, 00 C UL, 0; et tels que pour touti € {1,--- I}
il existe une application ¢; bijective de classe C* (respectivement Lipschitzienne) de
O; dans ’ensemble

B={z= (' 2) e R xR Jlzfl2 < 1},

ot || - ||2 est la norme Euclidienne de R™, de plus, l'inverse de ¢; doit étre de classe
C* (respectivement Lipschtizien) et tel que

»:(0;NQ) = {x =@ 2,) ER"' xR ||z]| <1 et x,, > O}:: BT,

et
$:(0: N Q) = {:c — (' 2) ER"IXR; |zfs <1 etz = 0}:: I,

Les ¢; sont des difféomorphismes de classe C* (respectivement Lipschitziens).
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Figure 3.2: Résumé géométrique de la définition précédente

Comme nous I'avons vu dans le paragraphe précédent, les fonctions de H'(Q)
(Q C IR"™) peuvent avoir des singularités mais celles ci sont localisées sur des sous
variétés de dimension n — 2. Ainsi, il va y avoir un sens a parler de la restriction
d’une fonction de H'(Q) sur une sous variété de dimension n — 1. Cette restriction
sera définie presque partout au sens n—1. C’est a dire que si n = 2, on pourra définir
les valeurs d’une fonction de H' sur des courbes pour presque tout point de cette
courbe.

On montre le résultat suivant

Théoréme 7 Si Q) est un ouvert borné de classe C', alors l'application
v (@ ) = (L0091 leem)
u u’aQ

est une application linéaire et continue et se prolonge de maniére unique en une
application linéaire et continue de H'(Q) dans L*(0S)) encore notée .

Preuve : Voir cours Master 1 fondamental [8], admis en IMAT.

Remarque 8 1. L’application trace v n’est bien sur pas injective, deux fonctions
de H*(Q) peuvent avoir la méme trace sans étre identiques. Elle n’est pas non
plus surjective & valeurs dans L*(2). On peut montrer que limage de H'(Q)
est un espace plus petit que L*(Q), c’est

H1/2(aQ) — {g c LZ(@Q) : (:c,y) — |g($) _g(y)

| >
=g € L (09 x 9Q) b,

on peut se restreindre a ne retenir que

HY2(0Q) = {g € L?*09); 3ue H(Q) telle que y(u) = g dans L*(00)} .

2. On désigne par HY(Q) ladhérence de D(Q) dans H'(QY) pour la norme de
HY(Q) :

(@) =)
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Ce qui signifie que les fonctions de H} () sont les limites dans H' () de suites
de fonctions de D(2).

Alors, Hy(Q) est le noyau de v, on a
HY(Q) = Ker(y) = {u e HYQ) ; v(u) =0 dans LQ((‘)Q)}.

Cette notion de trace va nous permettre d’introduire la formule de Green (Intégration
Par Partie en dimension plus grande que 1) pour des fonctions de H'(2).

Théoréme 8 Soit QO C IR"” un ouvert borné de classe C*, on note O sa frontiére et
v la normale unitaire 6 0S) extérieure a . Alors, pour tout u, v dans H'(Q), on a

ou
o 0z

ov
0@

(2) v(z) dx = /

o0N

7(w)(@) (v) () V() - € do() — / u() o (a) de,

ou do est la mesure superficielle sur O induite par dz et e; est le i vecteur de la
base canonique de IR™.

Preuve : Voir cours Master 1 fondamental [8], admis en IMAT.

Remarque 9 1. A titre d’exemple, pour fixer les idées, sin = 2 et si ) est la
boule de centre (0,0) et de rayon R > 0 donné, alors en passant en coordonnées
polaires, on a dx = rdrdf et do(xz) = Rdf. (voir tout bon cours de 2°™° année
sur lintégration sur les surfaces).

2. On peut remarquer que si u € H?(Q), alors Vu € (H*(Q))" et donc, on sait
définir Vu sur le bord de Q2. On notera v(Vu) bien que 'on devrait noter

(@) G)

On a alors la formule de Green suivante

Théoreme 9 Soit @ C R" (n > 1) un ouvert borné de classe C?, on note v la
normale a 0), extérieure a 2. Soit une matrice A = (a; ;)1<ij<n de taille n x n dont
les coefficients a;; : Q — IR sont des fonctions de L>(Q), soit de plus u € H*(Q2) et
v e HY Q) alors

/Q dz’v(A(:C) Vu(x)) v(x)dx
= /697<A Vu> () - v(z)y(v)(x)do(z) — / A(z) Vu(zx) - Vo(zx) dz,

Q

ot do est la mesure superficielle sur 0S) induite par dx.

Preuve : Voir cours Master 1 fondamental [8], admis en IMAT.
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3.2.3 Inégalités de Poincaré

On termine ce paragraphe par deux inégalités de type Poincaré, nécessaires pour
établir 'existence et 'unicité de solutions a certains problemes elliptiques.

Théoréeme 10 (Inégalité de Poincaré) On suppose que @ C IR" est un ouvert
borné de classe C*.
Alors, il existe Cq > 0 ne dépendant que de €, telle que

[ull2(@) < Ca [[Vull 2@,
pour tout u € HY(Q).

Preuve : Ne sera pas faite dans le cadre général en cours de Master 1 IMAT,
voir cours de Master 1 fondamental [8].

On montre ce résultat de maniere directe (il existe une démonstration par I’absurde
plus simple dans le cadre général) en une dimension d’espace pour permettre de com-
prendre pourquoi ce résultat est vrai.

Soit uw € HE(]0,1[) € H'(]0,1]), on travaille avec le représentant continu qu’on
note encore u (voir démonstration du théoréeme 6). Alors, pour presque tout z €]0, 1]

et donc

1 1 x 2
lllagon = / u(y)[2 dy = / ( / u'(y)dy) da

1 1 1
<[ ([ vwan) ao= ([ wena)
0 0 0
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1 1
uurmo,ms( / \u'(y)\Qdy) ( / my):uu’nimo,l[)-

Ce qui montre bien le résultat annoncé. Notons qu’ici C' = 1 ceci correspond a la
longueur du domaine. En dimension supérieure, cette démonstration donnerait pour
constante le diametre du domaine, c¢’est a dire

2 2

do = sup |lz —yl.
z,y€)

ou || - || est la norme Euclidienne.

Théoréeme 11 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger) On suppose que Q C IR" est
un ouvert borné de classe C*.
Alors, il existe Cq > 0 ne dépendant que de €, telle que

Hu— <u>q HLQ(Q) < CQ HVUHLQ(Q),
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pour tout u € H*(QY) et ot < u >q est la moyenne de u sur Q donnée par

7).
<u>g=— [ u(z)dr,
° ol Jo ')
et |Q| = [, du.

Preuve : Ne sera pas faite dans le cadre général en cours de Master 1 IMAT, voir
cours de Master 1 fondamental [8].

On donne, ici encore une démonstration directe en une dimension d’espace afin
de comprendre pourquoi le résultat est vrai.

Soit uw € H}(]0,1[) € H'(]0,1]), on travaille avec le représentant continu qu’on
note encore u (voir démonstration du théoreme 6). Alors, pour presque tout z €]0, 1]
et tout y €0, 1[, on a

u(z) —uly) = /I u'(t) dt.

En intégrant en y, il vient

/01(U(3:) —u(y)) dy = /01 </y~"f u(t) dt) dy < /01 /01 /()| dt dy = /01 /(2| dt.

Mais

Donc

1
lu— <u>gq ||%2(Q) :/ lu(z)— < u>q [*dx
0

< /01 (/01 ]u’(t)|dt>2 iz — (/01 yu’(t)ydt>2.

Et, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1 1
lum < u>q oy < (/ |u’(t>l2dt) </ 1dt> — 4 Zagony.
0 0

Ce qui termine la preuve du Théoreme 11.

3.3 Théoreme de Lax-Milgram

Nous verrons que pour montrer ’existence et I'unicité d’une solution a un probleme
elliptique, nous utiliserons le théoreme de Lax-Milgram. Avant d’énoncer ce résultat,
je redonne quelques définitions.

Dans ce paragraphe V désigne un espace de Hilbert (espace vectoriel muni d'un
produit scalaire (préhilbertien) et complet pour la norme associée au produit scalaire).
On note (+,-)y son produit scalaire et || - ||y la norme associée a ce produit scalaire.
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Définition 8 Soita : V XV — IR, on dit que a est une forme

1. bilinéaire si

pour tout w € V', l'application V — R est linéaire,
v a(u,v)
et pour tout v € V, l'application V — IR est linéaure.
u— alu,v)

2. coercive (ou coercitive) s’il existe C' > 0 telle que pour tout u € V

a(u,u) > C [lully.

3. symétrique, si pour tout u et v dans V', a(u,v) = a(v,u).

Remarque 10 St a est une forme bilinéaire de V- x V dans R, pour montrer sa
continuité, il suffit de montrer qu’il existe C' > 0 telle que pour tout u, v dans V'

la(u, v)| < Cullv [[v]lv-.
En effet sur V- x V' la norme est définie par
[(w, ) [lvxv = |lullv + [lv]lv.
Alors
|a(u1, v1) = a(us, v2)| = |a(ur, v1) — alur, v2) + a(u, v2) — aus, v2)],
= la(ur, vi — va) + a(ur — uz, v2)| < Cllusllv [Jo1 — valv + C'lJur — wallv [[va|lv,
< Cllurllv [[(ur, v1) = (w2, v2) vy + Cf[(ur, v1) = (u2, v2)|[vxv [[va = v1 + 1|y,
< C(Jlully + s, 01) = (z vy + ol ) I, 01) = (2, 02) v
Ce qui montre bien que

lim a(ug, v2) = aluy,vy),
(u2,v2)—(u1,v1)

pour tout (uy,v;) € V x V.
Le théoreme de Lax-Milgram s’énonce de la facon suivante

Théoréme 12 Soient L € L(V,IR) = V' une forme linéaire et continue sur V et a
une forme bilinéaire, continue et coercive sur V', alors le probleme

Trouver w € V' tel que a(u,v) = L(v), Vv eV, (3.1)

admet une unique solution.
De plus Uapplication T : V' — V qui a tout L € V' associe T(L) la solution
de (3.1), est linéaire et continue. Donc, il existe C > 0 telle que pour tout L € V'

lullv < C L]y

Si de plus a est symétrique alors u est caractérisé par

L auu) = L(w) = min (% a(v, v) — L(v)) |

2 veV

Preuve : Voir cours master 1 fondamental [8] (ne sera pas fait en IMAT).
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Chapitre 4

L’équation de Poisson en
dimension n > 2

Dans ce chapitre Q C IR™ (n > 2) est un ouvert borné de classe C'. On note 9 sa
frontiere et v la normale unitaire a 02 extérieure a Q.
On considere 1’équation de Poisson donnée par

o x) = f(x), ze€Q, (4.1)

~Aufa) = =Y (@)

ot u : © — IR est I'inconnue et f € L*(Q) est une fonction donnée.

4.1 Conditions aux limites de Dirichlet homogeéne

Il suffit de regarder 1’équation (4.1) en dimension 1 (exercice) pour se convaincre
qu’il est nécessaire d’imposer une condition aux limites, sans quoi il ne peut y avoir
unicité de la solution.

Dans ce paragraphe, nous choisissons d’imposer la condition aux limites dite de
Dirichlet homogene suivante

u(z) =0, =z €. (4.2)

On rappelle que I'appellation Dirichlet signifie qu’on impose la valeur de la fonction
au bord et elle est dite homogene car la valeur imposée est 0.

4.1.1 Formulation variationnelle

La formulation classique de (4.1), (4.2) consiste a chercher u suffisamment réguliere
pour que ces égalités aient un sens. Si on suppose que f est continue alors pour
que (4.1) ait un sens, on doit avoir u € C?*() et pour que (4.2) ait un sens, on doit

avoir u € C'(2). La formulation classique est donc

Trouver u € C%(2) N C(Q) solution de (4.1), (4.2).
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Nous avons déja vu dans l'introduction que cette vision classique ne suffit pas pour
décrire la réalité physique. En effet, dans beaucoup de problemes pratiques, on est
amené a considérer des quantités non régulieres.

Pour ces raisons, on introduit la formulation faible ou formulation variationnelle
du probleme qui permet de donner un sens au probleme pour des quantités non
régulieres.

Guidés par la définition de la dérivée au sens des distributions, on commence par
multiplier (4.1) par une fonction test et on integre le résultat sur ).

—/QAu(x)v(x) dx:/gf(@“(x) dz. (4.3)

Le but est d’obtenir un probleme sous la forme donnée dans le théoreme de Lax-
Milgram, c’est a dire :

Trouver u € V tel que a(u,v) = L(v), pour tout v € V.

On voit que 'espace est le méme pour u et v. Or, pour que tous les termes de (4.3)
aient un sens, on doit avoir Au € L*(Q), v € L*() et f € L*(Q), soit u € H?*(Q)
et v € L*(Q). On va donc, utiliser la formule de Green afin d’abaisser le degré de la
dérivée sur u et 'augmenter sur v. On obtient

- /m Y(Vu(z)) - v(z)y(v)(z)do(z) + /Q Vu(z) - Vo(z)dr = /Qf(m) v(x) dx.

Le terme de bord nécessite la définition de la trace de Vu, soit donc Vu € H'(Q),
soit encore u € H?(2) et v € H'(Q). L’autre terme nécessite u et v dans H'(Q).
Rappelons nous qu’on doit encore imposer la condition aux limites, ¢’est a dire y(u) =
0 sur 0f). En imposant la méme condition sur v, toujours dans un souci d’avoir le
méme espace pour les deux fonctions (Lax-Milgram), on voit que y(v) = 0 annule le
terme de bord. Et la formulation faible est donnée par

Trouver u € Hy(Q) tel que / Vu(z) - Vu(z)dx = / f@)v(z)dx, ¥ v e HyQ).
Q Q

(4.4)
Nous verrons dans le paragraphe suivant que cette formulation rentre exactement

dans le cadre du théoreme de Lax-Milgram.

Remarque 11 On remplace le probléme (4.1), (4.2) par le probléme (4.4). Nous
verrons dans un paragraphe suivant que la solution de ce probleme existe et est unique.
Mais, en quel sens l’équation est vérifiée ?

Pour répondre a cette question il suffit “d’interpréter” la formulation variation-
nelle.

Tout d’abord, uw € H}(Q) donc v(u) = 0 dans L*(0Q) et donc u = 0 presque
partout au sens n — 1 dimensionnel sur OS2.
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De plus, en choisissant v = ¢ € D(2), on obtient
/ VU VgO dl‘ = Z ax (,0 >D/(Q) p()=< f Y >D1(Q),D(Q);

& Z < 2,<P >pr(),pQ)=< f, ¢ >pQ)D©)
& < —AU, © >pr)p@)=<f,¢ >pQ) D),

et donc
—Au=f, dans D'(Q).

Mais comme f € L*(Q), on a —Au = f, dans L*(Q) et ainsi
—Au=f, presque partout dans ).

Ainsi, le probleme (4.1), (4.2) est satisfait presque partout.

4.1.2 Existence et unicité de la solution

On montre dans ce paragraphe, le résultat suivant

Théoreme 13 Pour tout f € L*(Q), le probleme (4.1), (4.2) posséde une unique
solution faible u € H}(Q), de plus il existe C' ne dépendant que de S telle que

ull 1) < C | fllz2@)

Preuve : On utilise le théoréme de Lax-Milgram. On pose V = H{(Q2) que l'on

muni de la norme de H'(f). L’espace Hi(2) est bien un espace de Hilbert, la

démonstration est la méme que pour H'(Q), il suffit juste de vérifier que si une suite

(un)nexn C H(Q) converge dans H'(Q) vers u alors y(u) = 0 dans L?(99). Ce

résultat est donné par la continuité de I'application trace de H'(2) dans L?(9).
Pour tout u et v dans HJ(£2), on définit

a(u,v) = /QVU(:L‘) -Vou(z)dx,

0= [ f@l

Alors a est clairement bilinéaire (exercice) et a est continue, car pour tout u et v
dans H}(Q2), d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

|a(u, v)| < [[Vullrzo) [Vllia@) < lullie) v]lm@)

De plus, a est coercive car pour tout u € H} ()

1 1 1 1
alu,u) =/ Vu()[* de = S| Vullaq) + 5 1Vulliag) > 5z llulliz@ + 511 VullZ:
; g IV Ullz@ * 5 lIVHlLz@) = 5Ez iz e T 5 I Vel
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d’apres l'inégalité de Poincaré donnée dans le Théoreme 10.
Ainsi,
min(1,1/C3)
2

Enfin, L est linéaire de V dans IR (exercice) et L est continue car pour tout
v e H}NQ)

a(u,u) > ||| 51 (0)-

L) < [[fllz2@) IVVll2) < [ fllz2@ 0] a1 @)-

Alors, d’apres le Théoreme de Lax-Milgram, il existe un unique u € H}(£2) solu-
tion de
a(u,v) = L(v), pour tout v € Hy(Q),

et il existe C' > 0 telle que

[l < C LI @)y < Cllfllz2@),

L)
L(v
L g1y = sup ————
(H () verrl ) HUHHl(Q)
v#0
et
L) _ | o f(@)v(z) dz| - [/ llz2 @) 1ol _ T,
vz V]| a1 B vl

Ce qui termine la démonstration du Théoreme 13.

4.2 Conditions aux limites de Dirichlet non homogene

4.2.1 Formulation variationnelle

Voyons maintenant ce que devient la formulation variationnelle, si 'on change la
condition aux limites en une condition aux limites de Dirichlet non homogene. Le
probleme qui nous intéresse est donc le suivant

—Au(z) = f(z), x€Q,
{ u(z) =g, x € 01, (4.5)

on f € L*(Q) et g € H/2(0Q) C L?*(99) sont données. On rappelle que
HY?(00) = {g € L*(09Q); F3u e H'(Q) telle que y(u) = g, dans L2(8Q)}.

Comme précédemment, on multiplie I’équation par une fonction test, et en utilisant
la formule de Green, on obtient

/QV’LL(:L‘) -Vo(z)dr — Vu(x) - v(z)v(z)do(x) = /Qf(x) v(x) dx.

o0
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On choisit v € H}(2) afin d’annuler les termes de bords et on cherche u dans I'espace
suivant

V= {u € H'(Q) ; y(u) = g dans L2(8Q)}. (4.6)

La formulation du probleme est alors
Trouver u € V tel que / Vu(z) - Vo(z)dr = / f(x)v(x)de, Vv e Hy(Q).
Q Q

Remarque 12 1- On pourra remarquer que [’équation est la méme que celle dans
le cas d’une condition aux limites de Dirichlet homogéne. Ainsi, le choix de ’espace
dans lequel on recherche la solution est un élément fondamental dans la formulation
variationnelle.

2- La formulation variationnelle ainsi donnée n’est pas sous la forme de celle présentée
dans le Théoréme de Lax-Milgram. En effet, l’espace de la solution exacte n’est pas
identique a celui des fonctions tests. Nous verrons dans le paragraphe suivant qu’il
est possible de symétriser le probleme de sorte a pouvoir utiliser le Théoreme de
Lax-Milgram.

4.2.2 Existence et unicité de la solution

On montre dans ce paragraphe le résultat suivant

Théoréme 14 Pour toute fonction f € L*(Q) et toute fonction g € HY2(08Y), il
existe une unique solution faible u € V', o V' est donné par (4.6), solution faible du
probléme (4.5), de plus il existe C' ne dépendant que de ) telle que

lllin oy < € (1 2@ + 9l mraomy )

avec
||9||H1/2(a§z): inf ||U||H1(Q)'

veHL(Q)

v(v)=g
L’estimation ne sera pas donnée en IMAT.
Preuve : On commence par symétriser le probleme. La fonction g étant dans
HY2(99), il existe u, € H'(Q) (non nécessairement défini de maniére unique) tel que
Y(uy) = g dans L*(99).

On pose w = u — u, ol u est la solution de la formulation variationnelle. Alors,

w € H}(]0,1[) et satisfait

/QVw(x) -Vo(z)de = — /Q Vug(x) - Vo(x) dx + /Qf(x)v(x) dr, Vv e Hy(Q),

On remplace alors la formulation variationnelle par le probleme suivant
Trouver w € H}(Q) tel que

/QVw(x) -Vou(z)de = — /Q Vuy(z) - Vo(z) dx + /Qf(x)v(x) dr, Vv e Hy(9Q).
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On pose
a(w,v) = /QVw(x) -Vo(z)dx,

L(v) = —/QVug(x) -Vou(z)dx + /Q f(z)v(z)dx.

Nous avons déja montré dans le paragraphe précédent que a est bilinéaire, continue
et coercive de Hj(2) x Hj(2) a valeurs dans R. Il reste & montrer que L est linéaire
(exercice) et continue de Hj () a valeurs dans IR.

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout v € H}(2), on a

IL)] < IV ll2y IV0lz2@)+ 1 2y Nollzzy < (lluglion o +11 2@ ) lollm e

Mais, application trace étant continue de H'(£2) dans L?(952), il existe C, ne dépen-
dant que de Q2 telle que

lugl () < Cllgllz200),
et ainsi
L) < (Clgllizon + 1 fll2e ) 0],

ce qui montre bien la continuité de L.
D’apres le Théoreme de Lax-Milgram, on sait alors qu’il existe un unique w €
H} () solution de

a(w,v) = L(v), pour tout v € Hy(Q).

On pose
U =W+ Ug,

alors u est bien solution faible de (4.5).

I reste a montrer 1'unicité de cette solution.

Soient donc u; et uy dans H'(2) telles que y(u;) = g et y(ug) = g dans L?(99)
et telles que pour tout v € H}(Q2), on ait

/Q Vur(z) - Volz) d = /Q Vuo(z) - Vo(z) da — /Q f(@) o(x) da.

Alors u; —uy € H}(Q) et satisfait

/QV(ul—u2)(1‘)-Vv(m)dx:/gf(x)v(x)dx,

pour tout v € H(Q).
Or, d’apres le Théoreme de Lax-Milgram ce probleme admet une unique solution.
Mais, 0 étant solution, on obtient

ul—u2:O.

Il reste a établir 'estimation, pas au programme en IMAT, voir cours Master 1
Mathématiques fondamentales [8].
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4.3 Conditions aux limites de Neumann

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a 1’équation de Poisson avec conditions aux
limites de Neumann, donnée par

—Au(z) = f(z), z€Q,
Vu(z)-v(z) =g, €0,

ol f € L*Q) et g € L*(0N) sont données.
La encore, on multiplie I’équation par une fonction test, et en utilisant la formule
de Green, on obtient

/QVu(a:) -Vo(z) dr — Vu(x) - v(z)v(zr)do(x) = /Qf(x) v(x) dx.

o0N

Puis, on utilise la condition aux limites (4.8) et la formulation faible du probleme est
Trouver u € H'(Q2) tel que (4.9)
/ Vu(z) - Vu(x)dx —/ g(x)v(x)do(z) = / f(x)v(z)de, VY ve HY(Q).

Q 00 Q

Remarque 13 1. On peut remarquer que dans ce probléme, on ne fize que les
dérivées premieres (sur le bord) et secondes dans le domaine. Ainsi, si u est
solution, u+ C, ou C' est une constante réelle donnée est encore solution. Sans
hypothése supplémentaire, il ne sera donc pas possible d’avoir 'unicité de la
solution. Classiquement, [’hypothése rajoutée est celle qui fize la moyenne de u

a 0. On tmpose donc
/ u(z)dr = 0.
Q

2. On montre qu’il y a une condition nécessaire pour l’existence d’une solution a
ce probleme avec le résultat suivant

Proposition 2 Soit Q C R" un ouvert borné de classe C*, on considére f € L*(Q)
et g € L*(09) donnés. Alors

3 u € HY(Q) solution de (4.9) = / f(z)dx +/ g(x)do(z) = 0.
Q o9
Cette condition porte le nom de relation de compatibilité entre f et g.

Preuve : Il suffit de choisir v = 1 dans (4.9).

Remarque 14 La contraposée de ce résultat, montre que pour avoir existence d’une
solution il est nécessaire dimposer la relation de compatibilité.
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Théoréme 15 Soit f € L*(Q) et g € L*(00Q) satisfaisant la relation de compatibilité
sutvante

/ f(z)dx +/ g(x)do(x) =0, (4.10)
Q o0

alors il existe une unique solution faible u € H'(Q) satisfaisant [, u(z)dz =0 et

/QVu(:z:) -Vou(x) de — /mg(:x)v(x) do(z) = /Qf(:)s) v(z)dr, Y ve HY(Q), (4.11)

de plus il existe C' ne dépendant que de € telle que

lullan @) < € (I 2@ + lgllzzcom )-

Preuve faite en cours a écrire

4.4 Régularité et principe du maximum

On énonce les deux résultats suivants qui seront admis en IMAT, voir preuve cours
master 1 fondamental [8].

Théoréme 16 Soit k € N, on suppose que ) est un ouvert borné de R™ (n € N¥)
de classe C**+2 .
Soit u € HE(Q) tel que Au € H*(Q) (avec la convention H°(Q) = L*(2)) , alors

u e H Q).
De plus, il existe C' ne dépendant que de ) telle que
[ull grr2i@) < C | Aul| e
Théoréme 17 (Principe du maximum faible) Soit u € H'(Q) telle que

—Au <0 dans D'(Q),
v(u) <0 presque partout sur OS2,

alors u < 0 presque partout dans 2.
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Chapitre 5

Approximation des problemes
elliptiques par éléments finis

5.1 Introduction, un exemple simple

On se place en dimension 1 avec le probleme modele suivant

—u"(z) = f(z), = €]0,1],
{ u(0) = u(1) =0, (5:1)

olt f € L?(]0,1]) est une fonction donnée.

Pour obtenir une approximation de u, on peut, par exemple, chercher une col-
lection finie et pertinente de valeurs ou d’approximations de valeurs de la solution
exacte.

Pour cela, on se donne N € IN* et on construit un maillage uniforme de |0, 1],
c’est a dire une collection d’intervalles recouvrant |0, 1] sauf en quelques points :

Q0= Uﬁ\ilMi_l/Q = Ui]\il]l‘i—la Jii[,

ou pour tout i = 0,--- , N, z; = i Az avec Az = 1/N. Ce dernier est appelé le pas
d’espace, c’est la distance entre deux points consécutifs. Ici, le pas d’espace est choisi
constant c¢’est pourquoi on dit que le maillage est uniforme, toutefois il pourrait étre
choisi de longueur variable dans le domaine.

Ax M;_1/2
_ A
I —----- +—t------ I | |
ro=0 Ti—1 x; TN—2 Tn_1 Tn=1

Figure 5.1: Maillage uniforme de ]0, 1]

Il existe trois grandes catégories de méthodes d’approximation de la solution d'une
équation aux dérivées partielles, les méthodes de type : - différences finies,
- volumes finis,
- éléments finis.
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Nous allons voir sur cet exemple simple, le principe de chaque méthode. Puis nous
étudierons plus en détails les méthodes éléments finis qui font 'objet de ce cours.

5.1.1 Méthodes de type différences finis
On cherche une approximation de la solution aux noeuds du maillage, c’est a dire
en les points x; pour ¢ =0,--- , N. On a alors
u(z;) =~ w;, pour i =0,---,N.
En utilisant les conditions aux limites, on peut déja poser
ug = uy = 0.

Il reste a trouver le probleme approché dont le vecteur (uq,--- ,un_1) est solution.
Soit i =1,--- , N — 1, on écrit I’équation a discrétiser en z;, on a

—u"(x;) = f(23),

on écrit alors un développement de Taylor en x;_; et x;,1 :

Ax? Ax3
w(zip1) = u(z;) + Az (x;) + Tx u”(z;) + Tm u(?’)(a:i) + O(Ax?),
Ax? Ax?

w(zi_1) = u(z;) — Az (x;) + 5 u"(x;) — = u® (z;) + O(Az?).
La somme de ces deux équations, nous donne
w(wip) +u(zior) = 2u(x;) + Az u’ (z;) + O(Az?),
soit encore
—u(Zit1) + 2u(w;) — u(wi-1)

—u"(x;) = A2 + O(Az?).

On néglige le terme d’erreur, et on obtient le probleme approché suivant
— U1+ 2U; — Ui

AxQ - f’i?
ou f; est une approximation connue (puisque f est connue) de f(x;). Si f est continue,
on peut choisir f; = f(z;), si f est L?(]0,1]) on peut choisir

1 (i+1/2) Az
fi= E/( f(z)dz.

i—1/2) Az

Il est important de noter que dans le probleme approché, on a remplacé la solution
exacte par la solution approchée.
En écrivant chacune des équations, on obtient un systeme linéaire, donné par

2 -1 0 ... 0 Uy N

0 -1 . . 0 ; = Ax? ; & AU = A2*F. (5.2)



5.1 INTRODUCTION, UN EXEMPLE SIMPLE 39

Remarque 15 1. Le probléeme approché (5.2) est de dimension finie alors que le
probléme continu (5.1) est de dimension infinie. On a donc un probléme bien
plus simple a résoudre.

2. 1l faut s’assurer que le probleme approché admet une unique solution comme le
probléme continu. Pour cela, il suffit de montrer que la matrice A est inversible,
nous le ferons en travaux dirigés.

3. 1l faut également s’assurer que la méthode converge lorsque le nombre de points
tend vers U'infini (N — +o0). C’est a dire, ici, que

. N-1
lim max |u(x;) — u;| = 0.
N—+oco =1
4. Cette méthode se généralise en dimension supérieure avec des maillages carté-

siens (rectangles en dimension 2, cubes en dimension 3...) Les maillages non
cartésiens sont possibles mais c¢’est beaucoup plus compliqué.

5.1.2 Méthodes de type volumes finis

Pour ce type de méthode, on se donne une inconnue par mailles M; /o, @ =
1,---, N et on approche la solution exacte u par une fonction constante par maille.

U(Z‘) ~ U/app(x> = Ui_l/g, siz € Mi_l/g, 1= 1, s ,N.

On a alors N inconnues, il nous faut N équations pour les déterminer. Pour cela, on
integre 1'équation a discrétiser sur chacune des mailles M;_; /5, on obtient :

— /x u(x)de = —u'(z;) + ' (z-1) = /w f(z)de = Ax fi_1s.

i—1

Il reste a approcher u'(x;) appelé flux entre les mailles M;_; /5 et M;, /5. 1l représente
la quantité de u passant de la maille M;_;/; a la maille M;; /5. On introduit les
centres de mailles ;1o = (; + 2;-1)/2 et on utilise, & nouveau, un développement
de Taylor

A Ax?
u(@isy) = ulw) + 5o (@) + —- (@) + O(Aa?),
Az Ax?

La différence de ces deux équations, nous donne
u(ip1/2) — w(Tiore) = Az (z;) + O(Az?),

soit encore

() = M) W) | o a2
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On néglige le terme d’erreur et on obtient le probleme approché suivant (pour les
points intérieurs au maillage)

C Uig1/2 = Wim1j2 | Uimij2 — Uimg/2  Wig/2 — 2Uimayp +Uisijp A f.
Az + Az Az T fica2s

on retrouve le systeme linéaire (5.2).

Remarque 16 1. En général, les méthodes de différences finies et volumes finis
donnent des schémas différents. C’est notamment le cas si le maillage n’est plus
uniforme, c’est a dire si le pas d’espace n’est plus constant.

2. Cette méthode se généralise tres bien en dimension supérieur avec des maillages
non nécessairement cartésiens (par exemple triangulaires).

5.1.3 Méthodes de type éléments finis

C’est la méthode la plus utilisée pour les problemes elliptiques dans les codes
industriels.

La méthode des éléments finis est basée sur la formulation variationnelle du
probleme. Ici, on rappelle que celle ci est donnée par

Trouver u € H;(]0, 1[) tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy(]0, 1]),
ou

a(u,v) = /01 W' (z)v'(x)dr et L(v) = /01 f(z)v(x)de.

L’espace V' = Hj(]0, 1[) est un espace de dimension infinie. On remplace ce probleme
par un probleme approché dans un espace de dimension finie.

Trouver u;, € Vj, tel que a(up,vy) = L(vy,) pour tout v, € Vp,
ot Vi, C H () est un espace de dimension finie.

Remarque 17 Nous verrons que pour que la méthode donne une bonne approxima-
tion il est nécessaire que l’espace d’approximation Vi, soit contenu dans [’espace auquel
appartient la solution exacte V. On dit que V;, est V conforme.

Il faut alors choisir convenablement V},. Pour cela, nous verrons qu’on se sert de
I'interpolation de Lagrange.

5.2 Principes généraux d’approximation variationnelle

Dans ce paragraphe, nous allons voir des principes généraux d’approximation vari-
ationnelle qui vont nous permettre de comprendre comment choisir I’espace d’appro-
ximation V}, pour construire une bonne approximation de la solution exacte.
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Soit V' un espace de Hilbert, on note (-, -)y son produit scalaire et || - ||, la norme
associée. On suppose que V}, est un sous espace vectoriel de dimension finie de V.

On considere a une forme bilinéaire, continue et coercive sur V-x V et L € V',
Et on introduit les problemes variationnels suivants

(FV) Trouver u € V tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € V,

(FV),  Trouver uy, € Vj, tel que a(up,vy) = L(vy) pour tout v € V.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que d’apres le Théoreme de Lax-Milgram
le probleme variationnel (F'V) admet une unique solution. De méme, V}, muni du
produit scalaire de V', est un espace de Hilbert et le Théoreme de Lax-Milgram permet
d’établir I'existence et I'unicité d’une solution du probleme variationnel (F'V'),. Nous
allons quand méme voir une démonstration directe de ce résultat qui nous sera utile
pour mieux comprendre la suite.

Proposition 3 Le probleme (FV'), admet une unique solution de plus il est équiva-
lent a la résolution d’un systeme linéaire

Ah Uh = Bh-

Preuve : Puisque V), est de dimension finie, il admet une base. Notons N, = dimV},
et By, = (¢1,- -+, ¢n,) une base de V3. Tous les éléments de V}, se décomposent dans
la base B, y compris la solution de (F'V'),. On a donc

Np,
up = E uj ¢,
i=1

et
Nh
(F'V), < Trouver (uy,--- ,uy,) € R tel que Zuj a(¢j,vp) = L(vy), Yo, € Vy,
=1
N
& Trouver (uy,--- ,uy,) € R™ tels que Zuj a(pj, ¢i) = L(¢p;), Vi=1,---, N,
j=1
<~ Ah U, = By,
Ainsi
Ap = (aig) = (a(¢;, ¢:)) € RV, Up = (w1, uy,)" € R,

(5.3)
B, = (L<¢1)7 T 7L(¢Nh))T e R™.

Pour montrer qu’il existe une unique solution a ce probleme, il suffit de montrer que
Ay, est inversible, soit que Ay, est bijective. Le probleme étant de dimension finie Ay,
est bijective si et seulement si A, est surjective ou si et seulement si A, est injective.

Montrons l'injection. Le probleme étant linéaire, il suffit de montrer que la seule
solution pour L = 0 est le vecteur nul (0,---,0) € R,
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Si L =0 alors
Np
> ujalgsd) =0, Vi=1,-- Ny,
j=1

et donc en multipliant par u; et en sommant sur ¢, il vient

Np N

DD wiuja(dy,é) =0

i=1 j=1

En utilisant la bilinéarité de a et sa coercivité, on obtient

N, N,
0=a() uidi, »_ ujd;) = alun, un) > aflunll?,
i=1 =1

ainsi dans V3, on a uy, = vazhl u; ¢; = 0.
Mais (¢1,- - , ¢n, ) étant une base, c’est une famille libre et donc

u; =0, pourtouti=1,---, Np.
On va maintenant évaluer I’erreur commise quand on approche u par uy.

Lemme 1 (Lemme de Céa) Soit V un espace de Hilbert, on note (-,-)y son pro-
duit scalaire et || - ||y la norme associée. On suppose que Vi est un sous espace
vectoriel de dimension finie de V' (V}, est donc V' conforme). On considére a une

forme bilinéaire, continue et coercive sur V-x V et L € V', et on note u la solution
de (F'V) et uy, celle de (FV'),. Alors

M .
lu—up|ly < — inf ||u— vy, (5.4)
o vpEV)

ou M et a sont respectivement les constantes de continuité et de coercivité de a.
De plus, Uinfimum est atteint, c’est le projeté de u sur Vi, on le note my, (u) et

lu = 7, (wlv = min Jlu—ovally = nf fu—oally.

Preuve : Soit v, € V},, on pose wy, = v, —up € V3, C V, alors
a(u —up, wp) = a(u, wp) — a(up, wy) = L(wp) — L(wy) = 0,
et ainsi
a(u—up, vp—up) = a(lu—up, vy —u+u—uy) = alu—up, vy —u)+alu—uy, u—uy) = 0.
En utilisant la continuité et la coercivité de a, on a

allu —upll? < alu — up,u—up) = alu — up,u—vy) < M ||u—uplly [|u— v,
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et donc

M
|u — unlly < — v —vnllv,

pour tout v, € Vj,, ce qui donne en particulier (5.4).
Montrons maintenant que I'infimum est atteint. Pour cela, on introduit

J:V, - R
vp = |Ju— ol

Remarquons tout d’abord que la différentielle de J en un point w de V}, est donnée
par
DJ(w): V, — R
v = DJ(w)-v=-=-2(u—wv)y

Alors pour tout w et v dans V},, on a
Jw) =lu—v)F=|llu—wtw—2v||i=Uu—-wt+w—v,u—w+w—20)y,
= [lu = wl} +2(u = w,w —v)y + [w = v}
= J(w)+ DJ(w) - (v —w) + ||lw—v|?,
> J(w)+ DJ(w) - (v—w).

Ainsi, I'équation d’Euler qui est nécessaire pour 'existence d’un minimum est ici
suffisante. En effet, si w est un point critique, i.e. satisfaisant DJ(w) = 0, alors

J(v) > J(w) + DJ(w) - (v —w) = J(w).

pour tout v € Vj et w est un minimum.
Il reste a montrer l'existence et I'unicité d’un point critique. On cherche donc
w € V}, espace de Hilbert tel que pour tout v € V},

DJ(w)-v=-2(u—w,v)y =0,
soit encore w € V}, tel que pour tout v € Vj,
(UJ,U)V = (U,’U)V.

On pose a(w,v) = (w,v)y et L(v) = (u,v)y. Alors, a est clairement bilinéaire,
continue et coercive et L est linéaire et continue. Le théoreme de Lax-Milgram
permet alors de conclure.

Remarque 18 (Conclusion) Les résultats démontrés précédemment nous permet-
tent de mieur comprendre comment choisir V.
1l faudra choisir V, de sorte que

1. la méthode converge, c’est a dire que

lim [l — v, (1) = 0,
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2. l'on sache trouver facilement une base de Vj et calculer simplement Ay, et By.

3. la matrice Ay, soit la plus creuse possible, c’est a dire que les coefficients a(¢;, ¢;)
sotent nuls pour un grand nombre de couple (i, 7). Il faut donc que les fonctions
de base aient un petit support.

Nous allons voir dans le paragraphe suivant que nous utiliserons [’interpolation de
Lagrange pour choisir Vj,.

5.3 Eléments finis de Lagrange en dimension une

Nous allons voir sur I’exemple de I'introduction comment choisir I’espace d’appro-
ximation Vj,.
On rappelle que le probleme est

—u"(z) = f(z), = €]0,1],
{ u(0) = u(1) = 0, (5:5)

ot f € L*(]0,1]) est une fonction donnée.
Sa formulation variationnelle est donnée par

Trouver u € H;(]0, 1[) tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy(]0, 1]), (5.6)
ol
1 1
a(u,v) = / u(x)v'(z)de et L(v) = / f(z)v(z)dx.
0 0
Le maillage est choisi uniforme
]07 1[: Q= Ui]ilMi—l/Q - U?Ll]xi—hxi[;

ou N € IN* est donné et ou pour tout ¢ =0,--- | N, z; = i Ax avec h = Ax = 1/N,
le pas d’espace.

Az =h M;i_1/2
- = A
| F—— - +—t------ | | |
=0 1 Ti1 x; TN_2 Ty—1 an=1

Figure 5.2: Maillage uniforme de |0, 1]

On approche le probléeme continu par
Trouver u;, € Vj, tel que a(up,vy) = L(vy,) pour tout v, € Vp, (5.7)

ot Vi, C H} () est un espace de dimension finie.

Pour construire une bonne approximation de la solution exacte, on utilise I'inter-
polation polynomiale de Lagrange. Je rappelle que cela consiste a approcher une
fonction par un polynéme. Avec la méthode des éléments finis, on approche la solution
exacte par un polynome sur chaque cellule du maillage.
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5.3.1 Eléments finis de degré 1

Ici, on choisit Vj, = V;! donné par I’ensemble des fonctions continues affines par
morceaux sur les segments [x;, x;11] :

Vi = {v € C([0,1]) ; v(0) =v(1) =0et v

ey ERYX], Vi=0,- N — 1},

ot IR'[X] est I’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & 1.
On montre alors le résultat suivant

Proposition 4 L’espace V;! donné par (5.8) est Hy(]0,1]) conforme. Sa dimension

est N — 1 et une base de cet espace est donnée par (¢1,--+ ,¢pn_1) 0t pour tout
1=1,---,N —1, les fonctions ¢; sont caractérisées par
¢i(x;) = 0ij, pour tout j=1,--- N —1 (5.9)

ot 0;; est le symbole de Kronecker (6;; =1 sii=j et §;; =0 sinon).
Elles sont données explicitement par

T Tl ‘ <r<
— ., St X <z <ux,
Aaj ) (3
, _ Tit1 — X _
¢i(x) = %7 six; <7 < iy, (5.10)
T
0 SiInon.

Les fonctions ¢; sont appelées dans la littérature, fonctions de base éléments finis (de
degré 1) ou fonctions de forme ou encore fonctions “chapeau”.

Remarque 19 Ces fonctions de base ont un support tres localisé puisqu’elles ne sont
nulles que sur deuxr mailles consécutives. Ainsi, la matrice Ay, sera treés creuse, ce
sera une matrice bande de largeur 3.

i

zo=0 T Ti—1

Figure 5.3: Fonctions de base éléments finis de degré 1, H}(]0, 1[) conforme.
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Preuve de la Proposition 4 : Montrons, tout d’abord, que toute fonction de V}!
est dans H;(]0,1[). Soit v € V!, alors v € C([0,1]) et donc

1/2

(/ v(a |2dx) < sup [o(@)] = [olleou,
z€[0,1]

et v est dans L?(]0, 1)
Calculons la derlvee de v dans D’(]0,1[). Tout d’abord, notons que pour tout
i =0,---,N, v(xr) = a;x + b; pour tout x € [z;,x;11] ou les a; et b; sont des
constantes réelles données satisfaisant a; ;11 + b; = a;41 i1 + big1.
Soit ¢ € D(]0, 1]),
<V, p>pp=—<v,9 >pp

Mais v est continue sur [0, 1] donc L'(]0, 1]) et

N-1

1 Tiq1
<, p >pp= —/ v(z)' (z) doe = — Z / (a; x4 b;) ¢'(x) dx.
0 0 JTi

1=

En intégrant par partie, on obtient

<, >pp= Z( [alzz:er) ()rer/:i+1 , ()da:)

T

N—1 N-1 Ti41

:_Z<aixi+l+bi> P(@it1) "‘Z a; i+ b;) (i +Z/ ai p(w
e =0 N : i+l

== > (@1 Tiy1 + biv1) p(wig1) + Z a; v + b;) )+ Z/ a; p(x
i=0 =1

car p(zo) = p(0) = 0= (1) = p(zn) et a;Tit1 + bi = aip1 Tiv1 + bisr.
En effectuant un changement d’indice dans la premiere somme, il vient

N-1 N-1
<v',g0>D/’D:—Z(azxZ+b +Z a; T; + b;) o(x;)
= o
+ Z / a”L ()0 = / <Z ]:[]1'27xl+1[ ) al) (10(‘%) dw?
i=0 v i 0\ i=0

olt Iy, 2,.,((x) est 'indicatrice de I'intervalle |z;, z;11[ c’est a dire la fonction qui vaut
1 si x €|x;, xi41], 0 sinon.
On vient de montrer que

v = Z Ly, 20,(%) @;,  dans D'(]0,1])
=0

Or, cette fonction est clairement L?(]0, 1[) donc v € H'(]0, 1[). Puisque v(0) = v(1) =
0, on a v € H}(]0,1]).
Ce qui montre que V! est H}(]0, 1[) conforme.
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Déterminons la dimension de V;!. Remarquons que si v € V!, alors v(z) =

a;r + b; pour € [x;,x;4q], 1 = 0,--- , N — 1. Ainsi, 2 N constantes sont a fixer
pour déterminer completement v. Notons alors que puisque v(0) = v(1) = 0 et que
v est continue, on a a;x;1 + b; = a4 1241 + by pour ¢ = 1,--- N —1. On a

donc 24+ N — 1 = N + 1 relations. Ainsi, le nombre de degrés de liberté, et donc
la dimension de V}!, est de 2N — (N 4+ 1) = N — 1. Ceci correspond aux nombres
de noeuds du maillage & l'intérieur du domaine. Cherchons une base de V;'. On
introduit, les fonctions ¢; € V;! pour ¢ = 1,--- | N — 1 définies par (5.9). La fonction
¢; étant continue, affine par morceaux et ¢;(x;) = 0 pour tout j < x;_; ou j > i+1,
on a ¢;(x) =0 pour z < x;_1 OU T > Tipq.

Il reste a déterminer ¢; sur les intervalles [x; 1, z;] et [z, z;41]. Sur [z;_1, 2], ¢; est
un polynome de degré 1 et ¢;(x;—1) = 0 et ¢;(z;) = 1, on adonc ¢;(z) = (x—x;—1)/Az.
De méme, sur [z;, z;11], on a ¢;(x) = (z;41 — z)/Ax.

La famille des (¢, -+, ¢n_1) comporte N — 1 éléments, montrons qu’elle est libre
ce qui établira que c’est bien une base de V;!.

Soient (A1, -+, Ay_1) € RV tels que

N-1

Z A ¢; = 0 dans Vhl.

i=1

On écrit cette égalité pour tout xj, j =1,--- | N — 1, il vient
N-1 N-1
i=1 i=1

Ce qui montre que la famille est libre et termine la démonstration du théoreme 4.
Montrons maintenant le lemme suivant qui permet de déterminer le systeme
linéaire.

Lemme 2 Lorsque Vi, = V! ou V;} est donné par (5.8), le probléme variationnel
approché (5.7) est équivalent au systéme linéaire suivant

Trouwver (uy,--- ,un—_,) € RN tel que
N-1 (5.11)
Zuia(gbi,@) = L(¢;) pour tout j =1,--- ,N —1.
i=1
Preuve :
On approche u par une fonction de V;!, donc
N-1
U~ Uy = Z u; ¢ (). (5.12)
i=1
On remplace uy, par sa valeur dans (5.7), on obtient
N-1
Trouver (uy,--- ,un_1) € RV tel que Z u; a(¢;, vp) = L(vy,) pour tout v, € V!,

i=1
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soit encore (5.11), puisque (¢, -+ ,dn_1) est une base. Nous verrons en travaux
dirigés que ce systeme linéaire est en fait le systeme (5.2).

On termine ce paragraphe avec le résultat d’estimation d’erreur et donc de con-
vergence suivant

Théoreme 18 Soit f € L?*(]0,1]) etu € H(]0,1[) la solution variationnelle de (5.5).
On considére uy, € V;}, donnée par (5.12), (5.11). Alors

lu = wnllargoap < 2V2R| 1 fllzzgoap, (5.13)
ou l’on rappelle que h = Ax est la taille du maillage.

Preuve :
On commence par introduire la notion d’interpolé de Lagrange qui nous sera
utile pour démontrer le résultat précédent.

Définition 9 Soit uw € H}(]0,1[), on appelle interpolé de Lagrange (de degré 1) de
u, la fonction, notée m,1(u) définie par

N-1
7Th1 g u(z;) iz
=1

C’est l'unique fonction de V;} qui prend les mémes valeurs que u auz noeuds (x;)i—g.... N
du maillage.

D’apres le Lemme de Céa (Lemme 1), puisque mp,1(u) € V}!, on a

M M
lu = unllmrgoap < — inf Jlu—ovpllmgoay < — llu = mna(Wllmrgoap,  (5.14)
UhEVh (6]

ou M =1 et a=1/2sont les constantes de continuité et de coercivité de a.
On montre alors le résultat suivant

Lemme 3 Pour tout v € H*(]0,1[) N H3(]0,1[), on a

v = Th1 (W)l 2qoap < B2 10" r2qoap, 10" = Tha (W e2go.ap < PV (lz2g0.p-

Preuve : Soit v € H%(]0, 1[) N H{(]0, 1]), alors

2
o = 7120} oy = / )~ (v ><x>) .
N—

2
1 oz N-1
/ 5 v(x:)di(z) | da,
]:O =1

- /Oxl <U(x) —vl@) én / —v(xrN_1) N 1(:16))2 dx

N-2

; / ( — 0(w) (&) = V() Dyaa(e)) dr,

Jj=1
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Figure 5.4: Localisation des supports des fonctions de formes de degré 1.

ceci car chaque fonction de base a un support localisé sur deux mailles (voir figure
ci-dessous)

En remplacant les fonctions de forme par leur expression et en remarquant que
v(zo) = v(0) = 0 et que v(zy) = v(1) = 0, on obtient

2

/zl (v(x) — v(w) — (v(z1) — v(0)) %) dx

0

v — Wh,l(U)HQm(]o,u)

- (0601~ vten2) ~ 0ten) ot 2) #) .

AR Tjp1 — & z—x;\"
+ / (v(w)—v(ag)% v(zj41) : J) dz.

Mais Tjr1 = Ty + h, g = 0 et IN—-1 = 1— h, donc

lv = 71 (W)I72g0,1p = /:1 (U@) — v(zo) — <v(w1) - v(m0)> a —hxo)2 da
+/xl (v(x) —v(ry_1) — <U(J?N) — v(xN_l)) %)2 dr

1

+ Z [ (o=t = (vt o) 52

ce qui s’écrit encore

[0 = 7n1 (V)20 NZO /IJ+1 < —v(x;) — (U(Ij—i-l) - U(Ij)> & _h%)Q de.
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On a alors
2
Tj+1 Ti+ r—7T
||U — 7Th71('l))||%2(]0’1[) = / (/ ’U / ’U/(t) dy h j) d5U>
! 2
zi+1 (1 [® x”l / /
S [ GLL o -an) o
2
Tj41
( / / / d9dtdy> dz,
2
Tj+1 Tj+1 Tj+1
! / / / ]v”(9)|d6’dtdy> dz,

2jin 2 N- it

d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Et ainsi

2 4 2
[v = 7h1 (V) 72g0.0p < 2 10" 220,10
Pour lautre inégalité, on procede de méme. On reprend (5.15) en dérivant les
termes sous le carré, on obtient

Zj+1 €T — vz 2
||’U _7Th1 ||L2 qoap = Z/ ( ( ]+1)h ( ])) dm,

Tj41 xa+1 2

/ V'(t)dt | du,

Tj+1 $J+1
/ (%/ ) —'( dt) dx,

2

Ti+1 [ Tj+1 [T

/ 3 / dm) .
N- -
( / |d0> Z / (0)]2 db

I
2
H\

Z <.
Il
Lo

I
fZ‘M

L%M

M

= 7=0 J
2

J‘w
_o

v/ ||L2(]0,1[)-
Ce qui termine la démonstration du Lemme 3.
On reprend 'estimation (5.14), on a

lw —un |l mrgoap < 21w — mha(w)|| oy

La fonction w est la solution variationnelle du probleme (5.5), ainsi, —u” = f €
L%(]0,1]) et donc u € H?(]0,1[) N H}(]0,1[), on peut donc appliquer le Lemme 3. Tl
vient

e = wn s oy < 4 (Il = T () 2oy + I = 72 @) Waonp )
< 4(h* + h2) [ 2goap < 8h2 ||l 1201,
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car h < 1.
Ce qui termine la démonstration du Théoreme 18.

5.3.2 Eléments finis de degré 2

On peut choisir une approximation d’ordre plus élevé que celle choisie dans le para-
graphe précédent. Pour cela, on remplace IR'[X] par IR*[X] ou IR’[X] p > 3. Pour
déterminer completement les fonctions de base, il est alors nécessaire d’introduire des
points supplémentaires dans chaque intervalle.

En effet, supposons que nous choisissons maintenant Vj, = V;? avec

Vi = {U € C[0,1]; v(0)=v(1)=0et v

JER2[X], Vi=0, ,N—1}.
(5.16)

Les fonctions de base seront alors des polynomes de degré 2 par morceaux. Ainsi, pour
la fonction de base associée au noeud z; sur [z;, x;41], on aura ¢;(z) = a; 2% + b;x +
¢;. 11 faut alors fixer la valeurs de ¢; en trois points de [z;, z;41] pour déterminer
completement ¢;. Par commodité, ces points supplémentaires (ici un seul point)
sont pris équidistribués sur l'intervalle. On introduit x;1/2 = (x; + %i41)/2 pour
i=0,---,N—1.

Cette propriété porte le nom d’unisolvance, plus précisément on a la définition
suivante

[xi sTi41

Définition 10 On dit que {;, Ti11/2, Tip1} est IR*[X] unisolvant si pour 3 scalaires
réels quelconques oy, 172 et aipr, il existe une unique fonction p de R? [X] satis-
faisant
p(x;) = ay,
pour j =1i,i+1/2 oui+ 1.
On dit alors que le triplet ([x;, z;11], R*[X], {i, Tit1/2, Tiy1}) est un élément fini
de Lagrange.

On montre alors le résultat suivant

Théoreme 19
L’espace Vi donné par (5.16) est Hy(]0,1[) conforme. Sa dimension est 2N — 1

et la base éléments finis est donnée par (¢1/2, ¢1, @32, ON-3/2, ON—1, DN—1/2) avec
4
(90 - $i—1) ($ - fEi—1/2) .
s1 21 < x <y,
AI2 b 1 i —_—
(bl(x) 2 ( = >( /2 )7 §1 15 S X S Tit1,
Ax?
0 sinon,

\
pourt=1,--- N —1.
Et
4 (i1 — 2)(z — )
Giv1/2(T) = Ax? ’
0 sinomn,

s1x; ST < Ty,
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pourt=20,---, N —1.

Ces fonctions sont représentées sur la figure 5.5, on notera la différence de sup-
port et d’allure des fonctions associées aux sommets du maillage x; et des fonctions
associées aur milieuzr des segments T, 1/s.

Preuve : voir travaux dirigés

Ti Tiypl Tt Ti—1 Xy 1 T3 Tipd Tigl

Figure 5.5: Fonctions de base éléments finis de degré 2, HJ(]0,1[) conforme.

Nous montrerons également en travaux dirigés le résultat suivant

Lemme 4 Lorsque Vi, = V2 ot V2 est donné par (5.16), le probleme variationnel
approché (5.7) est équivalent au systéme linéaire suivant

2N-1
Trouver (w2, U1, Us/2, -+ , UN—3/2, UN—1,UN—1/2) € R tel que

Z u; a(s, @) + Z Uit1/2 A(Pit1/2, P5) = L(95),

=0
pour tout j =1,--- N — 1.

et
N-1

N-1
Z U; a(@% ¢j+1/2 + Z Uu xz+1/2 Ujt1/2 a(¢z+1/27 ¢g+1/2) (¢j+1/2):
i=1 i=0

pour tout j =0,--- | N — 1.
(5.17)

Notons qu’ici, I'interpolé de Lagrange d’une fonction u € H}(]0, 1[) est donné par

2

N-1
Tha( Z u(x;) ¢i(z) + u(Tir1/2) Giy12(T).
=1

i

Il
o

Nous verrons dans le paragraphe 5.3.5 les résultats d’estimation d’erreur pour cette
méthode.
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5.3.3 Elément finis de référence

Le calcul des fonctions de forme est simple en une dimension d’espace mais en
dimensions supérieures ce calcul est plus complexe. Pour cette raison, ainsi que pour
d’autres que nous développerons plus tard, il est commode d’utiliser un élément fini
de référence. Nous allons voir le principe en une dimension d’espace.

Pour les éléments finis d’ordre 1 I'élément de référence est ([0, 1], R'[X],{0,1}).
Notons, tout d’abord, que tout intervalle [z;, ;1] est bijectif a [0, 1]. En effet, intro-
duisons

T - [[L’i,JTi_H] — [O, 1]
r = (v—ux;)/Ax

Cette application est affine et donc bijective, elle est composée d’une homothétie et
d’une translation. On calcul les fonctions de forme sur I’élément fini de référence,
c’est & dire py et p; de IR'[X] telles que po(0) = 1, po(1) = 0, p1(0) = 0, p1(1) = 1.
On a po(y) =1 —y et p1(y) = y pour tout y € [0, 1].

En utilisant 7; il vient ¢;(z) = po(T;(z)) pour x € [z;, xi11] et ¢;(x) = po(Ti—1(x))
pour = € [x;_1,x;] et bien str ¢;(z) = 0 sinon.

Nous verrons qu’en dimension supérieure l'introduction d’un élément fini de réfé-
rence simplifie notablement les calculs. De plus, il permet de générer I’ensemble des
éléments finis du maillage a partir d’un seul élément.

5.3.4 Conformité avec d’autres espaces

Le choix de la base éléments finis dépend du probleme considéré. En effet, dans
I’exemple simple précédent, la solution exacte ainsi que les fonctions test dans la
formulation variationnelle sont dans H{(]0,1[). Ainsi, I'espace d’approximation est
H}(]0,1]) conforme.

Si, maintenant on considere la méme équation mais avec des conditions aux limites
de type Neumann, il est nécessaire de choisir un espace d’approximation H'(]0, 1)
conforme.

Pour cela, on introduit

Vi, = {v € C([0,1]) 5 V|iz:,,] € R'X] pour tout i =0, , N — 1}.

Nous verrons en travaux dirigés que cet espace est bien H'(]0,1[) conforme, qu’il est
de dimension N +1 et que la base de cet espace est donnée par (¢g, ¢1, -+ , On_1, PN)
ou les ¢; pour i = 1,--- | N — 1 sont donnés par (5.10). Les deux fonctions ¢, et ¢n
sont les fonctions représentées sur la figure suivante.

On peut discrétiser bien d’autres exemples, notamment, on peut montrer que pour
construire un espace d’approximation H2(]0, 1[) conforme, il est nécessaire d’introduire
des éléments finis dits de Hermite fixant la dérivée aux noeuds du maillages. C’est a
dire I'espace d’approximation suivant

Vi, = {v c CcY([0,1]) ; v

wiziea) € RP[X] pour tout ¢ =0, , N — 1}.
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o

ZE():O I

Sur un élément de référence [0,1], il y a quatre fonctions de base ¢1, ¢2, 3, ¢4
vérifiant  ¢1(0) =1, ¢1(1) = ¢1(0) = ¢3(1) =0,

Pa(1) =1, $2(0) = ¢5(0) = ¢5(1) =0,

¢5(0) =1, ¢3(0) = ¢3(1) = ¢5(1) = 0,

¢3(1) =1, ¢4(0) = ¢4(1) = ¢4(0) = 0.

Remarquons que cet espace n’est pas le méme que l'espace des éléments finis de
Lagrange de degré 3 qui est H'(]0, 1]) conforme et donné par

Vi = {v € Cl0,1] 5 vl € RIX], Vim0, N =1},

Pour cet espace, sur un element de referenee [0, 1], il y a quatre fonctions de base ¢,

Ga, P3, ¢4 vérifiant gbl( )= $1(1) = 3) = ¢1(2/3) =0,
Pa(1) = $2(0) 3) = $2(2/3) =0,

¢3(1/3) ¢3(0) $3(2/3) =0,

$4(2/3) ¢4(0) ¢4(1/3) = 0.

o1 (
ba(
o3(
ba(

4

—1
=1,

1/
1/
1) =
1)

5.3.5 Eléments finis de Lagrange de degré k, résultats de convergence

Soit k € IN*, on introduit ’espace

Vi = {v € Cl0,1]; v(0) =v(l)=0cet v

eRF[X], Vi=0, - ,N—1}.
(5.18)

[z:,2441]

Pour tout i =0,--- ,N — 1, et tout L =1,--- , k — 1, on définit les points

l
Ty = x; + A Az,
ou on rappelle que Az = 1/N est le pas d’espace.

On a alors le résultat suivant

Proposition 5
Pour tout i =0,--- , N —1, le triplet ([z;, v;41], IRkPQ» {2, 0, Tip—1, Tig1})
est un élément fini de Lagrange.
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De plus lespace V¥ est Hi(]0,1]) conforme. Sa dimension est k N — 1 et la base
éléments finis est donnée par (¢;)i=1,... N—1 U (Pr1)r=0,.. N—1i=1, k—1 OU les fonctions
de forme sont telles que

¢z(l’]) = 513', @'(l’m) =0
et
Gri(z;) =0,  Gri(@p 1) = Opp O,
pour tout 1,7 =1,--- ,N—1,r, ' =0,--- , N—1letl,'=1,--- k—1.
Preuve : Elle est identique a celle donnée dans les cas k =1 ou k = 2.

On rappelle qu’on cherche une approximation du probléeme variationnel

Trouver u € H}(]0, 1[) tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy(]0,1[),  (5.19)

a(u,v) = /01 W (z)v'(x)de et L(v) = /01 f(z)v(x)dx

Comme précédemment, on approche la solution exacte u par

ou

N—-1 k-1

uh—Zngbz—FZZurlgbrlEVh (520)

r=0 [=1

Et le probleme approché (F'V'), est donné par

Trouver (uy,--- ,uy_1) € RV et (Urd)rm0, o N—14=1, k-1 € RY *=1 tels que
N-1k-1

Z w; a(pi, vp) + Z Zu” a(¢r1,vp) = L(vy) pour tout v, € ViF,
r=0 [=1

soit encore, puisque (¢;)i=1.. N—1 U (¢r1)r=0... N—14=1,.. k-1 €St une base

Trouver (uy,--- ,un_1) € RV et (Wr 1) r=0, N—1,i=1, —1 € RY *=1 tels que
N-1k-1

Zuia(¢ia¢] +Zzurla’ ¢rla¢] (¢j)7 pour tOUtj:L"'7N_17

i—1 r=0 I=1

et

=

N-1 1 k—

Z U; a((bia (bv"/,l/) + Z Uy 1 a(¢r,la ¢r/,l/) = L(¢r’,l’)7

i=0 =1

pour tout v’ =0,--- N —1lettout I'=1,--- k- 1.
(5.21)

[y

Il
=)

r

On montre alors le résultat suivant

Théoréme 20 Siu est la solution de (5.19) et u;, donnée par (5.20) (5.21), alors il
existe C, ne dépendant pas de h, telle que

lu = unll a1 oy < Ch|fllz2qop-

Cette méthode est d’ordre au moins k, c’est a dire qu’il existe une constante C,
indépendante de h, telle que, si la solution eracte u est dans H*T1(]0,1[) alors

= unllrgoap < CR* [|ull grergoap.
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Preuve : La démonstration de ce résultat est admise, le principe est le méme que
pour les éléments finis de degré 1, les estimations sur la fonction d’interpolation de
Lagrange sont seulement un peu plus techniques a obtenir.

5.4 Eléments finis de Lagrange en dimension deux ou trois

Le probleme modele en dimension 2 ou 3 est I’équation de Poisson avec conditions
aux limites de Dirichlet homogene. On se donne © C IR" (n = 2 ou 3) un ouvert
borné. On note JN) sa frontiere et v la normale unitaire a 0S) extérieure a ). Le
probléeme modele est donné par

—Au(z) = f(z), dans Q,
{ u(z) =0, sur 0.

On rappelle que la formulation variationnelle de ce probleme est
(FV) Trouver u € H}(Q) tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € H}(Q),

a(u,v) = /QVU(:U) -Vou(z)dz, L(v) = /Qf(x)v(x) dx.

On suppose dans ce paragraphe que € est polyedrique. On commence par définir
le maillage, c’est a dire ’ensemble des mailles de la discrétisation. Nous verrons deux
types de maillages, des maillages triangulaires (n = 2) ou tétraedrique (n = 3) et des
maillages rectangulaires (n = 2) ou parallélépipedique (n = 3), bien sur il est possible
d’avoir des maillages mixtes ou plus complexes.

Définition 11 On appelle triangulation T, de €2, un recouvrement de ce domaine
par des triangles ou des rectangles si n = 2 et des tétraedres ou des parallélépipedes
sin = 3. Ces éléments seront appelés des mailles. On suppose que l'intersection de
deuz mailles est soit vide, soit réduite a un sommet ou une aréte commune sin = 2,
et si n = 3 soit vide, soit réduite a un sommet, d une aréte ou a une face.

Le réel h donne la taille du maillage, il est donné par

h = max hr
TET,

ot pour toute maille T de Ty, hr est le diameétre de T défini par
hr = max |z — yll2, (5.22)

ot || - ||2 est la norme Fuclidienne de IR™.
Enfin, on appelle rondeur d’une maille T' et on la note pr, le diamétre mazimum
des boules contenues dans T’

pr =2 sup T
reR,xeT
By(z,r)C T

ot By(z,7) ={y € R"; |ly — z|]> < r}.
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5.4.1 Eléments finis Pk

5.4.1.1 Présentation

Dans ce paragraphe, on suppose que le maillage n’est constitué que de triangles
si n = 2 ou que de tétraedres si n = 3. On définit alors ’ensemble des polynomes de
n variables et de degré k comme suit

P,=X{p:R">R; R - R c RF[X]
t = p(t,- 1)

On peut montrer que la dimension de Py est donnée par dimP;, = (n + k)!/(n!k!).
En dimension 2, on a donc, dimP; = 3, dimFP, = 6, dimP; = 10...
Comme en dimension 1, on introduit alors ’espace d’approximation

Vip, = {U c %) ; vjpga=0etv|r € P, VT € 77L}.

Il est facile de montrer que cet espace est Hj () conforme. Il reste & déterminer
une base de cet espace afin “d’assembler la matrice”, c’est a dire de calculer ses
coefficients.

Pour cela, nous allons utiliser, comme en dimension 1 des fonctions de forme
associées aux noeuds de la triangulation. A ce stade, les seuls points introduits sont
les sommets des mailles. Il va nous falloir choisir des noeuds, c¢’est a dire des points ou
I’'on va calculer les fonctions de forme. Il est alors nécessaire en général d’introduire
(en tout cas pour k > 2) des points supplémentaires. Mais, contrairement a la
dimension 1 ces points ne doivent pas étre choisis n’importe ou dans la maille, ceci
pour que les fonctions de forme respectent la continuité des fonctions de V}, p, sur les
interfaces du maillage.

5.4.1.2 Comment choisir les noeuds du maillage

Tout d’abord, dans chaque maille, on doit avoir autant de noeuds que la dimension
de Py, ceci afin de déterminer completement les fonctions de forme. C’est la propriété
d’unisolvance de 1’élément fini que l'on retrouve. On a donc I'hypothese (Hp) ci
dessous

(HO) Dans chaque maille T" le nombre de noeuds doit étre donné par dimpP;
soit (n + k)!/(n!k!).

Les noeuds doivent satisfaire I'hypothese (H;) ci-dessous :

(H1) Pour deux mailles voisines, les noeuds introduits sur l'interface commune
pour une des mailles doivent faire partie des noeuds pour la maille voisine.

Nous allons essayer de comprendre la derniere condition sur un exemple, celui des
éléments finis de degré 1. Précisons tout d’abord que

P = {p:IRQ—HR; p(z,y) =ax+by+c, avec a,b,cE]Rdonnés}.
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Figure 5.7: Mauvais choix de noeuds pour les éléments finis P1 en dimension 2.

Pour déterminer les trois constantes sur chaque triangle, il est alors nécessaire de
choisir trois points non alignés. Choisissons tout d’abord les milieux des cotés du
triangle, nous symboliserons ce choix par le dessin de la Figure 5.7.

Nous allons voir sur un exemple simple que ce choix est mauvais car les fonctions
de forme associées a ces noeud ne seront pas continues d’un triangle a 'autre.

On considere deux triangles voisins T} et Ty dont les sommets sont respectivement
(s1,82,s3) = ((0,0),(2,0),(0,2))) et (s2,53,51) = ((2,0),(0,2),(2,2)). Les noeuds de
ces triangles sont les milieux des cotés donnés par ¢ = (1,0), 13 = (0,1), co3 = (1, 1),
C3q4 = (1,2), Coyq = (2, 1)

Yy

C:

S3 . 34 S4
T
C23
C13 ¢ ¢ C24
T
X

S1 L

C12 59

Figure 5.8: Mauvais choix de noeuds pour les éléments finis P1 en dimension 2,
exemple.

La fonction de forme associée au noeud c13 et notée @13, satisfait ¢i3|y, € Pl,
¢13|T2 S P]- et ¢13(Cij) = 5i1 5j3 pour tout ('Laj) € {(172)a (173)7 (2737 (2a4>a (374)}
Un rapide calcul permet de montrer que

tslm (x,y) = —x+ 1, si (z,y) € T,  ¢rsn(z,y) =0, si(z,y) € Th.

Or, pour que cette fonction soit dans V}, p1, elle doit étre continue dans le domaine
et donc, en particulier sur le bord des triangles. Puisque cette fonction vaut 0 dans
T, pour assurer la continuité sur le segment [so, s3], il faudrait avoir ¢3|7, (z,y) =0
pour tout (z,y) € [se, s3], soit encore x = 1 pour tout (z,y) € [sq, s3] ce qui est
clairement faux.

On peut montrer que pour assurer la continuité des fonctions de forme, les noeuds
de la triangulation doivent étre choisis de sorte que I’hypothese suivante soit vérifiée
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Sur chaque interface de la triangulation, il doit y avoir suffisamment de
(H2) < noeuds pour déterminer completement une fonction de P de
dimension n — 1.

Ainsi, pour 'exemple précédent P1 en dimension 2, on doit pouvoir déterminer
un polynome de degré 1 d’'une variable, on a donc 2 constantes a déterminer, il faut
donc deux points sur chaque interface. Il faut de plus, d’apres (Hp), 3 noeuds par
triangle. Classiquement, on choisit les sommets de la triangulation. Ce bon choix
d’élément fini est symbolisé de la maniere suivante

Figure 5.9: Eléments finis P1 en dimension 2.

Pour du P2, I'hypothese (Hy) impose 6 noeuds par triangle. De plus d’apres (H3),
sur chaque co6té, on doit déterminer un polyndéme de degré 2 donc 3 constantes et
donc mettre 3 noeuds sur chaque interface. Classiquement on choisit les sommets de
la triangulation et le milieu de chaque interface (on pourrait choisir n’importe quel
point de U'interface en dehors des sommets). Cet élément fini est symbolisé par le
dessin ci-dessous.

Figure 5.10: Eléments finis P2 en dimension 2.

Pour du P3, 'hypothese (Hy) impose 10 noeuds par triangle. De plus d’apres
(H,), sur chaque c6té, on doit avoir 4 noeuds sur chaque interface, on les choisit
équidistribués sur l'interface. On rajoute le centre de gravité du triangle pour le
dixieme point. Cet élément fini est symbolisé par le dessin suivant.

Figure 5.11: Eléments finis P3 en dimension 2.

Tous ces résultats se généralisent en dimension 3. On termine avec deux exemples
en dimension 3 pour du P1 et du P2. Pour du P1, ’hypothese (Hy) impose 4 noeuds
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par tétraedre. De plus d’apres (Hj), on doit déterminer completement sur chaque
interface un polynome de degré 1 en deux variables, soit 3 constantes, on choisit les
sommets. Pour du P2, on doit avoir 10 noeuds par tétraedre et on doit pouvoir
déterminer un polynome de degré 2 de deux variables p(z,y) = az® + by? + cxy +
dx + ey + f soit 6 constantes, donc 6 noeuds par interface. On choisit les sommets
et les milieux des arétes des tétracdres. Ces éléments finis sont symbolisés par les
dessins suivants.

Figure 5.12: Eléments finis P1 et P2 en dimension 3.

On a alors le résultat suivant

Théoreme 21 Soit T, une triangulation de € satisfaisant les propriétés de la défini-
tion 11 et qui n’est composée que de triangles si n = 2 ou que de tétraecdres st n = 3.
On se donne un ensemble Ny, = {c;; i =1,--- Ny} de noeuds du maillage satis-
faisant les hypothéses (Hy), (Hy) et (H2) (données pages 55 et 56).
Alors l'ensemble des fonctions de forme associées auzr noeuds de Ny, c’est a dire
les fonctions ¢; pour i =1,--- Ny définies par

{¢Z|T€Pk’ VTEWH
¢i(0j) = 51'3'7 Vi=1,--+, Ny,

définit une base de Vj, p,, et toute fonction v, € V), p, s’écrit
Np,
Un = E V; -
i=1

5.4.1.3 Calcul des fonctions de forme a I’aide d’un triangle de référence

Nous allons voir comment déterminer les fonctions de forme a I’aide d’un triangle
de référence. Commencons par remarquer que pour un noeud donné ¢, le support de
la fonction de forme associée a ce noeud, ¢., est exactement la réunion des mailles
de la triangulation contenant le noeud c.

Ainsi pour reprendre les éléments finis P1, la fonction de forme est représentée
sur la figure 5.13.

On voit donc, qu’il est nécessaire de déterminer le polynome constituant ¢. sur
chaque triangle le contenant. Pour cela, on utilise un triangle de référence sur lequel
on effectue tous les calculs. Puis a ’aide d’un changement de variables, on se ramene
sur n’importe quel triangle de 7,. Pour cela, on utilise le lemme suivant
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Ge(,y)

Figure 5.13: Fonction de forme associée au noeud c pour les éléments finis P1 en
dimension 2.

Lemme 5 Soitn = 2 ou 3, on considére (T,, Py, {c1,---c;}) avec J = (n+k)!/(n! k!),
un élément fini de Lagrange. Soit de plus T un élément de Ty, et F' une application
bijective de T, dans T, alors (T, Py, {F(c1),--- F(cs)}) est un élément fini de La-
grange.

De plus si pour tout i = 1,---J, ¢;, est la fonction de forme sur T, associée au
noeud ¢;, c¢’est a dire la fonction satisfaisant ¢;, € Py, et ¢;,(c;) = 0;; alors ¢, oF1
est une fonction de forme sur T' associée au noeud F(c;).

Je détaille cette procédure en dimension 2 dans le cas des éléments finis P;. On
considere donc le triangle T, de sommets s; = (0,0), s, = (1,0) et s3 = (0,1), ce
triangle est appelé triangle de référence.

Déterminons les fonctions de forme sur ce triangle de référence. Pour cela, nous
avons besoin des coordonnées barycentriques dont je rappelle la définition

Définition 12 Soit un triangle T' de sommets s1, s9, et s3. On suppose que T est
non dégénéré c’est a dire que s1, So et s3 sont non alignés.

Alors pour tout point dans T' de coordonnées cartésiennes (x,y), les coordonnées
barycentriques de (x,y) sont les réels A\, Ay et A3 définies par

/\l(xuy) s$1+ >\2<x7y) So + >\3($7y) 53 = (xmy)a
/\1($,y) + )‘2<m7y) + )\3(1',:1/) =L

Pour tout (z,y) € T ce systéme admet une unique solution. De plus, pour tout i =1,
2, 3, les fonctions \; sont affines.

On montre le résultat suivant

Lemme 6 Soit le triangle T, de sommets s; = (0,0), sy = (1,0) et s3 = (0,1), alors
le triplet (T, Py,{s1, S2, $3}) est un élément fini de Lagrange et les fonctions de forme
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(P10, P2y B3.) SONt données par les fonctions coordonnées barycentriques (A1, Ao, A3)
sutvantes
¢1,r(x7y) =1—-u- Yy = )\1(%’,?}),
P2 (@,y) = = Aa(,y), (5.23)
G3.0(,y) =y = As(z,y),

pour tout point (x,y) € T,.

Preuve : Il suffit de montrer que {sy, s2, s3} est Py unisolvant, c’est a dire que pour
tout (aq,as, a3) € IR?, il existe une unique fonction p € P; telle que p(s;) = a; pour
tout ¢ =1, 2 ou 3.

On cherche donc a, b et ¢ dans IR tels que

C= (q,
a + ¢ = o,
b+ c= as,

qui admet une unique solution donnée par a = as — a1, b = az — a1 et ¢ = ay. Et,
p(r,y) = (a2 — 1) o+ (a3 — 1) y + .

Donc, (T, P1,{s1, s2, s3}) est un élément fini de Lagrange.

Pour déterminer la base, il suffit de choisir pour (aq, as, a3) tour a tour les valeurs
(1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1), ce qui donne (5.23).

Enfin pour terminer, donnons la fonction F' qui envoie le triangle 7, sur un triangle
T de sommets (s1 = (z1,v1), S2 = (22, ¥2), 3 = (x3,y3)), on fixe F telle que F(0,0) =
s1, F'(1,0) = sy et F(0,1) = s3 alors

F T, — T

_ o (wa—x)s+ (3 —x1) t+ 2y
(5:8) = (x’y)_F(S’t)_<(yz—y1)8+(y3—y1)t+y1 )

5.4.1.4 Assemblage de la matrice.

Tout d’abord, on donne le probleme approché (F'V),. On utilise les notations du
Théoreme 21. La solution exacte u € Hj(Q2) est approchée par u, € Vj, p1, qui se
décompose dans la base des (¢;);—1.... n,. Le probleme (F'V'), est alors donné par

(FV), Trouver (uy,--- ,uy,) € R™ tel que
Np
Zuj / Voi(x) Voi(r)de = / f(z) ¢s(x) dz
j=1 @ Y
pour tout ¢t = 1,---, N,.

Ce probleme est équivalent a un systeme linéaire
AU, = Fy,

ou Ay = (aij)i<ij<n, et

ai,j = /QV¢](£L') . V(bl(.%) d.’ﬂ,
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L@/::(ul,---,uAh)j’et ﬁ% ::(PH,-~-,P}Q)7'avec

m:éﬂmwmw.

Remarquons que

ai; = /QVQSj(I) -Voi(x)dr = Z /Tngﬁj () - Vi(z)dx = Z Qi

TeTh TeT

Ainsi, il semblerait que pour calculer les coefficients de la matrice Ay, il soit nécessaire
d’effectuer trois boucles : une sur ¢, une sur j et une sur les triangles de 7.

Mais la quantité a; ;r est non nulle, si et seulement si ¢ ET j sont des noeuds
de T'. Avec cette remarque, on va pouvoir construire un algorithme avec une seule
boucle, classiquement c’est celle sur les triangles que I'on conserve.

En effet, pour chaque triangle 7', on introduit des matrices et vecteurs sources
élémentaires définies comme suit. Chaque triangle T, contient 3 noeuds numérotés
de 1 & 3. On note ¢f, @3 et @3 la restriction & T des fonctions de forme associées
aux noeuds de 7. On calcul pour chaque noeud de T’

Ap = (agl)lgk,lgs, Fr = (FkT)lgkga

avec

@:Lvmmvﬁwm7ﬁE¢ﬂ@ﬂmm

L’algorithme de ’assemblage de la matrice et du terme source est alors donné par

Pour p = 1 jusqu’a card(Ty) faire

Pour k =1 jusqu’a 3 faire

Si ¢ n’est pas sur le bord faire

- Calculer F{f

- Rajouter FiI' au coefficient de la ligne i, de Fh, ou 4 correspond

au numéro de k dans la numérotation globale des noeuds.

- Pour [ = 1 jusqu’a 3 faire

Si ¢; n’est pas sur le bord faire

- Calculer af,

- Rajouter al; au coefficient de la ligne de iy et de la
colonne 7;de Ah, ou i) et 7; correspondent respectivement
aux numéros de k et de [ dans la numérotation globale

des noeuds.
Fin Si.
Fin Pour
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

On peut le détailler, en introduisant les variables suivantes :
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noeuds : tableau de taille 2 x N}, contenant les coordonnées de chaque noeud du
maillage. Ce tableau permet également de numéroter les noeuds, il faut le faire de
sorte que la largeur de bande de la matrice soit la plus petite possible.

noeuds-bord : tableau de taille 2 x N, contenant 0 si le noeud est sur le bord
et 1 sinon.

noeuds-triangles : tableau de taille card(7,) x 3 contenant pour chaque triangle
T de Ty les indices dans le tableau noeuds des 3 noeuds du triangles 7'

AT : matrice élémentaire de taille 3 x 3.
FT : Vecteur source élémentaire de taille 3.
Ah : matrice de taille N;, x Ny,

Fh : Vecteur source de taille NV},

Fh=0

Ah=0
Pour p =1 jusqu’a card(Ty,) faire
FT=0
AT=0
Pour k£ =1 jusqu’a 3 faire
Si noeuds-bord(noeuds-triangles(k,p))= 1 faire
- Calculer FT(k)
- Fh(noeuds-triangles(k,p))=Fh(noeuds-triangles(k,p))+FT (k)
- Pour [ =1 jusqu’a 3 faire
Si noeuds-bord(noeuds-triangles(l,p))= 1
- Calculer AT (k,1)
- Ah(noeuds-triangles(k,p),noeuds-triangles(l,p))=
Ah(noeuds-triangles(k,p),noeuds-triangles(1,p))+AT (k,1)

Fin Si.
Fin Pour
Fin Si

Fin Pour

Fin Pour

Les calculs de FT(k) et de AT (k,]l) se fait a l’aide du triangle de référence, nous
détaillerons cela en travaux dirigés.

5.4.2 Eléments finis Qk

On suppose, maintenant, que le maillage n’est constitué que de rectangles si n = 2
ou que de parallélépipedes si n = 3. On définit alors ’ensemble des polynomes de n
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variables et de degré k en chaque variable comme suit

Qk—{p:]R"—HR;Vi—l,---,n, R

Z;

- R e RF[X],
= pla, @)

V£L']€]R,,j7él}

On peut montrer que la dimension de @ est donnée par dimQ, = (k + 1)". A titre
d’exemple, on pourra remarquer que

Q= {p:]R2—>]R; p(z,y) =azx+by+cry+d, avec a,b,c,dE]Rdonnés},

Q2 = {p :R? = R; ple,y) = ar® + by® + ca®y? + day® + ex’y + fa + gy +izy + j,
avec a,b,c,d,e e, f,g,i,7 € IR donnés},
Comme précédemment, on introduit alors I’espace d’approximation

Viaor = {U S CO(Q) s V|lan =0etv|p € Qp, VT € 77L}

Il est facile de montrer que cet espace est Hj(€2) conforme. Comme pour les éléments
finis P, on utilise les fonctions de forme associés aux noeuds de la triangulation et
ces noeuds doivent satisfaire les hypotheses (Hy), (Hy) et (Hs) ou 'hypothese (H;)
est inchangée et ou (Hy), et (Hs) sont maintenant données par

(HO) Dans chaque maille T' le nombre de noeuds doit étre donné par dim@);,
soit (k4 1)".

Sur chaque interface de la triangulation, il doit y avoir suffisamment de
(H2) < noeuds pour déterminer completement une fonction de @, de
dimension n — 1.

Il est facile de montrer qu’en dimension 2, le bon choix d’éléments finis Q1, Q2 et Q)3
sont symbolisés par les dessins ci-dessous

Ql =Q2 ) Q=3

Figure 5.14: Eléments finis Q1, Q2 et ()3 en dimension 2.

Alors, qu’en dimension 3, le bon choix d’éléments finis Q1 est symbolisé par le
dessin ci-dessous
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@1

Figure 5.15: Eléments finis 1 en dimension 3.

5.4.3 Résultats de convergence et d’estimations d’erreurs dans le cadre
général

Nous ne ferons qu’énoncer le résultat de convergence et d’estimations d’erreur,
les techniques utilisées dans le preuve, sont les méme qu’en dimension une, mais
beaucoup plus complexes en terme de notations. On majore ’erreur entre la solution
exacte et la solution approchée par I'erreur entre le solution exacte et I'interpolé de
Lagrange de cette solution.

Le résultat s’énonce comme suit

Théoreme 22 Soit (), un ouvert borné polyédrique de R"™ (n =2 ou 3), on consideére
u la solution du probléme variationnel (F'V') donné page 54.

Soit Ty, une triangulation de € satisfaisant les propriétés de la définition 11 et qui
n’est composée que de triangles ou de rectangles st n = 2 ou que de tétracdres ou de
parallélépipedes st n = 3. On suppose de plus qu’il existe a > 0 telle que

hr

— S «,
PK
pour tout K € Ty, et ou hyi et pgx sont ddonnés dans la définition 11.

On considere une approrimation P, ou Qy avec k > 1. On se donne donc un
ensemble Nj, = {c; ; i =1,--- Ny} de noeuds du maillage satisfaisant les hypothéses
(Hy), (Hy) et (Hs) (données pages 55 et 56 ou page 63).

On définit uy, = vazhl w; ¢; ot (uy,- - ,up,) est solution du probléme (FV'), donné
page 60.

Alors, la méthode des éléments finis converge,

lim f[u — un| 1) = 0,

de plus cette méthode est d’ordre au moins k, c’est a dire qu’il existe une constante
C, ne dépendant pas de h, telle que si la solution est dans H**1(Q), on a

Hu — uhHHl(Q) S Chk HUHHkJrI(Q).
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