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Les travaux présentés dans ce mémoire portent sur ’existence et ’étude qualitative
des solutions des équations aux dérivées partielles non linéaires, et tout particulierement
des solutions ayant une structure spatiale et temporelle bien définie, appelées suivant les
cas ondes stationnaires, ondes progressives, ondes solitaires, ou de maniere générale ondes
non linéaires. Ces structures sont bien observées expérimentalement et numériquement,
et trés souvent jouent un réle majeur dans la dynamique des systémes correspondants.

Les systemes considérés sont des modeles concrets issus de la mécanique des fluides,
de la superfluidité, de la superconductivité ou de la physique des transitions de phase.
A titre d’exemples, on peut citer les treés nombreux modeles représentant différentes
approximations de la propagation des ondes a la surface libre d’un fluide (équations de
Benjamin-Ono, de Kadomtsev-Petviashvili, ou de Benney-Luke). D’autre part, il convient
de mentionner les différentes variantes de 1’équation de Schrédinger non-linéaire (comme
I’équation de Gross-Pitaevskii, I’équation de Hartree ou 1’équation de Schrodinger avec
nonlinéarité de type "1 — 1/°”) qui interviennent dans I’étude des condensats de Bose-
Einstein, la supraconductivité et la superfluidité.



1 Travaux de recherche pendant la these

1.1 Régularité et décroissance

Dans un premier temps, je me suis intéressé aux propriétés qualitatives des ondes non
linéaires pour quelques équations issues de la mécanique des fluides, plus précisément a
leur régularité et a leur taux de décroissance a I'infini. On a utilisé la théorie classique des
multiplicateurs de Fourier pour obtenir la régularité dans les espaces de Sobolev WP,
respectivement la théorie de Paley-Wiener pour démontrer ’analyticité des solutions.

Les propriétés de décroissance ont été prouvées en utilisant une technique générale
qui consiste a transformer une équation aux dérivées partielles en une équation de convo-
lution. Pour donner un exemple, considérons une équation de la forme P(D)(u) = F(u)
dans RY. En utilisant la transformation de Fourier cette équation est équivalente &
P(i&)u = F(F(u)). Si l'opérateur P(D) est elliptique, on peut écrire u = %}"(F(u))
ou encore u = k x F(u), on k = fﬁl(%). Dans beaucoup d’exemples concrets, le
noyau k est une fonction qui décroit assez rapidement lorsque |x| tend vers I'infini. Si
|F(u)| < Clu|" pour u proche de zéro, o r > 1, et si 'on dispose d’une estimation sur la
vitesse de convergence de u vers 0 a I'infini, en utilisant I’équation de convolution on peut
améliorer successivement cette estimation. Dans la plupart des applications on obtient
que u tend vers zéro (au moins) aussi rapidement que le noyau k.

Cette technique avait été utilisée dans [LiBo96] et [BoLi97] pour des problémes uni-
dimensionnels et dans [dBS97] pour les ondes solitaires de I’équation de Kadomtsev-
Petviashvili en dimension 2 et 3. Elle a été utilisée par la suite par P. Gravejat pour les
ondes progressives de I’équation de Gross-Pitaevskii.

On a montré dans [1] que les ondes solitaires de ’équation de Benney-Luke (dont
Pexistence avait été prouvée en 1998 par R. L. Pego et J. L. Quintero) sont des fonctions
analytiques et on a trouvé leur taux algébrique optimal de décroissance & 'infini. Dans [2]
on a montré 'existence, ’analyticité et on a trouvé le taux optimal de décroissance des
ondes solitaires d’une généralisation bidimensionnelle de I’équation de Benjamin-Ono.

1.2 Existence des ondes non-linéaires

A. Une équation de Schrodinger non-linéaire avec potentiel en dimension 1.
Dans [4] on a étudié I’équation

(1.1) iA —ivAy = —Agy — A+ |[APA+U()A, z€R, teRy,

qui décrit ’écoulement derriere un obstacle fixe d’un fluide injecté avec une vitesse
constante v a l'infini. Le potentiel U est une mesure positive qui modélise 'obstacle.
L’équation (1.1) a été étudiée a 'aide des développements asymptotiques formels et des
simulations numériques par V. Hakim pour quelques types particuliers de potentiel.

On a cherché des solutions stationnaires (i.e. indépendantes de ¢) dont le module tend
vers £1 a l'infini. On a réussi & montrer que, si le potentiel U n’est pas trop grand, deux
telles solutions existent : I'une est obtenue comme un minimiseur de I’énergie associée
a (1.1), Pautre est un point selle de ’énergie. L’existence d’un minimiseur est classique.
La preuve de l’existence d’'une deuxiéme solution est beaucoup plus délicate et repose
sur une variante du Lemme du Col due a Ghoussoub et Preiss. La difficulté majeure est
d’obtenir des informations assez précises sur les suites de Palais-Smale afin de déduire
leur convergence et de montrer que leur limite est différente de la solution obtenue par
minimisation.



B. Existence des bulles instationnaires. L’objectif de I'article [3] a été d’étudier
lexistence des ondes progressives (appelées également “bulles instationnaires”) de petite
vitesse pour I’équation de Schrodinger non-linéaire

O 2 N
(1.2) za—FAw—i—F(WJ! )Y =0 dans R",
ou ¢ est une fonction complexe qui satisfait la “condition aux limites” |¢| — r9 > 0
quand |z| — oo et la nonlinéarité est de type "% — 4%, Les bulles sont des solutions
de la forme ¢ (x,t) = ¢p(x1 — ct,xa,...,zN). L'existence de telles solutions en dimension
un d’espace a été prouvée dans [BaMa88|.

On a utilisé une approche variationnelle : les bulles sont des points critiques d’une
fonctionnelle E.(u) = E(u) + cQ(u), ou E est "Iénergie” associée a (1.2) et @ est le
moment. Une technique classique pour montrer ’existence des points critiques consiste
a mettre en évidence un changement de topologie entre deux ensembles de niveau de la
fonctionnelle, et ensuite a prouver une propriété de compacité des suites de Palais-Smale.
Cependant, les ensembles de niveau de E. ont une structure bien compliquée et il semble
tres difficile de montrer un changement au niveau global dans leur topologie. D’autre
part, il est également difficile de montrer la compacité des suites de Palais-Smale. Pour
surmonter ces difficultés, nous avons prouvé une variante locale du Lemme du Col. Ce
résultat abstrait permet de trouver des suites de Palais-Smale bornées lorsqu’on dispose
d’une information concernant un changement dans la structure des ensembles de niveau
uniquement localement, au voisinage d’un point. D’autre part, nous disposons d’un état
fondamental wug de E qui possede des propriétés tout a fait remarquables : il est un
point critique de F et il est un minimum local strict de F sur un sous-espace fonctionnel
de codimension 1. D’une maniére heuristique, il existe une ”cuvette” autour de wug sur
un sous-espace de codimension 1. En dimension au moins égale a 4, la hauteur de la
”cuvette” est strictement positive et cette structure subsiste lorsqu’on rajoute a E une
"perturbation” ¢@) avec ¢ suffisamment petit. Cette observation ainsi que le résultat
abstrait mentionné nous ont permis de montrer ’existence des bulles instationnaires de
petite vitesse.



2 Symétrie des solutions des équations aux dérivées par-
tielles

Le fait de savoir que les solutions d’'une EDP présentent des symétries est tres im-
portant a la fois pour leur étude théorique que pour leur approximation numérique. Les
symétries peuvent aussi s’avérer tres utiles pour ’étude de la stabilité des ondes soli-
taires ou des ondes stationnaires de certaines EDP d’évolution. En général, la symétrie
constitue la premiere étape dans la preuve de l'unicité des solutions de certaines EDP
elliptiques.

Jusqu’a présent il existe dans la littérature trois méthodes générales pour montrer de
telles symétries. La premiere a été développée par Gidas, Ni et Nirenberg a la fin des
années 70 et est basée sur les "moving planes” et le principe de maximum. Elle est ap-
plicable aux solutions positives dans des problemes qui font intervenir le Laplacien. Une
autre méthode repose sur I'utilisation de la symétrisation de Schwarz d’une fonction. Elle
permet de montrer qu’il existe des solutions symétriques pour un probleme de minimisa-
tion. (Notons, par ailleurs, que dans beaucoup de situations les ondes non-linéaires sont
obtenues en minimisant une certaine fonctionnelle, avec ou sans contrainte). En général,
cette méthode n’implique pas directement que foutes les solutions sont symétriques.
L’utilisation de ces deux méthodes dans le cas des systemes est parfois possible, mais elle
reste assez limitée car, d’une part, le signe de chacune des composantes de la solution doit
étre constant, d’autre part on a besoin de conditions assez fortes (et souvent irréalistes)
sur les nonlinéarités. Afin d’éviter ces inconvenients, O. Lopes a proposé en 1996 dans
[Lopl, Lop2] une méthode étonnament simple et efficace pour montrer la symétrie des
minimiseurs. Nous présentons ci-dessous le résultat de [Lopl].

Théoréme 2.1 ([Lopl]) Soit u € H'(RN,R™) un minimiseur de la fonctionnelle

V(u) = /RN |Vu|2dx+/RN F(u)dx

sous la contrainte I(u) := G(u)dx = X # 0. On suppose que les fonctions F et G
RN

sont CY, qu’il existe p < 2* tel que |F(u)| < Clu

que G'(u) Z0 si u #Z 0.

Alors la fonction u est a symétrie radiale (aprés une translation dans RY ).

et |G(u)| < Clul* pour |u| > 1 et

Preuve. On va d’abord montrer que la fonction u présente une symétrie par rapport
a la variable x1. Apres une translation dans la direction de x7 on peut supposer que

/ G(u)dx = / G(u)dx = \/2.
{z1<0} {z1>0}

On définit

(2.1)  wi(z) = {

u(—z1,2") stz <0
u(ry, ') siaxy > 0.

u(zy, ') stz <0
u(—z1,2") stz >0

et va(z) = {

1 est facile de voir que vy, v2 € HY (RN, R™) et on a I(u) = I(v1) = I(v2) = A\. Come u
est un minimiseur, ceci implique V' (v1) > V(u) et V(v2) > V(u).

D’autre part on a V(vy) + V(ve) = 2V (u).

On en déduit que nécessairement V(v1) = V(va) = V(u) et v; et vy sont aussi des
minimiseurs. Par conséquent, il existe des multiplicateurs de Lagrange « et 3 tels que

—Au+2F (u) + aG'(u) =0 et

(2.2) —Av; +2F' (v1) + BG'(v1) =0  dans RV,



En utilisant (2.2) et la théorie de la régularité elliptique, on déduit que les fonctions u et
v1 sont bornées et régulieres.

On ne peut pas avoir v1 = 0 car I(v1) = X # 0. Par conséquent, il existe z* tel que
xy <0 et G'(v1(z*)) # 0. Comme u = v1 dans {z1 < 0}, de (2.2) on déduit que o = f3.
Il est alors facile de voir que la fonction w := u — v; satisfait une équation de la forme

(2.3) —Aw+ A(z)w =0 dans RV, ot A € L(RY,R™ x R™).
On utilise ensuite le

Théoréme 2.2 (Théoréme de Prolongement Unique) Supposons que ® € HL (RN, R™)
satisfait

AP+ A(x)® =0 dans RN, on Ac L®RN,R™xR™).
Si ® =0 dans un owvert Q C RY, alors ® =0 dans RV.

Comme w = 0 dans le demi-espace {1 < 0}, on déduit du théoréeme de prolongement
unique et de (2.3) que w = 0 dans R", c’est-a-dire u = v1. Donc u est symétrique par
rapport a xi.

De la méme fagon, apres translation u est symétrique par rapport a chacune des
variables xa,...,zy. En particulier, u(x) = u(—=z). Par conséquent, tout hyperplan II
qui contient 'origine O coupe la contrainte en deux quantités égales. Le méme argument
que ci-dessus implique alors que u est symétrique par rapport a tout hyperplan contenant
O, donc u est a symétrie radiale. O

2.1 Un résultat général de symétrie

Dans un travail récent [7], nous avons étudié la symétrie des solutions d’un probléme
(P) qui consiste & minimiser une fonctionnelle

B(u) = /Q F(j2), u(x), |Vu(z))) de
avec un nombre fini de contraintes
Qi) = [ Gyllal. @) V(@) de =Xy, j=Looosky

ot © C RY est un ensemble ouvert invariant par rotations. On suppose que :

A1l. On travaille dans un espace X de fonctions ayant la propriété que pour tout
u € X et pour tout hyperplan II de R™ contenant le centre de €2, les deux fonctions
obtenues de u par symétrie miroir par rapport a II (comme dans (2.1)) appartiennent
encore a X.

A2. Le probléeme (P) admet des solutions dans X et toute solution est de classe C'*
sur €.

Notons que ces hypotheses sont tres générales, donc les résultats obtenus s’appliquent
a un grand nombre de situations concrétes. Par exemple, la condition (A1) est vérifiée par
tous les espaces de Sobolev W1P(€). Sous des hypotheses de régularité et de croissance
raisonnables sur F,G1,...,Gg, les fonctionnelles F, Q1,...,Q sont différentiables sur
X et les minimiseurs de (P) satisfont des équations d’Euler-Lagrange. Trés souvent,
ces équations sont des systemes elliptiques quasi-linéaires. La théorie de la régularité



des solutions de tels systemes a connu un développement spectaculaire les 50 dernieres
années. Dans des situations tres générales, elle permet de montrer que les solutions des
équations d’Euler-Lagrange sont (au moins) C!, donc (A2) est satisfaite.

Le résultat obtenu est le suivant :

Théoréeme 2.3 Supposons que (A1), (A2) sont satisfaites et 0 <k < N —2. Soitu € X
un minimiseur de (P). Alors il existe un sous-espace vectoriel V- de RN de dimension k
tel que u est a symétrie radiale par rapport a 'V (c’est-a-dire u(x) dépend uniquement de
la projection orthogonale de x sur V' et de la distance de x a V).

Dans le cas o © = RY, les fonctionnelles E, Q1,...Q} sont invariantes par trans-
lations et (Al) a lieu pour tout hyperplan affine II de R” (et non seulement pour les
hyperplans contenant ’origine), on a montré :

Théoréme 2.4 Siu € X est un minimiseur de (P) et 1 < k < N — 1, alors il existe
un sous-espace affine V- de RN de dimension k — 1 tel que u est & symétrie radiale par
rapport a V.

En particulier, dans le cas d’une seule contrainte, tous les minimiseurs sont a symétrie
radiale par rapport a un point. Notons que tous ces résultats sont valables pour des
minimiseurs a valeurs vectorielles et on ne demande aucune hypothese sur les signes des
composantes des minimiseurs. D’autre part, les exemples présentés dans [7] montrent que
les résultats ci-dessus sont optimaux méme pour des minimiseurs & valeurs scalaires.

Afin de donner une idée des preuves des résultats énoncés plus haut, nous allons
présenter la démonstration du Théoreme 2.4 dans le cas particulier ou N =2 et k = 1.
Le probleme (P) devient

Minimiser F(u) = / F(u(zx),|Vu(z)|)dx sous la contrainte
R2
Q) = [ Gluta). [Fu@))ds =2 2 0.

(P")

Lemme 2.5 Soit u un minimiseur de (P"). On suppose que toute droite 11 passant par
O a la propriété :

A
(2.4) Gu(@), [Vu(@))do = | Glu(@),|Vu()]) do = 5.
I+ - 2

Alors u est a symétrie radiale par rapport a O.

Preuve du Lemme 2.5. Soit II une droite quelconque contenant O. On choisit un
systeme de coordonnées tel que II = Oy. On définit

u(—z,y)siz <0
u(z,y) stz > 0.

u(z,y) siz <0
u(—z,y) si z >0,

(o) = { (o) = {

Alors vi,v9 € X et on a Q(v1) = Q(v2) = A ce qui implique E(vy) > E(u) et E(ve) >
E(u). D’autre part, on a E(v1) + E(v2) = 2E(u). Donc vy, ve sont aussi des minimiseurs
et en utilisant (A2) on déduit que vy, vy € C1(R?).

La symétrie de vy et de vy par rapport a z1 implique a;1(0,y) = a;2(0,y) = 0 pour
T i
tout y. Comme u = v; pour x < 0, on a
8u . 6u . 62}1 8’01
R e 1 _ — ]_ B = — = U.
oz (0y) =lim o (s,y) =1lim 5 ~(s,y) = 5 2(0,4) =0



Ainsi on a montré que pour toute droite Il contenant O,

ou

(2.5) o =

0 sur II, ou n est la normale & II.

ou
En coordonnées polaires x = 7 cos 6, y = rsin 6, ceci implique — = 0 sur R?\ {O} et on

en déduit que u ne dépend pas de 6, c’est-a-dire u est une fonction radiale. O

Démonstration du Théoréme 2.4 pour N =2 et k= 1.
Soit v un minimiseur de (P’). Aprés translation, on peut supposer que

/ G(u,\VuDd:L‘dy:/ G(u, |Vu|)drzdy = i
{w<0} {2>0} 2

Soient u; et ug les deux fonctions obtenues de u par symétrie miroir par rapport a Oy.
Alors uy et uo sont aussi des minimiseurs et, de plus, sont paires en x.
Apres translation en ¥y, on peut supposer que

/ G(u1,|Vu1|)dxdy:/ G(uq,|Vuy|) dx dy = i
{y<0} {y>0} 2

Soient u1,1 et u1 2 les deux fonctions obtenues de u; par symétrie miroir par rapport a Oz.
I est évident que u1,1 et uy 2 sont aussi des minimiseurs et sont paires en = et en y. Par le
Lemme 2.5 on déduit que w11 et u; 2 sont des fonctions radiales par rapport a O. Comme
u1,1(z,0) = u1(z,0) = uy2(x,0) pour tout z, on a nécessairement uj; = uj2 = u; sur
R?2, donc u; est une fonction radiale.

De la méme facon, il existe k € R tel que

/ G(u2,|Vu2|)dxdy:/ G(uz, |Vus|) dz dy = é
{y<k} {y>k} 2

Comme ci-dessus on déduit que ug est radiale par rapport a (0, k).

Nous allons montrer que & = 0. Supposons, par 'absurde, que k # 0. Alors la fonction
d’une variable y — u(0,y) = u1(0,y) = uz(0,y) est une fonction symétrique par rapport
a 0 et par rapport a k, donc c¢’est une fonction 2|k|—périodique. Donc G(uq, |Vui|) est
une fonction radiale dont le profil est 2|k|—périodique. On en déduit que si I'intégrale

/ G(u1,|Vui|) dz dy converge, sa valeur est nécessairement 0, ce qui implique A = 0,
R2

absurde.

Par conséquent, on a kK = 0 et alors u;, us sont deux fonctions radiales par rapport
a 0. Comme u1(0,-) = u(0,-) = uz(0,-) on déduit que u; = ug = u, c’est-a-dire u est
radiale. O

Pour démontrer les Théoremes 2.3 et 2.4 dans le cas général, on utilise le Théoreme
de Borsuk-Ulam pour trouver des hyperplans qui ”coupent les contraintes en deux”, un
résultat analogue au Lemme 2.5, et un peu de géométrie élémentaire et de combinatoire
pour "recoller les morceaux.”

2.2 Symétrie et monotonie des solutions d’énergie minimale

Dans [9], nous étudions le comportement des solutions d’énergie minimale du systéme

(2.6) —div(|Vug|P72Vu;) = gi(u), i=1,...,m,



p
ot u = (ug,...,un): RY — R™, 1 <p<oo, |(y1,...,yn)]P = (Z;yzly]z>2, gi(0) =0
et il existe G € CH(R™ \ {0}, R) telle que g;(u) = g—uGi(u).
Ce systeme, notamment dans le cas p = 2, intervient dans un nombre important de
problémes issus de la physique. La fonctionnelle d’énergie associée est

1 m
Su:/ Vuipdx—/ G(u)dz.
= fo vt [ 6t

11 est facile de voir que les solutions de (2.6) sont précisément les points critiques de S.
On appelle solution d’énergie minimale une solution qui minimise S dans ’ensemble de
toutes les solutions.

L’existence des solutions d’énergie minimale a été prouvée dans une série de travaux
classiques (le lecteur pourra consulter les articles [BeLi83], [BeGK83], [BrLieb84] et les
références qu’ils contiennent). Cependant, dans le cas des conditions générales sur la
nonlinéarité g, la symétrie de telles solutions et la monotonie de leur profil dans le cas
scalaire (m = 1) ont été des problemes longtemps non résolus.

Nous avons trouvé une caractérisation variationnelle équivalente des solutions d’énergie

1 m
minimale de (2.6). On introduit les fonctionnelles J(u) = / Z |Vu; [P dz et V(u) =
PJRN

G(u)dx. On a :
RN
Proposition 2.6 On suppose que 1 < p < N. Soit u une solution d’énergie minimale de
(2.6). Alors u est une solution du probléme de minimisation

(2.7) minimiser J(v) sous la contrainte v # 0 et V(v) = V(u).
En utilisant la Proposition 2.6 et le Théoreme 2.4, on déduit :

Corollaire 2.7 Siu est une solution d’énergie minimale de (2.6), alors u est a symétrie
radiale (modulo une translation dans RN ).

Dans le cas scalaire (m = 1) nous avons montré le résultat de monotonie suivant :

Proposition 2.8 Soit m =1 et soit u une solution d’énergie minimale de (2.6). Alors :
i) La fonction u a un signe constant sur RV,
it) Le profil radial de u est une fonction monotone sur [0, 00).

La preuve de (i) est assez simple (et présente un lien évident avec le fait que le
principe de concentration-compacité peut étre utilisé pour montrer la compacité des suites
minimisantes du probleme (2.7)) : si u change de signe, on peut considérer séparement
les fonctions uy et u_. Alors J(uy) + J(u—) = J(u) et V(uy) + V(u_) = V(u), ce qui
implique que la dichotomie se produit pour les suites minimisantes de (2.7).

La preuve de (ii) repose sur un résultat de [BroZi88] qui affirme que pour une fonction
positive v € DMP(RY) on a toujours J(v) > J(v*) (ol v* est le réarrangement de Schwarz
de v) et on peut avoir J(v) = J(v*) uniquement si les ensembles de niveau v~!(¢) sont
des spheres pour presque tout ¢ > 0. Or, si u est une solution d’énergie minimale, on
sait déja que u est positive et radiale, u(z) = a(|z|), ou u(r) — 0 quand r — oco. Si @
n’est pas décroissante, il existe 0 < a < b < ¢ tels que @(a) < u(b) et u(b) > u(c). Soit
my = min(@(a), @(c)) et ma = (b). Alors pour tout t € [mq,ms], u~!(t) contient au moins
deux spheéres concentriques, donc ce n’est pas une sphére. Par le théoreme de [BroZi8s]
on déduit que J(u*) < J(u). Comme V(u*) = V(u), on obtient une contradiction avec le
fait que w est un minimiseur de (2.7).



2.3 Symétrie dans des problemes non-locaux

La symétrie des minimiseurs dans des problémes qui font intervenir des opérateurs
non-locaux a été étudiée dans [6]. Nous décrivons ci-dessous quelques exemples.

A. Problémes qui font intervenir les puissances fractionnaires du Laplacien.
On considere I’équation de Benjamin-Ono généralisée

A+ aAA, — B(—A)2A, =0  dans R%,  a, 3> 0.

Les ondes progressives de cette équation sont des solutions de la forme A(z, y, t) =
u(x — ct, y). Apres changement d’échelle, on trouve que le profil u satisfait

uw=u? dans R%

D=

u+ (—A)

L’existence des ondes progressives a été démontrée dans [2] en minimisant

V(u) = ;/RQK—A)iude—F/ 2d

R2
sous la contrainte I(u) = / uddx = constant. Plus généralement, dans [Lop3] on a
R2
montré I'existence des minimiseurs des fonctionnelles de type
28|70 ¢ |2

(28) V= [ lePla©Pd+ [ Fuds

RN RN
sous une contrainte I(u) = / G(u)dr = X # 0. Il est évident que ce probleme de

N
minimisation ressemble a celui considéré dans le Théoreme 2.1. La question qui se pose
naturellement est de savoir si les minimiseurs de (2.8) présentent aussi une symétrie. Le
résultat suivant permet d’apporter une réponse affirmative a cette question.

Lemme 2.9 Soit s € (—3,3) et soit u € H*(RN). On définit vi,vy comme dans (2.1).

Si V' est donné par (2.8), on a

(2.9) V(or) + Vi(va) — 2V (u) = — 20T oy -y e (—%, g),

™

ot f(z) = L(u(z1,2') — u(—2z1,2")) et

2
* 2 / &1 /
| feerztgaa)

(2.10) Ng(f) = /RN-I /lfjo (t2 _ ’6/‘2)8

De plus, Ny est une norme sur Hiodd(RN) = {u e H*(RN) | u est antisymétrique en x1}

et cette norme est continue par rapport a la norme usuelle de Hs.

Supposons que s € (0,1) et que u est un minimiseur de (2.8) sous la contrainte
I(u) = X # 0. Apres une translation dans la direction de z1, on peut supposer que
G(u)dr = G(u)dr = A/2. On définit v; et vy comme dans (2.1). 11 est

{z1<0} {z1>0}
clair que I(v1) = I(v2) = X et (2.9) implique que Ng(f) = 0 (car sinon on aurait V' (vy) +
V(vg) — 2V (u) < 0, donc V(v1) < V(u) ou V(vy) < V(u), en contradiction avec le fait
que u est un minimiseur). Comme Ng(f) est une norme, on en déduit que f = 0, donc u



est symétrique par rapport a x1. De la méme facon, u est symétrique par rapport a toute
direction (modulo translation) et finalement on obtient que u est une fonction radiale.

Notons que dans le cas s € (1,3), (2.9) implique V(v1) 4+ V(v2) — 2V (u) > 0 (avec
inégalité stricte si u n’est pas symétrique) et la méthode n’est plus applicable. La symétrie
des minimiseurs dans ce cas reste un probleme ouvert.

Preuve du Lemme 2.9 dans le cas N=1.
On va démontrer que (2.9) a lieu pour V(u) = ||u|%,, = / 1€]%%||? d¢ quelque soit
RN

s € (—3,2). Onnote f(z) = 3(u(z) — u(—z)).
—f(:C), € S Oa

Etape 1 : u € C>°(R). On note g(z) = T(u(z) +u(—2)), fu(z) = { () =50
de sorte que g, f. sont paires, f est impaire, u =g+ f, u1 =g — fx, ua =g+ f«. On a

7e) = /0 (e ) () dr = 20 /O " sin(26) () d,

ﬁ(f) = /Ooo(eixg + €8 f(z) dx = 2/000 cos(x) f(x) du.

On obtient ensuite

el + ol = 2l = [ 1P (G- L.+ g+ E.P =26+ ) a

=2 [ Je (172 - 177) ae
|5|25( cos(x€) f(x) da

—5 /R k([

2

| sinGee) ) d

2
!
(2.11)
cos(x§) f(x)cos(y€) f (y) dudy
/ / sin(z€) f (x)sin(y) f (y )dxdy) (Fubini)

=5 [1Pe [ [ costla 00 ) ) dady e

On définit h(z / / e @Yz £ () f(y) dedy et on prouve que :

e La fonction h est holomorphe sur C et bornée sur {z € C | Im(z) > 0}.

e Si z € R, alors h(—z) = h(z) et Re(h(2)) = [3° [~ cos((z + y)&)f( )f(y) dzdy.

e Onah(z)] < |4 silm(z) >0 car [j° emzf(:c) do = —2%5 (f'(0) + [;° €= f"(x) dx).
e Pourte Ry on a

h(it) = | / e f(a) def? = (e " Lip 00y () 12

’<f F(e” 1[000)())>L2\2 (Plancherel )

_2’/f

(2.12)

/\

1 RPN
2t = 5| [ ozt el
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On définit m(z) = (22)* = es108(z%) = ¢2sInlzltisars(z*) T4 fonction m est holomorphe

sur C\ {it | t € R}. En intégrant la fonction holomorphe z —— h(z)m(z) sur un chemin

bien choisi, on obtient que pour tout s € (—5, %) on a

/OO m(z)h(z)dz = i/ooo m(e + it)h(e + it) dt.

On passe a la limite lorsqeue € — 0 et on trouve
o [e.9] .
/ m(2)h(z) dz = i / 1256557 it) L.
0 0

On a aussi

0 o0 ] )

/ 22h(2) dz = / P TE) de = —i / 125~ i) di.
oo 0 0

Par conséquent,

/OO 2|2 (z) dz = —2sin(sT) /OO t25h(it) dt.

oo 0

D’ou finalement, en utilisant (2.11) et (2.12),

e + lluzlfye — 2]l = 8/R [€**Re(h(€)) d€
= 165111(877)/ t25h(it) dt
0

_16sin(sm) [ o [ 4 13
- |l fomsge

T2

(2.13)
2
dt.

16 sin(s7
_ 16800 oy )

™

Etape 2 : argument de densité. On a montré lidentité (2.13) pour tout s € (—%, %)

et pour tout v € C®°(R). Pour étendre cette identité & H*(RYN), il suffit de prouver que
Ny(f) < C| fll s avec C indépendant de f. On a :

N( / 2 / fle
/ / / 52 2 + 2 /() A( ) d€ dndt (Fubini)

/ / €1l (& e Tl Tl de

/ / K (€ n)El* F)lnl*F(n) de dn,

11



ou Ks(&,m)) = 1&]°In|~°Is(&, n). Il suffit de montrer que

/ K€ me(€)d(n) de dn| < Clloleldlle, Yo € L2(0, o0).

T 52571 _772571
2 cos(sm) n2—¢£2

Par calcul, on trouve I4(€,n) =

Inn—In& _. 1
S1 8= 5.
2—¢2 D)

Notons que ni les résultats généraux sur les opérateurs de Hilbert-Schmidt, ni 'inégalité
de Hardy-Littlewood-Sobolev n’impliquent que le noyau K définit un opérateur borné sur
L2(RN ). Pour montrer ceci, on effectue les calculs en coordonnées polaires £ = rcos¥,
n =rsind et on trouve une fonction Ly(6) telle que Ky(¢,1) = 1Ly(0).

Pour ¢, € L?(0,00) on a :

// |Ks(&,m) ‘d{dn—// (rcos @)y r51n9|dr\L )| do
0 Jo

< /2 lo(- cos O) || 2]|¢(-sinB)|| 12| Ls(0)] dO (Cauchy-Schwarz)
0

sis # %, respectivement I4(€,m) =

5 |Ls(6)|
= 2 2 ——df.
Pour s € (—%, %) on montre par calcul direct que / : M df < oo. Par conséquent,
) 0 Vsinfcosf
on peut étendre (2.9) par densité a H*(R). O

B. Le probléeme de Choquard généralisé.
Ce probleme consiste & minimiser

1
E(u ::/ Vu dx—/ / y) dzx dy
() 2 R3‘ | R3 JR3 |x—y| )

sous la contrainte Q(u) := / ulde = \.
R3

Il a été prouvé dans [Lieb77] qu’il existe un minimiseur v € H'(R3). De plus, ce
minimiseur est radial et unique (modulo translations). La démonstration repose sur des
inégalités strictes pour les réarrangements sphériques.

Nous avons considéré le probleme (CG) qui consiste & minimiser

E(u) := ;/RN |Vu\2dx—/RN /RN F(T;(:U))j’]\(fugy)) dx dy + H(u)dx

RN

sous la contrainte Q(u / G(u)dx = A. L’intérét de ce probleme vient du fait que
les minimiseurs sont des ondes stationnaires pour ’équation de Hartree
. F(u(y)) ’ /
2ut+Au+2(/ ——2—dy | F'(u(z)) — H (u(zx)) = 0.
N () ~ H'(u(a))
Théoreme 2.10 On suppose que N > 3 et
o F, G, H sont C?, F(0) = G(0) = H(0) =0
et F', G, H ont un comportement sous-critique a l’infini,

e G’ #£ 0 sur un voisinage de 0.
Alors tout minimiseur v € HY(RN) du probléme (CG) est a symétrie radiale.

12



Preuve. On définit I(¢) = HN% * ¢. Il est bien connu que I/(E) = ﬁ(ﬁ(f)

—A(I(p)) = en - ¢. Le terme nonlocal peut alors étre écrit sous la forme

o ) s Pt de dy

—

= (I(F(u)), F(u)) = %(I(F(u)) , F(u)) (Plancherel)

2m)N
_CN/ L
2m)N Jra €2

Apres translation, on peut supposer que / G(u)dr = / G(u)dr = A/2. On
{z1<0} {z1>0}

définit vy, vo comme dans (2.1) et on trouve
E(vi) + E(v2) —2E(u)

(214) 4cN/ S &1
m(2m)N Jrv- €] €7 + €3

On obtient E(v1) + E(v2) < 2E(u). Donc v et vy sont aussi minimiseurs et l'intégrale
du membre de droite de (2.14) est nulle. Le fait que cette intégrale s’annulle équivaut
a a%I(I(F(u)))(o, 2’y = 0, Vo' € RV~L. Contrairement & l’exemple précédent, cette
information n’implique pas directement la symétrie de wu.

L’équation d’Euler-Lagrange pour un minimiseur est

—

2
F(u)(£)| dE.

de’.

d&

| (Fe.e) - Fui-6.¢))

(2.15) —Au —2I(F(u)) - F'(u) + H' (u) + aG'(u) = 0.

Nous ne connaissons pas de théoreme de prolongement unique pour cette équation. On a
le résultat de régularité suivant :

Lemme 2.11 Soit v € H'(RY) une solution de (2.15). Alors u € W3P(RYN), Vp €
[2,00). En particulier, u € C?*(RY).

On a ainsi montré que

e Pour tout minimiseur u et tout hyperplan II qui ”coupe la contrainte en deux”, u+
et up- sont aussi des minimiseurs.

e Tous les minimiseurs sont réguliers.

On peut alors conclure grace au Théoreme 2.4. O

C. Le systeme de Davey-Stewartson. On consideére le systeme

iug+Au = f(|ul?)u — vy,
dans R x R3.
— 9 2
Av = 55 (luP)
Ce systéme peut étre écrit sous la forme
(2.16) iug = —Au+ f(Jul*)u+ BT (Jul*) u
ou Ry est la transformation de Riesz donnée par E;O ’Ecp L’équation (2.16) est
Hamiltonienne, deux quantités conservées étant
. 1 -
Blu) = 2/ Vul? + Fi(juf?)de — / B P [ar ot Q) :/ luf2da.
R3
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Les minimiseurs de E sous la contrainte () = constant sont des ondes stationnaires de
(2.16). On a le résultat suivant concernant la symétrie de ces minimiseurs :

Théoréme 2.12 Soit u € HY(R3) un minimiseur de

1

1 2
B(u) = 2/R3 Vul? + F(u)dz — 4/}{3 [y (juP)[ e

sous une contrainte Q(u) = / G(u)dxr = X. On suppose que F,G € C1(C), F(0) =
3

R
G(0) =0, VF(0) = VG(0) =0 et F, G ont un comportement sous-critique pour |u| > 1.
Alors modulo translation, u est a symétrie radiale dans les variables (x2, x3)  (i.e.
u est a symétrie aziale).

Preuve. On peut supposer que /
{:E2<0}
v1, V2 par symétrie miroir par rapport & xo. Alors on a l'identité

G(u)dr = / G(u)dr = A\/2. On définit
{x2>0}

E(v1) 4+ E(va2) — 2E(u)
(217) -1 2
m(2m)% Jr2\/E} + €3

Comme u est un minimiseur, on obtient que v et vo sont aussi des minimiseurs et
I'intégrale du membre de droite de (2.17) s’annulle, ce qui implique %([(]uﬁ))(ml, 0, z3) =

2
d§y d€s.

/ (0P (1. &2.8) ~ [uP (&1 ~62.) |§22d£2
0

0 pour tout (z1, z3) € R% Comme pour les minimiseurs du probléme de Choquard
généralisé, seule cette information ne suffit pas pour montrer la symétrie.
L’équation d’Euler-Lagrange satisfaite par les minimiseurs s’écrit

(2.18) —Au+ VF(u) + R (Ju*)u + aVG(u) = 0.

On a le résultat de régularité suivant :

Lemme 2.13 Soitu € H'(R?) une solution de (2.18). Alorsu € W2P(R3), Vp € [2,00).
En particulier, u € C1(R3).

On a ainsi montré que :

e Pour tout minimiseur uw et tout hyperplan II parallele a Oz; et qui coupe la
contrainte en deux, up+ et up- sont aussi des minimiseurs.

e Tous les minimiseurs sont réguliers.

En utilisant le Théoreme 2.4, on en déduit que tout minimiseur est radial par rapport
aux variables (z2, x3). O
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3 Ondes progressives pour des équations de Schrodinger
non-linéaires avec des conditions non-nulles a I’infini

Une partie importante de mon activité de recherche a été consacrée a 1’étude des
équations de type

(3.1) i%f+A<I>+F(|<I>]2)<I>:0 dans RY,
ot ® est une fonction complexe qui satisfait |®| — 79 > 0 quand |z| — oo et F(r3) =0,
F'(r3) < 0. Deux cas particuliers importants de (3.1) ont été trés étudiés par les physiciens
et par les mathématiciens : I’équation de Gross-Pitaevskii (ou F'(s) = 1 —s) et I’équation
appelée ”cubique-quintique” (ott F(s) = —a; + azs — ass?, ai, a3, a5 > 0 et F admet
deux racines réelles positives).

L’équation (3.1) est hamiltonienne. L’énergie correspondante est

(3.2) E(®) _/RN |V<I>\2dx+/RN V(|®?) de, ot V(s) _/TO F(r)dr.

Cette quantité est conservée par la dynamique associée a I’équation (3.1).

Des équations de type (3.1), avec les conditions aux limites non-nulles considérées ci-
dessus, apparaissent dans la modélisation d’'un grand nombre de phénomeénes en plusieurs
domaines de la physique, comme la supraconductivité, la superfluidité dans Hélium II, les
transitions de phase et les condensats de Bose-Einstein. Dans une longue série de travaux
(v. [GR74], [JR82], [JPRG6] et les références de ces articles), J. Grant, C.A. Jones, S.J.
Putterman, P.H. Roberts et al. ont étudié formellement et numériquement des équations
de type (3.1). Une attention particuliére a été accordée & une classe spéciale de solutions
de (3.1), les ondes progressives. Une onde progressive de vitesse ¢ est une solution de la

forme ®(z,t) = ¢ (x1 — ct,x2,...,xN). La fonction 1 satisfait alors ’équation
. (91/1 2 _ N
(3.3) —icg — + Ay + F(|9|*)y =0 dans R™.
1

Des développements asymptotiques formels et des simulations numériques ont conduit
a la formulation d’un ensemble de conjectures (parfois appelé le programme de Roberts)
concernant l'existence, les propriétés structurelles et la stabilité des ondes progressives.
La démonstration rigoureuse de ces conjectures conduit a des problemes mathématiques
intéressants et souvent tres difficiles. Malgré de nombreux efforts qui ont été faits pendant
les vingt derniéres années, beaucoup de ces conjectures restent encore non résolues.

Notons que ’équation (1) admet une formulation hydrodynamique : en utilisant la
transformation de Madelung & = ﬁeie, elle est équivalente a un systeme en (p,6) qui
est semblable au systeme d’Euler pour un fluide non-visqueux compressible de densité
p et de vitesse 2V#. Dans ce contexte, on peut calculer la vitesse du son a linfini :
vs = roy/—2F'(r3). Il a été conjecturé que des ondes progressives de vitesse ¢ existent
si et seulement si |¢| < vs. Nous avons tenté de donner une preuve rigoureuse a cette
conjecture.

3.1 Non-existence des ondes progressives subsoniques

Dans le cas de I'équation de Gross-Pitaevskii, en utilisant une identité intégrale as-
tucieuse, P. Gravejat a réussi a montrer la non-existence des ondes progressives superso-
niques d’énergie finie ([Gr03]). Il a également prouvé la non-existence des ondes soniques
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en dimension 2. En simplifiant les arguments de P. Gravejat, dans [8] nous avons généralisé
son identité intégrale et nous avons montré la non-existence des ondes progressives su-
personiques de (3.1) pour une large classe de nonlinéarités (qui inclit les nonlinéarités de
type Gross-Pitaevskii et de type “y®—1°"), ainsi que la non-existence, en toute dimension
d’espace, des ondes soniques ayant une énergie finie et une phase intégrable.

Nous allons décrire plus en détail les résultats de [8]. Dans cette section on suppose
partout que les conditions suivantes sont vérifiées :

C1l. La fonction F est continue sur [0,00), C! au voisinage de r§, F(r}) = 0 et
F'(r}) <o0.

C2. Il existe C,a > 0 tels que pour s suffisamment grand on a F(s) < —C's®.

Le premier résultat de [8] concerne la régularité des solutions d’énergie finie de (3.3).
Par solution d’énergie finie nous entendons une fonction ¢ € Lloc(RN ) qui vérifie (3.3)
dans D'(RY) et qui a la propriété que Vi € L2(RN) et V(|¢]?) € LY(RY).

Proposition 3.1 On suppose que les conditions C1 et C2 sont satisfaites. Soit ¢ une
solution d’énergie finie de (3.3). Alors :

i) On a+p € L NWj ’p(RN) pour tout p € [1,00).

it) On a V¢ € Wl’p(RN) pour tout p € [2,00) et il existe R, > 0 tel que sur
RN\ B(0, R,), ¥ admet un relévement 1 = pe®® avec p,0 € VVif(RN), p € [1,00).

i) Si, de plus, ' € C*([0,00)), alors ¢ € V[/ZIZZFZP(RN) pour tout p € [1,00).

Notons que le schéma classique pour obtenir la régularité des solutions des équations
elliptiques (et qui consiste a utiliser 1’équation, les estimations elliptiques standard et
les injections de Sobolev pour améliorer successivement la régularité de la solution) ne
s’applique pas car dans la plupart des applications la nonlinéarité a une croissance critique
ou surcritique a l'infini. On a utilisé une méthode développée par A. Farina dans [Fa98,
Fa03] pour des systemes de type Ginzburg-Landau (et basée sur I'inégalité de Kato, voir
[Ka72]) pour montrer que les solutions de (3.3) sont bornées. Ensuite la théorie classique
de la régularité elliptique permet de montrer les autres assertions de la Proposition 3.1.

Au moins formellement, les solutions de (3.3) sont des points critiques de la fonction-
nelle E.(¢)) = E(Y)+Q(1), oul E est donnée par (3.2) et Q est le “moment” par rapport &
la direction Oz (une définition plus précise sera donnée plus tard ; pour I'instant, notons
que c’est une fonctionnelle dont la différentielle est Q' () = 2ith,1). Cette caractérisation
variationnelle nous permet de montrer des identités de type Pohozaev :

Proposition 3.2 Soit ¢ une solution d’énergie finie de (3.3). Alors on a

oy |? )
(3.4) —/RN o i 2o d:z+/RNV(|¢] YAz =0 et
o |2 N
(3.5) /RN o kz d +/ V([¥)?) dz + Q) =

Les identités de Pohozaev découlent du comportement de E, par rapport aux dilata-
tions de RV. Plus précisément, pour = (x1,22,...,2x) € RY onnote 2’ = (x3,...,zy)

et pour A, o > 0 on note ¥ () =1 (L/\l, %) Alors (3.4) et (3.5) expriment le fait que

16



si 1) est point critique de E., on a %‘ E’C(d;AJ) = 0, respectivement %‘ EC(¢1 s) =0.
Bien stir, cet argument est purement formel car, en général, %| (Yr1) = —1 a;ﬁl et

%| (P15) = — Zjvzg mj% n’appartiennent pas & I’espace fonctionnel sur lequel E'.(1))
J

o=1
est, définie.

Pour démontrer (3.4) et (3.5) rigoureusement, on multiplie (3.3) par x (£) xjg%, ol
x € C°(RY) est une fonction qui est égale & 1 dans un voisinage de zéro, on effectue des
intégrations par parties, puis on passe a la limite lorsque n — o0. Pour pouvoir intégrer
par parties on a besoin de connaitre que 1 est une fonction suffisamment réguliere. La
régularité donnée par la Proposition 3.1 (¢ € L™ N I/Vli’f(RN) et Vyp € WHP(RN) pour
p € [2,00)) suffit pour obtenir les identités de Pohozaev.

Théoréme 3.3 Supposons que ¢

Alors 1 satisfait l'identité

> v2 et v est une solution d’énergie finie de (3.3).

2 ~
(3.6) /RN VoI = (1) = = (191* = 76) do + (1 — S)Q(¢) =

78
2
Preuve. On note 11 = Re(v), 12 = Im(¢)). L’équation (3.3) équivaut au systeme

R

o S A+ F([P)r =0 et

(3.7)

oY

81+A¢2+F\¢\) —0.

(3.8)

On multiplie (3.7) par 9 et (3.8) par 11, ensuite on soustrait les égalités obtenues. On
trouve

c 0

(3.9) 292,

— ([0 = r§) = div(1h1 Vapg — 12 Veh1).

On multiplie (3.7) par v et (3.8) par 12, puis on rajoute les égalités obtenues. On obtient :

(310)  |Vei? + [Val® — F(P)wf? - wl%—wz%) SA(P ).

Soit R, comme dans la Proposition 3.1 (ii). Alors sur R\ B(0, R,) on a un relévement
Y = pe'. Soit x € C°(RY) une fonction telle que xy = 0 sur B(0,2R,) et x = 1 sur
RN\ B(0,3R.). On note G; = wl% ¢2% - ga%(xe) j =1,...,N. On peut
montrer que G; € L' N L®(RY) et que le moment Q(t) par rapport A la direction de x;
est donné par

02 % 2 0 _
/ wl 8%1 ¢2 08901 (X@) diL’ = . Gl d.%‘.

De (3.9) et (3.10) on déduit

(3.11) (|¢|2 — 1) = div(y1 Veha — ¢V — 1§V (x0)) + 15 A(x0),

2(9$
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respectivement

1 2
SAUP =) = (v - rd)
2
(3.12) = [Vir[? + [Vl — F(a, [ — 2 ([ ~ 73)

0 0 0 0
<¢1¢2 - ¢2ﬂ - 283:1(X9)> - 07"(2)87610(9)-

On note

2 0 0
= [V + [Vaaf? = P, ) = 2 (9 =) — c(%ﬂ — g w =76 5, (X9)).

On prend la dérivée de (3.11) par rappport a 1 et on la multiplie par ¢, ensuite on prend
la Laplacien de (3.12). En rajoutant les égalités obtenues on trouve

(3.13) (M —0lA P 2)(\¢|2 3 = AH+ cail(dw(G))

En prenant la transformation de Fourier de (3.13) on obtient

N
(Il +v31e? = e*ed) F(wl* = 78) = —[€H = e 3 616G
k=1
Soit I'={¢c RN ||¢* +v2[€]2 — 2 = 0}. Sic? <v? onal ={0}. Dans le cas ou
¢ > v2, T est une sous-variété de RV et en utilisant (3.14) on obtient

(3.14)

N | =

(3.15) IE]2H (&) + chlkak pour tout § € T

N est clair que I' = {(£1,¢) e Rx RN | €2 = (=02 — 263+ \/v} + 4c2€3)}. Soit

f) = \/é (—vg — 22 + /v + 4C2t2>. La function f est définie sur [—+/c? — v2, \/c2 —
on a f(0) = figt) =-1+ 5—2 Pour j € {2,...,N} et t € (0,+/c® —v2], on note

£(t) = (¢,0,...,0, f(t),0,...,0) et g(t):(t,O,...,0,—f(t),0,...,0),01‘1 f(t), respective-
ment —f(t) sont & la jleme place. Il est évident que £(t),£(¢) € T. De (3.15) on obtient

(3.16) (L2 + FA(t)H(E()) + ct®Gr(E(D) + ct f(1)G,(£(t) = 0, respectivement

(B17) (£ + PEDHER) + e Cr(E(1) — et f(OT;(E() = 0.
On multiplie (3.16) et (3.17) par t%, on prend la limite lorsque ¢ | 0 et on trouve

2 . —~ 2 _

3.18 Sy 0)+cG1(0) + ey [ —1+ C—G- 0) = 0, respectivement
02 02
S S
2 - 2
(3.19) EH(0) + ¢Gi(0) — ¢y [—1+ 5G;(0) = 0.
US US

De (3.18) et (3.19) on déduit que %ﬁ(()) e (0) = 0, et cette égalité est exactement
(3.6). 0
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Théoréme 3.4 On suppose que N > 2, les conditions (C1) et (C2) sont satissfaites et

Vs

2
c? > 2. De plus, on suppose qu’il existe a € [—1 + %(1 - 3); Z—g] tel que

vi 2 vi
sF(S)—i—?(s—rO)—i—(1—a—c—2>V(s)§0 pour s > 0.

Soit 1 une onde progressive d’énergie finie et de wvitesse ¢ de (3.1). Alors v est
constante.

Preuve. On multiplie (3.5) par 1 — Zé et on soustrait I’égalité qui en résulte de (3.6).

Oll ()l)lien
/ Us
RN 02
v

Flw12) o2 s 2.2 1 v? V(12 de = 0
- [ PR + S =)+ (1= ) V(o) e =0,

£

2 v2 N -3 al 2
|+ (0N 1) X o] ©

o
2 ox k

(3.20)

Si «v vérifie la condition du Théoreme 3.4, on multiplie (3.4) par « et on rajoute le résultat
a (3.20). On trouve

2
o (=) 3

02 v2
= / F(lpP) el + ;(WJ\Q —75) + (1 —a— 5)V([¢]?) da.
RN c

(3.21)

On observe alors que le membre de droite de (3.21) est négatif ou nul, alors que les
coefficients qui apparaissent dans le membre de gauche sont positifs (et au moins un est
strictement positif). Comme Vi € L2(R"), on en déduit que 1 est constante. O

Remarquons que les hypotheses du Théoreme 3.4 sont vérifiées aussi bien par F(s) =
1 — s que par F(s) = —aj + ags — azs?, ot ; > 0 et F admet deux racines positives. La
conclusion du Théoréeme 3.4 est donc valable pour ’équation de Gross-Pitaevskii comme
pour ’équation de Schrodinger avec non-linéarité cubique-quintique.

3.2 Existence des ondes progressives pour toute vitesse subsonique

Beaucoup d’efforts ont été consacrés a la démonstration de ’existence des ondes pro-
gressives pour (3.1). La plupart des résultats portent sur I’équation de Gross-Pitaevskii.
Dans [BS99], I'existence de telles solutions a été prouvée en dimension deux d’espace
et pour toute vitesse ¢ €] — €,¢[, ou € est petit. En dimension N > 3, il a été prouvé
dans [BOS04] qu'il existe des ondes progressives pour une suite de vitesses ¢, — 0. Le
méme résultat a été obtenu pour toute vitesse ¢ €] — ¢, e[ dans [Ch04]. Dans un travail
récent [BGS07], 'existence a été obtenue en dimensions 2 et 3 pour une plage plus large
de vitesses (qui contient des vitesses proches de vs en dimension 2). Cependant, méme
en dimension 2 les résultats de [BGS07] ne couvrent pas toutes les vitesses subsoniques.
Pour des nonlinéarités de type ”cubique-quintique” il a été prouvé dans [3] qu’il existe
des ondes progressives de petite vitesse en dimension N > 4.

Dans [10], mon objectif a été a la fois de donner une preuve de l'existence des ondes
progressives pour toute vitesse subsonique et de trouver une approche qui soit valable
pour les différents types de nonlinéarité qui peuvent apparaitre dans (3.1).
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Notons que, si les conditions (C1) et (C2) dans la section précedente sont vérifiées,
la Proposition 3.1 nous donne une estimation uniforme pour la norme L* des solutions
d’énergie finie de (3.3) : on sait qu'il existe une constante M > 0 (qui dépend uniquement
de F') ayant la propriété que toute solution v satisfait |¢)(x)| < M sur R. On peut alors
remplacer la fonction F par une fonction F telle que F = F sur [0, My], ot My > M, F
satisfait (C1) et (C2) (eventuellement avec une constante 3 € (0, «) au lieu de «) et, de
plus, F a une croissance sous-critique a I'infini. On peut donc supposer que la condition
suivante est satisfaite :

C3. 1l existe pg < % —2=+%5 et C >0 tels que |F(s)| < CsPo pour s > M.

Si F est comme ci-dessus et si ¢ satisfait 'équation (3.3) avec F ala place de F, par
la Proposition 3.1 on sait que || < M, donc ¢ est une solution de (3.3).

Le résultat principal de l’article [10] est le suivant :

Théoréme 3.5 Soit N > 3. On suppose que les conditions (C1), (C2), (C3) sont
vérifiées. Alors pour toute vitesse ¢ € (—vs,vs) il existe des ondes progressives de (3.1)
de vitesse ¢ et d’énergie finie.

Nous allons décrire les idées qui ont conduit a la preuve de ce résultat. Compte tenu

des conditions aux limites & l'infini, on a cherché des solutions de la forme ¥ = rg — u,
o u — 0 quand |x| — oo. Alors u satisfait I’équation

(3.22) icug, — Au+ F(jrg —ul?)(ro —u) =0 dans RV,
Formellement, les solutions de (3.22) sont des points critiques de la fonctionnelle

(3.23) E.(u) = /RN \Vau|? dz + eQ(u) + /RN V(|ro — ul?) dz,

ou () est le moment par rapport a x1. On considere également les fonctionnelles

Al) — N1 ou 2d
= [ Tl @

(3.24) Bu(u) :/RN aaZ‘de+cQ(u)+/r{N V(|ro—u|2)d:c,
P.(u) = %A(u) + Be(u),

en sorte que E.(u) = A(u)+ Be(u) = 527 A(u) + Pe(u). D’aprés la Proposition 3.2, toute
solution de (3.22) satisfait l'identité de Pohozaev P.(u) = 0. Par conséquent B.(u) =
—%A(u) < 0, ce qui implique B.(u) < 0 si N > 4, respectivement B.(u) = 0si N = 3.
Pour toute fonction v, en utilisant la notation vy ,(z) = v (%1, %/), on trouve

E.(v14) = oV 3A(W) + oV 1 B.(v) et
(3.25)

L (Bu(o1,0)) = (N = 3)0V4A(0) + (N = 1o 2B,(v).

En dimension N > 4, si la fonction v qui satisfait B.(v) < 0 il existe un unique o, > 0 tel
que P.(v14,) = 0. De plus, (3.25) implique que la fonction o — E.(v1,4,) est croissante
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sur (0, 0,] et décroissante sur [o,,00). Cette observation suggere qu’il est intéressant de
minimiser F, sous la contrainte P, = 0. C’est exactement la démarche que nous avons
suivie pour trouver des points critiques de E..

Soit a = y/—3F'(r). Alors v, = 2arg et la condition (C1) implique que pour s dans

un voisinage de r% on a
1
(3.26) V(s) = 5‘”’(?“3)(8 —15)? 4 (s —18)%e(s —15) = a®(s = 1§)? + (s —19)%e(s — 1),

ou g(t) — 0 lorsque t — 0. Par conséquent, pour u proche de zéro, on peut approximer

V(Iro — ul*) par a?(|ro — uf? —r§)*.

On fixe une fonction ¢ € C*°([0,00), R) telle que ¢(s) = s pour s € [0, 2r], ¢ est
croissante et (p(s) = 3rg pour s > 4rg. Pour un domaine ¢ R", on considere I’énergie
de Ginzburg-Landau

E2, (u) = /Q ]Vu\de—i-aQ/Q (@2(]1"0 — ) —r%)z dx.

On note Egr(u) = Egg (u). Compte tenu de (3.26), I’espace naturel de fonctions sur
lequel on doit étudier la fonctionnelle E. est

X ={uecDRY) | Egr(u) < oo}.

Par l'injection de Sobolev on a X ¢ L? (RY). Soit u € X. Lorsque u(z) se trouve dans
un voisinage de zéro, on pout majorer |V (|rg — u(x)|?)| grace & (3.26); lorsque u(z) est
”loin” de zéro, par (C3) on obtient une majoration |V (|rg — u(x)|?)| < Clu|?* (x). Donc
V(|ro —ul|?) € LYRYN) pour tout u € X.

Nous allons indiquer comment définir le moment ) pour toutes les fonctions de X.
Remarquons que pour tout v € H'(RY) on doit avoir Q(u) = {1y, ,u) dx, alors que

. RN

pour toute fonction u qui admet un relévement ro—u = pe’ on a (au moins formellement)

Qu) = —/ p°0,, dx = —/ (p* = 18)0s, dz, ot p? — 12, 0,, € L2(RN).
RN RN
On observe que pour tout u € X on a (iug,,u) € L'RN) + YV, o0 Y = {0,,0 | ¢ €
DL2(RN)}. En posant L(v +w) = / vdx pour v € LY(RY) et w € Y, on vérifie sans
RN

peine que L est définie sans ambiguité et constitue une forme linéaire sur L'(RYN) + V.
Ceci nous permet de définir

Q(u) = L((iug,,u)) pour tout u € X.

On vérifie ensuite que la fonctionnelle () a les propriétés convenables pour notre approche
variationnelle.

Un outil technique essentiel dans la démonstration du Théoreme 3.5 est une procédure
de "régularisation” pour les fonctions de X qui a pour but d’éliminer les défauts topo-
logiques a petite échelle des fonctions. Plus précisément, pour u € X', h > 0 et pour un
domaine Q € RY on considere la fonctionnelle

U 1 |U B u|2
ho(v) = EgL(v) + hg/QSO <32r0> dx.

On montre que G} , admet des minimiseurs dans ’ensemble

fveX|v=usur RN\ Q, v—uec H(Q)}.
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De plus, les minimiseurs vy, de cette fonctionnelle ont des propriétés remarquables. Ainsi,
o |lvn — ul|2myy — 0 quand h — 0,

e pour tout compact w C §2 on peut estimer || |vy, — 70| — 70 |[o0 () en termes de h et
de E¥; (u) et on trouve que || [v, — ro| — 7o || Lo (w) est arbitrairement petite si I'énergie
E2, (u) est suffisamment petite.

On peut alors montrer les résultats suivants :

[

Lemme 3.6 On suppose que 0 < ¢ < vs. Alors pour tout € € (0,1 — E) il existe K >0
tel que pour tout u € X avec Egp(u) < K on a

Ec(u) > EEGL(U).

Nous allons tenter de donner une idée de la démonstration.
Soit 0 > 0 suffisamment petit, tel que 6 < % et m < 1—¢€ (un tel ¢ existe car
0—0)

<
Vs
ro — 6 < |ro —v| < 1o+ 6 sur RV, Si v est une telle fonction, il existe un relévement

ro —v = pe? et on a |Vo? = |Vp|2 + p?|VO)? et Q(v) = —/ (p? — 18)0,, dz. Par
RN

I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

vs = 2arg et € < 1 — £). Considérons d’abord le cas d’une fonction v € X qui vérifie

c
1—¢

< (7"0—5)2/ |9x1\2dx+a2/ (0? —12)" du
RN RN

Q(v)] < 2a(ro — 8)|Q(v)| < 2a(ro — &)|[0ay |l 2@m)|lP* = r§ll 2 @)

2
< /N P?|VO? + a® (p2 - 7’8) dx < Egr(v).
R

Par conséquent, Egr(v) — c|Q(v)| > eEgr(v). Si Egr(v) est suffisamment petite, alors
/ V(|ro — v|?) dz est "proche” de a2/ (*(Iro — v|) — r%)g dx et on en déduit que v
RN RN

satisfait la conclusion du Lemme 3.6.

Dans le cas général : si u € X est une fonction quelconque, on choisit A > 0 petit
et on prend un minimiseur v, de GZ7RN' Si I'énergie Fqr(u) est suffisamment petite,
on a || lvn — 1ol =70 |[Leo(mry < 6, donc vy, vérifie la conclusion du lemme. Si h a été
choisi suffisamment petit, v, est ”proche” de u et on peut montrer que u vérifie aussi la

conclusion du Lemme 3.6.
En utilisant le Lemme 3.6, il est assez facile de voir que pour tout k£ > 0, la fonction-
nelle E, est bornée sur {u € X | Egr(u) < k}. On définit alors
Ecmin(k) = inf{E.(u) |ue X, Eqr(u) = k}.

Lemme 3.7 On suppose que 0 < ¢ < vs. La fonction E¢min a les propriétés suivantes :
i) Il existe ko > 0 tel que Ecpmin(k) > 0 pour tout k € (0, ko).
it) On a klim E¢min(k) = —00.
—00
iii) Pour tout k >0 on a Ecpmin(k) < k.

La partie (i) découle directement du Lemme 3.6. Notons que pour ¢ > v, les Lemmes
3.6 et 3.7 (i) ne sont plus valables. Plus précisément, on peut montrer que la fonction
k — Ecmin(k) est strictement décroissante (et négative) sur (0, 00).
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Le Lemme 3.7 nous permet de déduire que
(3.27) Se :=sup {E¢min(k) | k> 0} > 0.
Lemme 3.8 L’ensemble C ={u € X |u#0, P.(u) =0} est non vide et on a
Te:=inf{E.(u) |lueC}>S.>0.

Preuve. Soit w € X une fonction telle que E.(w) < 0 (une telle fonction existe par
le Lemme 3.7 (ii)). Alors P.(w) = E.(w) — 527 A(w) < 0. On a
1 N -3 9
(3.28) Pu(wy1) = - ‘ ] dz cAw) + Q) +o | V(lro — w]?) dx
RN 81’1 N -1 RN
Comme P(wy 1) = Pc(w) <0et lin%Pc(wU,l) = 00, il existe o € (0,1) tel que Pe(we,,1) =
0, donc wy, 1 € C.

Pour la seconde partie, supposons d’abord que N > 4. Soit v € C. Alors A(v) > 0 et
B.(v) = —%A(v) < 0. En utilisant (3.25), on obtient que ¢ —— E.(v; ) est croissante
sur (0, 1] et décroissante sur [1, 00), donc atteint son maximum en o = 1. Soit k > 0 fixé.
On voit facilement qu'’il existe un unique o(k,v) > 0 tel que EgL(v1 (k) = k. Alors

Ec,min(k) < Ec(vl,a(k,v)) < EC(ULl) = EC(U)'
En prenant le sup pour k£ > 0 dans cette inégalité on obtient S. < E.(v).

Considérons maintenant le cas N = 3. Soit v € C. Alors E.(v1,) = E.(v) = A(v) =
constant pour ¢ > 0. Soit k > 0. On distingue deux cas :

e Si A(v) > k,on a E.(v) = A(v) > k > E¢min(k) par le Lemme 3.7 (iii).

e Si A(v) < k, il existe un unique o(k,v) > 0 tel que Egr(visk,y)) = k. Alors
Ec(v) = Ec(v1,0(kv)) 2 Eemin(k).

Dans les deux cas on obtient E.(v) > E¢ min(k) quelque soient k > 0 et v € C et le
lemme est prouvé. O

Lemme 3.9 Soit T, comme dans le lemme précedent. Alors :
i) Pour tout w € X qui satisfait P.(w) <0 on a A(w) > YT,
i) Soit (un)n>1 C X une suite telle que (Egr(un)),>; est bornée et lim P.(uy,) =

< 0. Alors liminfA(uy,) > Y2 T,.

n—oo

Preuve. Nous démontrons seulement (i). Pour tout o > 0, P.(wy,1) est donné par
(3.28). Comme dans la preuve du Lemme 3.7, il existe og € (0,1) tel que P.(wg,,1) =0,
donc wy, 1 € C. Par la définition de T, on a E.(wq,,1) > T¢, et on en déduit que A(uq,,1) =
A (Be(tgg1) = Peluoy 1)) > 85T, Ceci implique A(u) > 852 LT, > 8T, O

Pour prouver le Théoréeme 3.5, on montre que la fonctlonnelle EC admet un minimiseur
dans C. Ensuite on prouve que tout minimiseur satisfait (3.3). La démonstration est assez
différente dans le cas N = 3 par rapport au cas N > 4. Nous commencgons par le cas
(plus facile) N > 4.

Théoréme 3.10 On suppose que N > 4. Soit (up)n>1 C X \ {0} une suite telle que
(3.29) P.(u,) — 0 et E.(uy,) — T lorsque n — oc.

Il existe une sous-suite (un, )k>1, une suite de points (zg)r>1 C RY et une fonction u € C
telles que

Vg, (-+x) — Vu et gpz(\ro—unk(-+mk)|)—7“g — wz(lro—u\)—rg dans LQ(RN).

De plus, on a E.(u) =T, donc u est un minimiseur de E. dans C.

23



Résumé de la prewve. Comme A(uy,) = Y52 (E(un) — Pe(un)) — Y52T,, par (3.29)
on déduit que (A(upn))n>1 est bornée. Ensuite on montre que (Eqr(uy,))n>1 est bornée.
On utilise la méthode de concentration-compacité de P.-L. Lions [Lio84] pour montrer la
convergence d’une sous-suite de (up)n>1-

En passant a une sous-suite, on peut supposer que Egr(u,) — ap > 0 lorsque

n — o00. Soit gy (t) la fonction de concentration de Eqr(uy,), ¢’est-a-dire

qn(t) = sup Eggc’t)(un).
zeRN

Pour chaque n, g, est une fonction croissante sur [0,00) qui tend vers Egr(uy) lorsque
t — oo. Alors il existe une sous-suite (encore notée (uy),>1) et une fonction croissante
q:10,00) — Ry telles que ¢, (t) — ¢q(t) quand n — oo pour presque tout ¢ € [0, c0).
On note a = tli)rglo q(t). Il est évident que « € [0, o). L’objectif est de prouver que
I’énergie de u,, ”se concentre”, c’est-a-dire a = .
Le fait que a > 0 résulte du lemme suivant.

Lemme 3.11 Soit (up)pn>1 C X une suite ayant les propriétés suivantes :
a) My < Egr(u,) < Ma, ot My, My sont deuz constantes strictement positives, et

b) lim P.(u,)=0.

Alors il existe k > 0 tel que sup / Vun|*+a? (*(|ro — unl) — r%)z dx >k pour
yeRN JB(y,1)
tout n suffisamment grand.

La preuve du Lemme 3.11 est délicate. Elle repose sur la procédure de régularisation
des fonctions décrite plus haut ainsi que sur le lemme de Lieb. L’idée de base de la
démonstration est la suivante :

1. On suppose, par I'absurde, que lim sup Egéx’l)(un) =0.
On montre alors qu’il existe une suite h,, — 0 et pour chaque n il existe un minimi-

U
seur v, de h:,RN tel que

(3.30) || v — 10| — 1ol Loe(mvy — 0 quand n — oo.

2. Soit € € (0,1— 7). En utilisant (3.30), on montre comme dans la preuve du Lemme

3.6 que pour tout n sufisamment grand on a

8Un 2 N_3 2
/RN - dm+N_1A(vn)—|—/RN V(lro — val?) d + cQ(un)
(3.31)
> _ _
_5</RN 8x1) d:c+N_1A(vn)+a /RN (<p (|ro — vnl) 7‘0) d:v)

3. Comme h,, — 0, pour n grand v,, est proche de u,, donc (3.31) a lieu pour (u,)
a la place de v, et pour un €; € (0,¢) a la place de €. On obtient ainsi une contradiction
car P.(un) — 0 et Egp(uy) > M; > 0.

L’étape suivante est de montrer qu’'on ne peut pas avoir a € (0,ap). On procede a
nouveau par I'absurde et on supose que « € (0, ag). Par un argument général on déduit
qu’il existe une suite R,, — oo et une suite (z,)p>1 C RY telles que :

RN\B(meRn)(

(3.32) Egéx"’R")(un) — o« et Ecqp Up) — Qap — Q.
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Il est évident que (3.32) implique

EggchRn)\B(a:n,Rn)(uﬂ) — 0.
Comme l'énergie de u, sur la couronne B(x,,2R,) \ B(x,, R,) est petite, en utilisant
a nouveau la procédure de régularisation on montre que pour chaque n il existe deux
fonctions wu, 1 et u, 2 telles que

(3.33) EGL(Un,l) — et EGL(UTLQ) — Qg — Q,
(3.34) |A(un) — A(up,1) — A(up,2)| — 0,
(3.35) |Pe(un) — Pe(un1) — Pe(un2)| — 0 lorsque n — oo.

Il est facile de voir que les suites (P.(un,i))n>1 sont bornées, i = 1, 2. En passant & nouveau
a une sous-suite, on peut supposer que

P.(up1) — p1 et P.(un2) — p2 lorsque n — oo,

ou p1, p2 € R. Par (3.35) on a p; + p2 = 0 et on distingue deux cas :

a) Un des p; est négatif, par exemple p; < 0. Par le Lemme 3.9 (ii) on déduit que
liminfA(u,,1) > Y527, Alors (3.34) implique liminfA(u,) > Y717, et en utilisant le
n—oo n—oo
fait que P.(u,) — 0 on trouve liminf E.(u,) > T, ce qui contredit I'hypotheése du

n—oo
Théoreme 3.10.

b) On a p; = p2 = 0. Dans ce cas on utilise le

Lemme 3.12 Soit (up)pn>1 C X une suite qui satisfait les propriétés suivantes :
a) 1l existe C1, Cy > 0 tels que C1 < Eqr(uy) et A(uy) < Cy pour tout n > 1.
b) P.(un) — 0 lorsque n — oo.

Alors on a larrigf E.(uy) > T, ou T, est comme dans le Lemme 3.8.

Dans le cas (b), par le Lemme 3.12 on obtient liminf E.(uy ;) > T, pour i = 1, 2.
En utilisant (3.34) et (3.35) on trouve lim inf Ec(ungl_)zoo2T ¢, Cce qui est & nouveau une
contradiction. e

De ce qui précede on déduit que tlirgo q(t) = ap. Il est alors classique de montrer qu’il
existe une suite (2, )n>1 C RY telle que, en notant @, = u,(- + z,), on a :

pour tout € > 0, il existe R, > 0 et n. € N* tels que

3.36
| ) ng\B(QRE)(ank) < € pour tout n > ne.

Comme (Egqr(ty,))n>1 est bornée, il existe une sous-suite (4y, )r>1 telle que

Uy, — U faiblement dans D2(RY),

3.37 -
( ) Up,, — U fortement dans Lf o C(RN ) et presque partout sur R,

On en déduit que u € X et p?(|rg — @n,|) — 15 — ¢*(|ro — u|) — 73 faiblement dans
L2(RN).
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On prouve ensuite que

(3.38) lim V(|ro — tin,,|*) do = / V(|ro — ul?) da
k—oo RN RN

et

(3.39) lin Q(iin,) = Q(u)

En utilisant (3.37), (3.38), (3.39) et le Lemme 3.9 (i) on montre que la sous-suite
(Tin,, )k>1 satisfait la conclusion du Théoreme 3.10. O

Proposition 3.13 On suppose que N > 4, 0 < ¢ < v et les conditions (C’I) (C2),
(C3) sont vérifiées. Soit u un minimiseur de E. dans l’ensemble C. Alors u € W ’p(RN)
Vu € WHP(RN) pour p € [2,00) et u est une solution de (3.22).

Preuve. 1l est évident que v minimise la fonctionnelle A sous la contrainte P. = 0
et il est facile de voir que u satisfait une équation d’Euler-Lagrange A'(u) = aP.(u).
On ne peut pas avoir a > 0. En effet, supposons par I’absurde que o > 0. Soit w
tel que P.(u).w > 0. Alors pour ¢t < 0 et ¢ proche de zéro on a P.(u + tw) < 0 et
Au +tw) < A(u) = ¥ZLT,, en contradiction avec le Lemme 3.9 (i). De méme, on ne
peut pas avoir « = 0 (car ceci impliquerait A’(u) = 0, donc u = 0). Par conséquent, on a
a < 0 et 'équation d’Euler-Lagrange équivaut a

(3.40)

52 N-3 1)< %
4 < ) —5 + icuy, + F(|jro — u] )(ro —u) = 0.
2

“o22 \N-1 a

Comme dans la Proposition 3.2 on montre alors que u satisfait une identité de Pohozaev
analogue a (3.5) qui s’écrit

N-3/N-3 1
De (3.41) et du fait que P.(u) = 3=2A(u) + B.(u) = 0, on en déduit que 1= Fs et
u satisfait (3.22). La régularité de u résulte de la Proposition 3.1. O

Dans le cas N = 3 la preuve suit les mémes étapes, avec quelques difficultés techniques
supplémentaires (dont la plupart sont dies & U'invariance des fonctionnelles A et B, par
dilatations par rapport aux variables (z, xg) et au fait qu’en dimension 3 on a P. = B,

donc P.(v) ne contient pas de termes / ‘ dx et / ‘ dzx).
(9172 R3

R3
8331‘ dr +a /R3 (g02(|r0 —v|) — r%)Q dx.

8373

Pour v € X on note

D(U)Z/RS

Il est évident que pour tout v € X et ¢ > 0 on a

(3.42) A(viq) = A(v), B.(v15) = 0°Be(v) et D(v1,) = 0*D(v).

Contrairement au cas N > 4, (3.42) implique qu'il existe des suites (up)n>1 C C telles
que E.(up) — T, et D(u,) — 00, et par conséquent Fgr,(u,) — 0o. Cependant, par
(3.42) on déduit qu'’il existe des suites (up)p>1 C C telles que E¢(uy) — Te et D(uy) =1
pour tout n.
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On considere 'ensemble

A. = {Ne R il existe une suite (uy)n>1 C X telle que
D(uy) > 1, Be(un) — 0 et A(u,) — A lorsque n — oo}.

Soit A, = inf A.. 1l est facile de voir que T, € A., donc A < T.. On peut montrer que
Ae > Se, ou S, est donné par (3.27) (mais on ne sait pas si S, = T¢).
Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 3.14 On suppose que N = 3. Soit (up)n>1 C X une suite telle que
(3.43) D(up) — 1, Be(un) — 0 et  A(up) — Ac  quand n — oc.

Il existe une sous-suite (un, )k>1, une suite de points (z)r>1 C R3 et une fonction u € C
telles que

Vg, (- +2r) — Vu et |ro— tun, (- +ap)> =18 — |ro —ul* =73  dans L*(R?).
De plus, on a E.(u) = A(u) =T, = A\c et u est un minimiseur de E. dans C.

Si u est un minimiseur de E. dans C, comme dans la preuve de la Proposition 3.13 on
montre qu’il existe o < 0 tel que A’(u) = aB.(u). Ensuite il est facile de voir qu’il existe
o > 0 tel que uy, satisfait (3.22). La régularité des solutions découle de la Proposition
3.1.

Finalement remarquons que le Lemme 3.9 implique que tous les minimiseurs de F,
dans C sont aussi des minimiseurs de la fonctionnelle — P, sous la contrainte A = %Tc.
En utilisant les résultats de [7] (décrits dans la section 2.1) on déduit que ces minimiseurs
sont & symétrie axiale par rapport & Oz (aprés une translation).

3.3 Un systeme de Gross-Pitaevskii-Schrodinger

Dans [5] on a étudié le systeme

2y = —Ap+ (WP + Sl -y,
(3.44) reRY, teR,
2idp, = —Ap+ H(PW? -3¢,

ou 1 et ¢ sont des fonctions complexes et vérifient les conditions aux limites || — 1,
¢ — 0 lorsque # — £o00. Le systeme (3.44) modélise le mouvement d’une impureté
dans un codensat de Bose. Il a été étudié par J. Grant et P. H. Roberts ([GR74]). En
utilisant des développements asymptotiques formels et des calculs numériques, ils ont
trouvé le rayon effectif et la masse induite de 'impureté.

Notons que la vitesse du son a l'infini associée a (3.44) est vy = —L

eVv2®

Les solutions de type onde progressive v (x,t) = (x1 —ct,2’) , p(z,t) = §(x1 —ct, 2’)
semblent jouer un role important dans I’étude du systeme (3.44). On a montré dans [8]
qu’en toute dimension N > 2, ce systeme n’admet pas d’onde progressive de vitesse
supersonique et d’énergie finie.

En dimension un d’espace, on a montré ’existence des ondes progressives et on a ob-
tenu une déscription assez précise de la structure globale de ’ensemble de telles solutions.

Compte tenu des conditions aux limites, on a cherché des ondes progressives de la
forme

Y(z) = (1+ f(x))eiwo(x)7 o(x) = a(x)eisoo(x)_
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Apres calcul, on trouve ¢ = ¢(1— ﬁ), et ¢f, = cd. On effectue le changement d’échelle

@(z) = Lu(Z) et F(z) = r(%) et on obtient que les fonctions r et u satisfont les équations

—r" — (1 47)+ (1 +7)3 —02€2<1+7"— ﬁ) + (1 +ru*=0,
(3.45)
—u" + (®(1+7)% — (262 + k?))u =0,

avec les conditions aux limites 7(x) — 0, u(x) — 0 lorsque |z| — oo. Comme |¢)|(x) =
1 +7(%), on doit avoir r(x) > 1 sur R. On note

Vi={rec H(R) | a}.rellgr(:v) > —1}.

Avec la notation g(s) = goee(s) = —(1 + s) + (1 + 5)3 — c2e? (1 + s — ﬁ) et
A = £2(c25? + k?), le systeme (3.45) s’écrit sous la forme

1 o)+ (1 72 =0,
(3.46)
—u" + (1 +7)%u— lu=0.

Si u = 0, la premiere des équations (3.46) admet uniquement la solution triviale r = 0
pour |cg| > % Lorsque |ce| < %, elle admet aussi la solution

(3.47) 7e(z) = Toce(z) = —1 + \/20252 + (1 — 2c2e2)tanh?(y /3 — c2e2z).

On appelle (0,0) et (2., 0) les solutions triviales de (3.46). Une solution non-triviale est
un triplet (A, 7, u) qui vérifie (3.46) et tel que u # 0.

L’objectif de 'article [5] est de montrer Iexistence des solutions non-triviales et
d’étudier le structure de ’ensemble de telles solutions. Tout d’abord, on a le résultat
de non-existence suivant :

Proposition 3.15
a) Quelque soit A € R, le systéme (3.46) n’admet pas de solution (r,u) # (0,0) si
el > -5
b) On suppose que |c| < ﬁ et que (\,r,u) € R x Vi x HY(R) est une solution
non-triviale de (2). Alors :
i) 2c?e%> < A < ¢ et
i) —1 4 +/2ce < r(x) <0 pour tout x € R.

Pour montrer l'existence des solutions non-triviales de (3.46) on a utilisé la théorie
des bifurcations. On consideére les espaces fonctionnels

H={fcHR)| f(z)=f(-2)} et L={feL’R)|[f(z)=f(-z) pp}.
On note V = V3 N H et on introduit les opérateurs

S:VxH-—L, S(r,u) = =" + goce (1) + (1 + 1r)u?,

(348) T:RxHxH-—L, T\ 7ru)=—u"+q¢*(1+r)%u— \u.

Il est évident que (A, 7, u) est solution de (3.46) si et seulement si S(r,u) = 0et T' (A, r,u) =

0. L’égalité T'(A\, 7, u) = 0 exprime le fait que A est une valeur propre de 'opérateur linéaire
—% + ¢*(1 +7)? et u est un vecteur propre associé.
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Afin de prouver 'apparition des branches de solutions non-triviales, on étudie les
opérateurs S et T' dans un voisinage d’une solution triviale (A, r2.¢,0). On montre que les
propriétés suivantes sont vérifiées :

1. L’opérateur D, S(r2c,0) = —% + ¢'(roce) : H — L est inversible.

2. L'opérateur Au = —u” + ¢*(1 + roce)?u : H — L satisfait

i) A > 2c%e2¢?

ii) oess(4) = [g°, 00),

iii) toute valeur propre A < ¢* est simple, et le vecteur propre correspondant est a
décroissance exponentielle,

iv) le nombre de valeurs propres est strictement inférieur & 1 + (2v/2)¢?,

v) le nombre de valeurs propres tend vers +o0o quand ¢ — oo.

Les propriétés ci-dessus et le théoreme des fonctions implicites impliquent que pour
A < ¢? il existe des solutions non-triviales au voisinage d’une solution (\,ra.,0) si et
seulement si A est valeur propre de 'opérateur A.

En utilisant une variante du théoreme de bifurcation a partir d’'une valeur propre
simple de Crandall et Rabinowitz [CR71], on prouve :

Théoreme 3.16 Soit Ao une valeur propre de A et soit ug un vecteur propre correspon-
dant. Il existe une fonction

5+ (A(s),7(s),u(s)) € R x Hx HN {up}*
définie sur (—n,n) telle que r(0) =0, u(0) =0, A(0) = Ao et

S(roce + sr(s), s(up + u(s))) =0,
T(A(s),r2ee + sr(s), s(ug + u(s))) = 0.

De plus, il existe un voisinage U de (Ao, T2ce,0) dans R x Hx H tel que toute solution
du systeme (3.46) dans U est soit de la forme (A(s), race + s7(8), s(ug + u(s))), soit de la
forme (A, ¢, 0).

Pour obtenir une information globale sur la structure de I’ensemble des solutions, on
travaille dans des espaces de Sobolev a poids. Plus précisément, on choisit une fonction
W : R — [1,00) continue, paire, croissante sur (0,00) et qui se comporte comme |z|*®
au voisinage de I'infini pour un s > 0. On considere les espaces

Ly ={peL|WpelL} et Hy ={p e H|Wp, Wy W¢" € L}.

Le résultat de décroissance suivant montre qu’il n’y a pas de perte de solutions lorsqu’on
remplace I'espace H par Hyy.

Lemme 3.17 Si (\,r,u) est solution du systéme (3.46) dans (—oo,q?) x V x H, alors
r € Hy etu e Hyy.

On note w = r — 1y et on écrit le systeme (3.46) sous la forme

(3.49) <Z>=—<§£A><Z)>_<Hlj(1§wwuz)t)>

N

ou
-1
M) = A ) = ¢ (= + 4> = A) (B + 2l

Bw) = (= 4 050 (0)) " [(Ghee(rrec) — ghec ()]
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sont des opérateurs linéaires, compacts de Hyy dans Hyy et Hy, Hs sont continus, com-
pacts sur les ensembles bornés de  := (—00,¢?) x ((V — raee) N Hyy) x Hy et satisfont
les estimations

1H 1 (w, w)][ey, = o(|lwllay + [lullaw ),

respectivement
[1Ha (A, w, w1y, = ofl|wl[my, + [[ulle,)

lorsque w, w sont proches de zéro dans Hyy, uniformément par rapport a A lorsque
A€ [d,e] C (—o0,q?).

En utilisant une variante du théoreme de bifurcation globale de Rabinowitz ([Ra71]),
on montre :

Théoréme 3.18 Soit S l’ensemble des solutions non-triviales du systéme (3.46) dans
R x V x H. Pour toute valeur propre A\, < ¢*> de A, l'ensemble SU{(Am,7+,0)} posséde
une composante connexe Cy, dans (—oo, q?) x Hyy x Hyy qui contient (A, +,0) et qui a
au moins une des propriétés suivantes :

i) Cpy est non-bornée.

i1) Cp, contient une suite (A, Ty, uy) telle que nlin;o An = 2.

Remarquons que le nombre de branches de solutions dans le Théoreme 3.18 est le
méme que le nombre de valeurs propres de I'opérateur A. On a donc une seule branche
si q est suffisamment petit et le nombre de branches tend vers l'infini lorsque ¢ — oo.

Nous pensons que les informations obtenues en dimension un seront utiles dans I’étude
des cas bi— et tridimensionnels, plus intéressants d’un point de vue physique.
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