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M. Frank PACARD, Université de Paris XII, rapporteur
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Les travaux présentés dans ce mémoire portent sur l’existence et l’étude qualitative
des solutions des équations aux dérivées partielles non linéaires, et tout particulièrement
des solutions ayant une structure spatiale et temporelle bien définie, appelées suivant les
cas ondes stationnaires, ondes progressives, ondes solitaires, ou de manière générale ondes
non linéaires. Ces structures sont bien observées expérimentalement et numériquement,
et très souvent jouent un rôle majeur dans la dynamique des systèmes correspondants.

Les systèmes considérés sont des modèles concrets issus de la mécanique des fluides,
de la superfluidité, de la superconductivité ou de la physique des transitions de phase.
A titre d’exemples, on peut citer les très nombreux modèles représentant différentes
approximations de la propagation des ondes à la surface libre d’un fluide (équations de
Benjamin-Ono, de Kadomtsev-Petviashvili, ou de Benney-Luke). D’autre part, il convient
de mentionner les différentes variantes de l’équation de Schrödinger non-linéaire (comme
l’équation de Gross-Pitaevskii, l’équation de Hartree ou l’équation de Schrödinger avec
nonlinéarité de type ”ψ3 − ψ5”) qui interviennent dans l’étude des condensats de Bose-
Einstein, la supraconductivité et la superfluidité.
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1 Travaux de recherche pendant la thèse

1.1 Régularité et décroissance

Dans un premier temps, je me suis intéressé aux propriétés qualitatives des ondes non
linéaires pour quelques équations issues de la mécanique des fluides, plus précisément à
leur régularité et à leur taux de décroissance à l’infini. On a utilisé la théorie classique des
multiplicateurs de Fourier pour obtenir la régularité dans les espaces de Sobolev W k,p,
respectivement la théorie de Paley-Wiener pour démontrer l’analyticité des solutions.

Les propriétés de décroissance ont été prouvées en utilisant une technique générale
qui consiste à transformer une équation aux dérivées partielles en une équation de convo-
lution. Pour donner un exemple, considérons une équation de la forme P (D)(u) = F (u)
dans RN . En utilisant la transformation de Fourier cette équation est équivalente à
P (iξ)û = F(F (u)). Si l’opérateur P (D) est elliptique, on peut écrire û = 1

P (iξ)F(F (u))
ou encore u = k ∗ F (u), où k = F−1( 1

P (iξ)). Dans beaucoup d’exemples concrets, le
noyau k est une fonction qui décrôıt assez rapidement lorsque |x| tend vers l’infini. Si
|F (u)| ≤ C|u|r pour u proche de zéro, où r > 1, et si l’on dispose d’une estimation sur la
vitesse de convergence de u vers 0 à l’infini, en utilisant l’équation de convolution on peut
améliorer successivement cette estimation. Dans la plupart des applications on obtient
que u tend vers zéro (au moins) aussi rapidement que le noyau k.

Cette technique avait été utilisée dans [LiBo96] et [BoLi97] pour des problèmes uni-
dimensionnels et dans [dBS97] pour les ondes solitaires de l’équation de Kadomtsev-
Petviashvili en dimension 2 et 3. Elle a été utilisée par la suite par P. Gravejat pour les
ondes progressives de l’équation de Gross-Pitaevskii.

On a montré dans [1] que les ondes solitaires de l’équation de Benney-Luke (dont
l’existence avait été prouvée en 1998 par R. L. Pego et J. L. Quintero) sont des fonctions
analytiques et on a trouvé leur taux algébrique optimal de décroissance à l’infini. Dans [2]
on a montré l’existence, l’analyticité et on a trouvé le taux optimal de décroissance des
ondes solitaires d’une généralisation bidimensionnelle de l’équation de Benjamin-Ono.

1.2 Existence des ondes non-linéaires

A. Une équation de Schrödinger non-linéaire avec potentiel en dimension 1.
Dans [4] on a étudié l’équation

(1.1) iAt − ivAx = −Axx −A + |A|2A + U(x)A, x ∈ R, t ∈ R+,

qui décrit l’écoulement derrière un obstacle fixe d’un fluide injecté avec une vitesse
constante v à l’infini. Le potentiel U est une mesure positive qui modélise l’obstacle.
L’équation (1.1) a été étudiée à l’aide des développements asymptotiques formels et des
simulations numériques par V. Hakim pour quelques types particuliers de potentiel.

On a cherché des solutions stationnaires (i.e. indépendantes de t) dont le module tend
vers ±1 à l’infini. On a réussi à montrer que, si le potentiel U n’est pas trop grand, deux
telles solutions existent : l’une est obtenue comme un minimiseur de l’énergie associée
à (1.1), l’autre est un point selle de l’énergie. L’existence d’un minimiseur est classique.
La preuve de l’existence d’une deuxième solution est beaucoup plus délicate et repose
sur une variante du Lemme du Col due à Ghoussoub et Preiss. La difficulté majeure est
d’obtenir des informations assez précises sur les suites de Palais-Smale afin de déduire
leur convergence et de montrer que leur limite est différente de la solution obtenue par
minimisation.
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B. Existence des bulles instationnaires. L’objectif de l’article [3] a été d’étudier
l’existence des ondes progressives (appelées également “bulles instationnaires”) de petite
vitesse pour l’équation de Schrödinger non-linéaire

(1.2) i
∂ψ

∂t
+ ∆ψ + F (|ψ|2)ψ = 0 dans RN ,

où ψ est une fonction complexe qui satisfait la “condition aux limites” |ψ| −→ r0 > 0
quand |x| −→ ∞ et la nonlinéarité est de type ”ψ3 − ψ5”. Les bulles sont des solutions
de la forme ψ(x, t) = φ(x1 − ct, x2, . . . , xN ). L’existence de telles solutions en dimension
un d’espace a été prouvée dans [BaMa88].

On a utilisé une approche variationnelle : les bulles sont des points critiques d’une
fonctionnelle Ec(u) = E(u) + cQ(u), où E est ”l’énergie” associée à (1.2) et Q est le
moment. Une technique classique pour montrer l’existence des points critiques consiste
à mettre en évidence un changement de topologie entre deux ensembles de niveau de la
fonctionnelle, et ensuite à prouver une propriété de compacité des suites de Palais-Smale.
Cependant, les ensembles de niveau de Ec ont une structure bien compliquée et il semble
très difficile de montrer un changement au niveau global dans leur topologie. D’autre
part, il est également difficile de montrer la compacité des suites de Palais-Smale. Pour
surmonter ces difficultés, nous avons prouvé une variante locale du Lemme du Col. Ce
résultat abstrait permet de trouver des suites de Palais-Smale bornées lorsqu’on dispose
d’une information concernant un changement dans la structure des ensembles de niveau
uniquement localement, au voisinage d’un point. D’autre part, nous disposons d’un état
fondamental u0 de E qui possède des propriétés tout à fait remarquables : il est un
point critique de E et il est un minimum local strict de E sur un sous-espace fonctionnel
de codimension 1. D’une manière heuristique, il existe une ”cuvette” autour de u0 sur
un sous-espace de codimension 1. En dimension au moins égale à 4, la hauteur de la
”cuvette” est strictement positive et cette structure subsiste lorsqu’on rajoute à E une
”perturbation” cQ avec c suffisamment petit. Cette observation ainsi que le résultat
abstrait mentionné nous ont permis de montrer l’existence des bulles instationnaires de
petite vitesse.
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2 Symétrie des solutions des équations aux dérivées par-
tielles

Le fait de savoir que les solutions d’une EDP présentent des symétries est très im-
portant à la fois pour leur étude théorique que pour leur approximation numérique. Les
symétries peuvent aussi s’avérer très utiles pour l’étude de la stabilité des ondes soli-
taires ou des ondes stationnaires de certaines EDP d’évolution. En général, la symétrie
constitue la première étape dans la preuve de l’unicité des solutions de certaines EDP
elliptiques.

Jusqu’à présent il existe dans la littérature trois méthodes générales pour montrer de
telles symétries. La première a été développée par Gidas, Ni et Nirenberg à la fin des
années ’70 et est basée sur les ”moving planes” et le principe de maximum. Elle est ap-
plicable aux solutions positives dans des problèmes qui font intervenir le Laplacien. Une
autre méthode repose sur l’utilisation de la symétrisation de Schwarz d’une fonction. Elle
permet de montrer qu’il existe des solutions symétriques pour un probleme de minimisa-
tion. (Notons, par ailleurs, que dans beaucoup de situations les ondes non-linéaires sont
obtenues en minimisant une certaine fonctionnelle, avec ou sans contrainte). En général,
cette méthode n’implique pas directement que toutes les solutions sont symétriques.
L’utilisation de ces deux méthodes dans le cas des systèmes est parfois possible, mais elle
reste assez limitée car, d’une part, le signe de chacune des composantes de la solution doit
être constant, d’autre part on a besoin de conditions assez fortes (et souvent irréalistes)
sur les nonlinéarités. Afin d’éviter ces inconvenients, O. Lopes a proposé en 1996 dans
[Lop1, Lop2] une méthode étonnament simple et efficace pour montrer la symétrie des
minimiseurs. Nous présentons ci-dessous le résultat de [Lop1].

Théorème 2.1 ([Lop1]) Soit u ∈ H1(RN ,Rm) un minimiseur de la fonctionnelle

V (u) :=
∫

RN

|∇u|2dx +
∫

RN

F (u) dx

sous la contrainte I(u) :=
∫

RN

G(u) dx = λ 6= 0. On suppose que les fonctions F et G

sont C1, qu’il existe p ≤ 2∗ tel que |F (u)| ≤ C|u|2∗ et |G(u)| ≤ C|u|2∗ pour |u| ≥ 1 et
que G′(u) 6≡ 0 si u 6≡ 0.

Alors la fonction u est à symétrie radiale (après une translation dans RN ).

Preuve. On va d’abord montrer que la fonction u présente une symétrie par rapport
à la variable x1. Après une translation dans la direction de x1 on peut supposer que

∫

{x1<0}
G(u)dx =

∫

{x1>0}
G(u)dx = λ/2.

On définit

(2.1) v1(x) =
{

u(x1, x
′) si x1 ≤ 0

u(−x1, x
′) si x1 > 0

et v2(x) =
{

u(−x1, x
′) si x1 ≤ 0

u(x1, x
′) si x1 > 0.

Il est facile de voir que v1, v2 ∈ H1(RN ,Rm) et on a I(u) = I(v1) = I(v2) = λ. Come u
est un minimiseur, ceci implique V (v1) ≥ V (u) et V (v2) ≥ V (u).

D’autre part on a V (v1) + V (v2) = 2V (u).
On en déduit que nécessairement V (v1) = V (v2) = V (u) et v1 et v2 sont aussi des

minimiseurs. Par conséquent, il existe des multiplicateurs de Lagrange α et β tels que

(2.2)
−∆u + 2F ′(u) + αG′(u) = 0 et

−∆v1 + 2F ′(v1) + βG′(v1) = 0 dans RN .

4



En utilisant (2.2) et la théorie de la régularité elliptique, on déduit que les fonctions u et
v1 sont bornées et régulières.

On ne peut pas avoir v1 = 0 car I(v1) = λ 6= 0. Par conséquent, il existe x∗ tel que
x∗1 < 0 et G′(v1(x∗)) 6= 0. Comme u = v1 dans {x1 < 0}, de (2.2) on déduit que α = β.
Il est alors facile de voir que la fonction w := u− v1 satisfait une équation de la forme

(2.3) −∆w + A(x)w = 0 dans RN , où A ∈ L∞(RN ,Rm ×Rm).

On utilise ensuite le

Théorème 2.2 (Théorème de Prolongement Unique) Supposons que Φ ∈ H1
loc(R

N ,Rm)
satisfait

−∆Φ + A(x)Φ = 0 dans RN , où A ∈ L∞(RN ,Rm ×Rm).

Si Φ ≡ 0 dans un ouvert Ω ⊂ RN , alors Φ ≡ 0 dans RN .

Comme w ≡ 0 dans le demi-espace {x1 < 0}, on déduit du théorème de prolongement
unique et de (2.3) que w = 0 dans RN , c’est-à-dire u = v1. Donc u est symétrique par
rapport à x1.

De la même façon, après translation u est symétrique par rapport à chacune des
variables x2, . . . , xN . En particulier, u(x) = u(−x). Par conséquent, tout hyperplan Π
qui contient l’origine O coupe la contrainte en deux quantités égales. Le même argument
que ci-dessus implique alors que u est symétrique par rapport à tout hyperplan contenant
O, donc u est à symétrie radiale. ¤

2.1 Un résultat général de symétrie

Dans un travail récent [7], nous avons étudié la symétrie des solutions d’un problème
(P) qui consiste à minimiser une fonctionnelle

E(u) =
∫

Ω
F (|x|, u(x), |∇u(x)|) dx

avec un nombre fini de contraintes

Qj(u) =
∫

Ω
Gj(|x|, u(x), |∇u(x)|) dx = λj , j = 1, . . . , k,

où Ω ⊂ RN est un ensemble ouvert invariant par rotations. On suppose que :

A1. On travaille dans un espace X de fonctions ayant la propriété que pour tout
u ∈ X et pour tout hyperplan Π de RN contenant le centre de Ω, les deux fonctions
obtenues de u par symétrie miroir par rapport à Π (comme dans (2.1)) appartiennent
encore à X .

A2. Le problème (P) admet des solutions dans X et toute solution est de classe C1

sur Ω.

Notons que ces hypothèses sont très générales, donc les résultats obtenus s’appliquent
à un grand nombre de situations concrètes. Par exemple, la condition (A1) est vérifiée par
tous les espaces de Sobolev W 1,p(Ω). Sous des hypothèses de régularité et de croissance
raisonnables sur F, G1, . . . , Gk, les fonctionnelles E, Q1, . . . , Qk sont différentiables sur
X et les minimiseurs de (P) satisfont des équations d’Euler-Lagrange. Très souvent,
ces équations sont des systèmes elliptiques quasi-linéaires. La théorie de la régularité
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des solutions de tels systèmes a connu un développement spectaculaire les 50 dernières
années. Dans des situations très générales, elle permet de montrer que les solutions des
équations d’Euler-Lagrange sont (au moins) C1, donc (A2) est satisfaite.

Le résultat obtenu est le suivant :

Théorème 2.3 Supposons que (A1), (A2) sont satisfaites et 0 ≤ k ≤ N − 2. Soit u ∈ X
un minimiseur de (P). Alors il existe un sous-espace vectoriel V de RN de dimension k
tel que u est à symétrie radiale par rapport à V (c’est-à-dire u(x) dépend uniquement de
la projection orthogonale de x sur V et de la distance de x à V ).

Dans le cas où Ω = RN , les fonctionnelles E, Q1, . . . Qk sont invariantes par trans-
lations et (A1) a lieu pour tout hyperplan affine Π de RN (et non seulement pour les
hyperplans contenant l’origine), on a montré :

Théorème 2.4 Si u ∈ X est un minimiseur de (P) et 1 ≤ k ≤ N − 1, alors il existe
un sous-espace affine V de RN de dimension k − 1 tel que u est à symétrie radiale par
rapport à V .

En particulier, dans le cas d’une seule contrainte, tous les minimiseurs sont à symétrie
radiale par rapport à un point. Notons que tous ces résultats sont valables pour des
minimiseurs à valeurs vectorielles et on ne demande aucune hypothèse sur les signes des
composantes des minimiseurs. D’autre part, les exemples présentés dans [7] montrent que
les résultats ci-dessus sont optimaux même pour des minimiseurs à valeurs scalaires.

Afin de donner une idée des preuves des résultats énoncés plus haut, nous allons
présenter la démonstration du Théorème 2.4 dans le cas particulier où N = 2 et k = 1.
Le problème (P) devient

(P ′)
Minimiser E(u) =

∫

R2

F (u(x), |∇u(x)|) dx sous la contrainte

Q(u) =
∫

R2

G(u(x), |∇u(x)|) dx = λ 6= 0.

Lemme 2.5 Soit u un minimiseur de (P ′). On suppose que toute droite Π passant par
O a la propriété :

(2.4)
∫

Π+

G(u(x), |∇u(x)|) dx =
∫

Π−
G(u(x), |∇u(x)|) dx =

λ

2
.

Alors u est à symétrie radiale par rapport à O.

Preuve du Lemme 2.5. Soit Π une droite quelconque contenant O. On choisit un
système de coordonnées tel que Π = Oy. On définit

v1(x, y) =
{

u(x, y) si x ≤ 0
u(−x, y) si x > 0,

v2(x, y) =
{

u(−x, y) si x < 0
u(x, y) si x ≥ 0.

Alors v1, v2 ∈ X et on a Q(v1) = Q(v2) = λ ce qui implique E(v1) ≥ E(u) et E(v2) ≥
E(u). D’autre part, on a E(v1) + E(v2) = 2E(u). Donc v1, v2 sont aussi des minimiseurs
et en utilisant (A2) on déduit que v1, v2 ∈ C1(R2).

La symétrie de v1 et de v2 par rapport à x1 implique
∂v1

∂x
(0, y) =

∂v2

∂x
(0, y) = 0 pour

tout y. Comme u = v1 pour x < 0, on a

∂u

∂x
(0, y) = lim

s↑0
∂u

∂x
(s, y) = lim

s↑0
∂v1

∂x
(s, y) =

∂v1

∂x
(0, y) = 0.
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Ainsi on a montré que pour toute droite Π contenant O,

(2.5)
∂u

∂n
= 0 sur Π, où n est la normale à Π.

En coordonnées polaires x = r cos θ, y = r sin θ, ceci implique
∂u

∂θ
= 0 sur R2 \ {O} et on

en déduit que u ne dépend pas de θ, c’est-à-dire u est une fonction radiale. ¤
Démonstration du Théorème 2.4 pour N = 2 et k = 1.
Soit u un minimiseur de (P ′). Après translation, on peut supposer que

∫

{x<0}
G(u, |∇u|) dx dy =

∫

{x>0}
G(u, |∇u|) dx dy =

λ

2
.

Soient u1 et u2 les deux fonctions obtenues de u par symétrie miroir par rapport à Oy.
Alors u1 et u2 sont aussi des minimiseurs et, de plus, sont paires en x.

Après translation en y, on peut supposer que
∫

{y<0}
G(u1, |∇u1|) dx dy =

∫

{y>0}
G(u1, |∇u1|) dx dy =

λ

2
.

Soient u1,1 et u1,2 les deux fonctions obtenues de u1 par symétrie miroir par rapport à Ox.
Il est évident que u1,1 et u1,2 sont aussi des minimiseurs et sont paires en x et en y. Par le
Lemme 2.5 on déduit que u1,1 et u1,2 sont des fonctions radiales par rapport à O. Comme
u1,1(x, 0) = u1(x, 0) = u1,2(x, 0) pour tout x, on a nécessairement u1,1 = u1,2 = u1 sur
R2, donc u1 est une fonction radiale.

De la même façon, il existe k ∈ R tel que
∫

{y<k}
G(u2, |∇u2|) dx dy =

∫

{y>k}
G(u2, |∇u2|) dx dy =

λ

2
.

Comme ci-dessus on déduit que u2 est radiale par rapport à (0, k).
Nous allons montrer que k = 0. Supposons, par l’absurde, que k 6= 0. Alors la fonction

d’une variable y 7−→ u(0, y) = u1(0, y) = u2(0, y) est une fonction symétrique par rapport
à 0 et par rapport à k, donc c’est une fonction 2|k|−périodique. Donc G(u1, |∇u1|) est
une fonction radiale dont le profil est 2|k|−périodique. On en déduit que si l’intégrale∫

R2

G(u1, |∇u1|) dx dy converge, sa valeur est nécessairement 0, ce qui implique λ = 0,

absurde.
Par conséquent, on a k = 0 et alors u1, u2 sont deux fonctions radiales par rapport

à O. Comme u1(0, ·) = u(0, ·) = u2(0, ·) on déduit que u1 = u2 = u, c’est-à-dire u est
radiale. ¤

Pour démontrer les Théorèmes 2.3 et 2.4 dans le cas général, on utilise le Théorème
de Borsuk-Ulam pour trouver des hyperplans qui ”coupent les contraintes en deux”, un
résultat analogue au Lemme 2.5, et un peu de géométrie élémentaire et de combinatoire
pour ”recoller les morceaux.”

2.2 Symétrie et monotonie des solutions d’énergie minimale

Dans [9], nous étudions le comportement des solutions d’énergie minimale du système

(2.6) −div(|∇ui|p−2∇ui) = gi(u), i = 1, . . . , m,
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où u = (u1, . . . , um) : RN −→ Rm, 1 < p < ∞, |(y1, . . . , yN )|p =
(∑N

j=1 y2
j

) p
2 , gi(0) = 0

et il existe G ∈ C1(Rm \ {0},R) telle que gi(u) = ∂G
∂ui

(u).
Ce système, notamment dans le cas p = 2, intervient dans un nombre important de

problèmes issus de la physique. La fonctionnelle d’énergie associée est

S(u) =
1
p

∫

RN

m∑

i=1

|∇ui|p dx−
∫

RN

G(u) dx.

Il est facile de voir que les solutions de (2.6) sont précisément les points critiques de S.
On appelle solution d’énergie minimale une solution qui minimise S dans l’ensemble de
toutes les solutions.

L’existence des solutions d’énergie minimale a été prouvée dans une série de travaux
classiques (le lecteur pourra consulter les articles [BeLi83], [BeGK83], [BrLieb84] et les
références qu’ils contiennent). Cependant, dans le cas des conditions générales sur la
nonlinéarité g, la symétrie de telles solutions et la monotonie de leur profil dans le cas
scalaire (m = 1) ont été des problèmes longtemps non résolus.

Nous avons trouvé une caractérisation variationnelle équivalente des solutions d’énergie

minimale de (2.6). On introduit les fonctionnelles J(u) =
1
p

∫

RN

m∑

i=1

|∇ui|p dx et V (u) =
∫

RN

G(u) dx. On a :

Proposition 2.6 On suppose que 1 < p ≤ N . Soit u une solution d’énergie minimale de
(2.6). Alors u est une solution du problème de minimisation

(2.7) minimiser J(v) sous la contrainte v 6= 0 et V (v) = V (u).

En utilisant la Proposition 2.6 et le Théorème 2.4, on déduit :

Corollaire 2.7 Si u est une solution d’énergie minimale de (2.6), alors u est à symétrie
radiale (modulo une translation dans RN ).

Dans le cas scalaire (m = 1) nous avons montré le résultat de monotonie suivant :

Proposition 2.8 Soit m = 1 et soit u une solution d’énergie minimale de (2.6). Alors :
i) La fonction u a un signe constant sur RN .
ii) Le profil radial de u est une fonction monotone sur [0,∞).

La preuve de (i) est assez simple (et présente un lien évident avec le fait que le
principe de concentration-compacité peut être utilisé pour montrer la compacité des suites
minimisantes du problème (2.7)) : si u change de signe, on peut considérer séparement
les fonctions u+ et u−. Alors J(u+) + J(u−) = J(u) et V (u+) + V (u−) = V (u), ce qui
implique que la dichotomie se produit pour les suites minimisantes de (2.7).

La preuve de (ii) repose sur un résultat de [BroZi88] qui affirme que pour une fonction
positive v ∈ D1,p(RN ) on a toujours J(v) ≥ J(v∗) (où v∗ est le réarrangement de Schwarz
de v) et on peut avoir J(v) = J(v∗) uniquement si les ensembles de niveau v−1(t) sont
des sphères pour presque tout t > 0. Or, si u est une solution d’énergie minimale, on
sait déjà que u est positive et radiale, u(x) = ũ(|x|), où ũ(r) −→ 0 quand r −→ ∞. Si ũ
n’est pas décroissante, il existe 0 < a < b < c tels que ũ(a) < ũ(b) et ũ(b) > ũ(c). Soit
m1 = min(ũ(a), ũ(c)) et m2 = ũ(b). Alors pour tout t ∈ [m1,m2], u−1(t) contient au moins
deux sphères concentriques, donc ce n’est pas une sphère. Par le théorème de [BroZi88]
on déduit que J(u∗) < J(u). Comme V (u∗) = V (u), on obtient une contradiction avec le
fait que u est un minimiseur de (2.7).
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2.3 Symétrie dans des problèmes non-locaux

La symétrie des minimiseurs dans des problèmes qui font intervenir des opérateurs
non-locaux a été étudiée dans [6]. Nous décrivons ci-dessous quelques exemples.

A. Problèmes qui font intervenir les puissances fractionnaires du Laplacien.
On considère l’équation de Benjamin-Ono généralisée

At + αAAx − β(−∆)
1
2 Ax = 0 dans R2, α, β > 0.

Les ondes progressives de cette équation sont des solutions de la forme A(x, y, t) =
u(x− ct, y). Après changement d’échelle, on trouve que le profil u satisfait

u + (−∆)
1
2 u = u2 dans R2.

L’existence des ondes progressives a été démontrée dans [2] en minimisant

V (u) :=
1
2

∫

R2

|(−∆)
1
4 u|2dx +

∫

R2

u2dx

sous la contrainte I(u) =
∫

R2

u3dx = constant. Plus généralement, dans [Lop3] on a

montré l’existence des minimiseurs des fonctionnelles de type

(2.8) V (u) =
∫

RN

|ξ|2s|û(ξ)|2dξ +
∫

RN

F (u)dx

sous une contrainte I(u) =
∫

RN

G(u)dx = λ 6= 0. Il est évident que ce problème de

minimisation ressemble à celui considéré dans le Théorème 2.1. La question qui se pose
naturellement est de savoir si les minimiseurs de (2.8) présentent aussi une symétrie. Le
résultat suivant permet d’apporter une réponse affirmative à cette question.

Lemme 2.9 Soit s ∈ (−1
2 , 3

2) et soit u ∈ Ḣs(RN ). On définit v1, v2 comme dans (2.1).
Si V est donné par (2.8), on a

(2.9) V (v1) + V (v2)− 2V (u) = −16 sin(sπ)
π2

N2
s (f), ∀ s ∈ (−1

2
,
3
2
),

où f(x) = 1
2(u(x1, x

′)− u(−x1, x
′)) et

(2.10) N2
s (f) =

∫

RN−1

∫ ∞

|ξ′|

(
t2 − |ξ′|2)s

∣∣∣∣∣
∫ ∞

0
f̂(ξ1, ξ

′)
ξ1

t2 + ξ2
1

dξ1

∣∣∣∣∣
2

dt dξ′.

De plus, Ns est une norme sur Ḣs
1,odd(R

N ) = {u ∈ Ḣs(RN ) | u est antisymétrique en x1}
et cette norme est continue par rapport à la norme usuelle de Ḣs.

Supposons que s ∈ (0, 1) et que u est un minimiseur de (2.8) sous la contrainte
I(u) = λ 6= 0. Après une translation dans la direction de x1, on peut supposer que∫

{x1<0}
G(u)dx =

∫

{x1>0}
G(u)dx = λ/2. On définit v1 et v2 comme dans (2.1). Il est

clair que I(v1) = I(v2) = λ et (2.9) implique que Ns(f) = 0 (car sinon on aurait V (v1) +
V (v2) − 2V (u) < 0, donc V (v1) < V (u) ou V (v2) < V (u), en contradiction avec le fait
que u est un minimiseur). Comme Ns(f) est une norme, on en déduit que f = 0, donc u
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est symétrique par rapport à x1. De la même façon, u est symétrique par rapport à toute
direction (modulo translation) et finalement on obtient que u est une fonction radiale.

Notons que dans le cas s ∈ (1, 3
2), (2.9) implique V (v1) + V (v2) − 2V (u) ≥ 0 (avec

inégalité stricte si u n’est pas symétrique) et la méthode n’est plus applicable. La symétrie
des minimiseurs dans ce cas reste un problème ouvert.

Preuve du Lemme 2.9 dans le cas N=1.
On va démontrer que (2.9) a lieu pour V (u) = ||u||2

Ḣs =
∫

RN

|ξ|2s|û|2 dξ quelque soit

s ∈ (−1
2 , 3

2). On note f(x) = 1
2(u(x)− u(−x)).

Étape 1 : u ∈ C∞
c (R). On note g(x) = 1

2(u(x) + u(−x)), f∗(x) =
{ −f(x), x ≤ 0,

f(x), x > 0,
de sorte que g, f∗ sont paires, f est impaire, u = g + f , u1 = g − f∗, u2 = g + f∗. On a

f̂(ξ) =
∫ ∞

0
(e−ixξ − eixξ)f(x) dx = 2i

∫ ∞

0
sin(xξ)f(x) dx,

f̂∗(ξ) =
∫ ∞

0
(e−ixξ + eixξ)f(x) dx = 2

∫ ∞

0
cos(xξ)f(x) dx.

On obtient ensuite

(2.11)

‖u1‖2
Ḣs + ‖u2‖2

Ḣs − 2‖u‖2
Ḣs =

∫

R
|ξ|2s

(
|ĝ − f̂∗|2 + |ĝ + f̂∗|2 − 2|ĝ + f̂ |2

)
dξ

= 2
∫

R
|ξ|2s

(
|f̂∗|2 − |f̂ |2

)
dξ

= 8
∫

R
|ξ|2s

(∣∣∣∣
∫ ∞

0
cos(xξ)f(x) dx

∣∣∣∣
2

−
∣∣∣∣
∫ ∞

0
sin(xξ)f(x) dx

∣∣∣∣
2
)

dξ

= 8
∫

R
|ξ|2s

(∫ ∞

0

∫ ∞

0
cos(xξ)f(x)cos(yξ)f(y) dxdy

−
∫ ∞

0

∫ ∞

0
sin(xξ)f(x)sin(yξ)f(y) dxdy

)
(Fubini)

= 8
∫

R
|ξ|2s

∫ ∞

0

∫ ∞

0
cos((x + y)ξ)f(x)f(y) dxdy dξ.

On définit h(z) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0
ei(x+y)zf(x)f(y) dxdy et on prouve que :

• La fonction h est holomorphe sur C et bornée sur {z ∈ C | Im(z) ≥ 0}.
• Si z ∈ R, alors h(−z) = h(z) et Re(h(z)) =

∫∞
0

∫∞
0 cos((x + y)ξ)f(x)f(y) dxdy.

• On a |h(z)| ≤ C
|z|4 si Im(z) ≥ 0 car

∫∞
0 eixzf(x) dx = − 1

z2

(
f ′(0) +

∫∞
0 eixzf ′′(x) dx

)
.

• Pour t ∈ R+ on a

(2.12)

h(it) =
∣∣
∫ ∞

0
e−txf(x) dx

∣∣2 =
∣∣〈f, e−t·1[0,∞)(·)〉L2

∣∣2

=
1

(2π)2
∣∣〈f̂ ,F (

e−t·1[0,∞)(·)
)〉L2

∣∣2 (Plancherel )

=
1

(2π)2
∣∣
∫ ∞

−∞
f̂(ξ)

1
t− iξ

dξ
∣∣2 =

1
π2

∣∣
∫ ∞

0
f̂(ξ)

ξ

t2 + ξ2
dξ

∣∣2.
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On définit m(z) = (z2)s = es log(z2) = e2s ln |z|+is arg(z2). La fonction m est holomorphe
sur C \ {it | t ∈ R}. En intégrant la fonction holomorphe z 7−→ h(z)m(z) sur un chemin
bien choisi, on obtient que pour tout s ∈ (−1

2 , 3
2) on a

∫ ∞

ε
m(z)h(z) dz = i

∫ ∞

0
m(ε + it)h(ε + it) dt.

On passe à la limite lorsqeue ε −→ 0 et on trouve
∫ ∞

0
m(z)h(z) dz = i

∫ ∞

0
t2seisπh(it) dt.

On a aussi
∫ 0

−∞
|z|2sh(z) dz =

∫ ∞

0
|z|2sh(z) dz = −i

∫ ∞

0
t2se−isπh(it) dt.

Par conséquent, ∫ ∞

−∞
|z|2sh(z) dz = −2 sin(sπ)

∫ ∞

0
t2sh(it) dt.

D’où finalement, en utilisant (2.11) et (2.12),

(2.13)

‖u1‖2
Ḣs + ‖u2‖2

Ḣs − 2‖u‖2
Ḣs = 8

∫

R
|ξ|2sRe(h(ξ)) dξ

= −16 sin(sπ)
∫ ∞

0
t2sh(it) dt

= −16 sin(sπ)
π2

∫ ∞

0
t2s

∣∣∣∣
∫ ∞

0
f̂(ξ)

ξ

t2 + ξ2
dξ

∣∣∣∣
2

dt.

= −16 sin(sπ)
π2

N2
s (f).

Étape 2 : argument de densité. On a montré l’identité (2.13) pour tout s ∈ (−1
2 , 3

2)
et pour tout u ∈ C∞

c (R). Pour étendre cette identité à Ḣs(RN ), il suffit de prouver que
Ns(f) ≤ C‖f‖Ḣs avec C indépendant de f . On a :

N2
s (f) =

∫ ∞

0
t2s

∣∣
∫ ∞

0
f̂(ξ)

ξ

t2 + ξ2
dξ

∣∣2 dt

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0
t2s ξ

t2 + ξ2

η

t2 + η2
f̂(ξ)f̂(η) dξ dη dt (Fubini)

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0
Is(ξ, η)f̂(ξ)f̂(η) dξ dη où Is(ξ, η) =

∫ ∞

0
t2s ξ

t2 + ξ2

η

t2 + η2
dt

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0
|ξ|−s|η|−sIs(ξ, η)|ξ|sf̂(ξ)|η|sf̂(η) dξ dη

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0
Ks(ξ, η)|ξ|sf̂(ξ)|η|sf̂(η) dξ dη,
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où Ks(ξ, η)) = |ξ|−s|η|−sIs(ξ, η). Il suffit de montrer que
∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ ∞

0
Ks(ξ, η)ϕ(ξ)ψ(η) dξ dη

∣∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖L2‖ψ‖L2 , ∀ϕ,ψ ∈ L2(0,∞).

Par calcul, on trouve Is(ξ, η) = π
2 cos(sπ)

ξ2s−1−η2s−1

η2−ξ2 si s 6= 1
2 , respectivement Is(ξ, η) =

ln η−ln ξ
η2−ξ2 si s = 1

2 .
Notons que ni les résultats généraux sur les opérateurs de Hilbert-Schmidt, ni l’inégalité

de Hardy-Littlewood-Sobolev n’impliquent que le noyau K définit un opérateur borné sur
L2(RN ). Pour montrer ceci, on effectue les calculs en coordonnées polaires ξ = r cos θ,
η = r sin θ et on trouve une fonction Ls(θ) telle que Ks(ξ, η) = 1

rLs(θ).
Pour ϕ,ψ ∈ L2(0,∞) on a :

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∣∣Ks(ξ, η)ϕ(ξ)ψ(η)
∣∣ dξ dη =

∫ π
2

0

∫ ∞

0

∣∣ϕ(r cos θ)ψ(r sin θ)
∣∣ dr|Ls(θ)| dθ

≤
∫ π

2

0
‖ϕ(· cos θ)‖L2‖ψ(· sin θ)‖L2 |Ls(θ)| dθ (Cauchy-Schwarz)

= ‖ϕ‖L2‖ψ‖L2

∫ π
2

0

|Ls(θ)|√
sin θ cos θ

dθ.

Pour s ∈ (−1
2 , 3

2) on montre par calcul direct que
∫ π

2

0

|Ls(θ)|√
sin θ cos θ

dθ < ∞. Par conséquent,

on peut étendre (2.9) par densité à Ḣs(R). ¤

B. Le problème de Choquard généralisé.
Ce problème consiste à minimiser

E(u) :=
1
2

∫

R3

|∇u|2dx−
∫

R3

∫

R3

u2(x)
1

|x− y|u
2(y) dx dy

sous la contrainte Q(u) :=
∫

R3

u2dx = λ.

Il a été prouvé dans [Lieb77] qu’il existe un minimiseur u ∈ H1(R3). De plus, ce
minimiseur est radial et unique (modulo translations). La démonstration repose sur des
inégalités strictes pour les réarrangements sphériques.

Nous avons considéré le problème (CG) qui consiste à minimiser

E(u) :=
1
2

∫

RN

|∇u|2dx−
∫

RN

∫

RN

F (u(x))F (u(y))
|x− y|N−2

dx dy +
∫

RN

H(u)dx

sous la contrainte Q(u) :=
∫

RN

G(u)dx = λ. L’intérêt de ce problème vient du fait que

les minimiseurs sont des ondes stationnaires pour l’équation de Hartree

iut + ∆u + 2
(∫

RN

F (u(y))
|x− y|N−2

dy

)
F ′(u(x))−H ′(u(x)) = 0.

Théorème 2.10 On suppose que N ≥ 3 et
• F, G, H sont C2, F (0) = G(0) = H(0) = 0

et F , G, H ont un comportement sous-critique à l’infini,
• G′ 6≡ 0 sur un voisinage de 0.
Alors tout minimiseur u ∈ H1(RN ) du problème (CG) est à symétrie radiale.

12



Preuve. On définit I(ϕ) = 1
|·|N−2 ∗ ϕ. Il est bien connu que Î(ϕ) = cN

|ξ|2 ϕ̂(ξ) et
−∆(I(ϕ)) = cN · ϕ. Le terme nonlocal peut alors être écrit sous la forme

∫

RN

∫

RN

F (u(x))
1

|x− y|N−2
F (u(y)) dx dy

= 〈I(F (u)) , F (u)〉 = 1
(2π)N 〈 ̂I(F (u)) , F̂ (u)〉 (Plancherel)

=
cN

(2π)N

∫

RN

1
|ξ|2

∣∣∣∣∣F̂ (u)(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ.

Après translation, on peut supposer que
∫

{x1<0}
G(u)dx =

∫

{x1>0}
G(u)dx = λ/2. On

définit v1, v2 comme dans (2.1) et on trouve

(2.14)

E(v1) + E(v2)− 2E(u)

= − 4cN

π(2π)N

∫

RN−1

1
|ξ′|

∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

(
F̂ (u)(ξ1, ξ

′)− F̂ (u)(−ξ1, ξ
′)
) ξ1

|ξ′|2 + ξ2
1

dξ1

∣∣∣∣∣
2

dξ′.

On obtient E(v1) + E(v2) ≤ 2E(u). Donc v1 et v2 sont aussi minimiseurs et l’intégrale
du membre de droite de (2.14) est nulle. Le fait que cette intégrale s’annulle équivaut
à ∂

∂x1
(I(F (u)))(0, x′) = 0, ∀x′ ∈ RN−1. Contrairement à l’exemple précédent, cette

information n’implique pas directement la symétrie de u.
L’équation d’Euler-Lagrange pour un minimiseur est

(2.15) −∆u− 2I(F (u)) · F ′(u) + H ′(u) + αG′(u) = 0.

Nous ne connaissons pas de théorème de prolongement unique pour cette équation. On a
le résultat de régularité suivant :

Lemme 2.11 Soit u ∈ H1(RN ) une solution de (2.15). Alors u ∈ W 3,p(RN ), ∀p ∈
[2,∞). En particulier, u ∈ C2(RN ).

On a ainsi montré que
• Pour tout minimiseur u et tout hyperplan Π qui ”coupe la contrainte en deux”, uΠ+

et uΠ− sont aussi des minimiseurs.
• Tous les minimiseurs sont réguliers.
On peut alors conclure grâce au Théorème 2.4. ¤

C. Le système de Davey-Stewartson. On considère le système




iut + ∆u = f(|u|2)u− uvx1

∆v = ∂
∂x1

(|u|2)
dans R×R3.

Ce système peut être écrit sous la forme

(2.16) iut = −∆u + f(|u|2)u + R2
1

(|u|2) u,

où R1 est la transformation de Riesz donnée par R̂1ϕ = iξ1
|ξ| ϕ̂. L’équation (2.16) est

Hamiltonienne, deux quantités conservées étant

Ẽ(u) :=
1
2

∫

R3

|∇u|2 + F1(|u|2)dx− 1
4

∫

R3

∣∣∣R1(|u|2)
∣∣∣
2
dx et Q̃(u) =

∫

R3

|u|2dx.
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Les minimiseurs de Ẽ sous la contrainte Q̃ = constant sont des ondes stationnaires de
(2.16). On a le résultat suivant concernant la symétrie de ces minimiseurs :

Théorème 2.12 Soit u ∈ H1(R3) un minimiseur de

E(u) :=
1
2

∫

R3

|∇u|2 + F (u)dx− 1
4

∫

R3

∣∣∣R1(|u|2)
∣∣∣
2
dx

sous une contrainte Q(u) =
∫

R3

G(u)dx = λ. On suppose que F, G ∈ C1(C), F (0) =

G(0) = 0, ∇F (0) = ∇G(0) = 0 et F , G ont un comportement sous-critique pour |u| > 1.
Alors modulo translation, u est à symétrie radiale dans les variables (x2, x3) (i.e.

u est à symétrie axiale).

Preuve. On peut supposer que
∫

{x2<0}
G(u)dx =

∫

{x2>0}
G(u)dx = λ/2. On définit

v1, v2 par symétrie miroir par rapport à x2. Alors on a l’identité

(2.17)

E(v1) + E(v2)− 2E(u)

=
−1

π(2π)3

∫

R2

ξ2
1√

ξ2
1 + ξ2

3

∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

(
|̂u|2(ξ1, ξ2, ξ3)− |̂u|2(ξ1,−ξ2, ξ3)

) ξ2

|ξ|2 dξ2

∣∣∣∣∣
2

dξ1 dξ3.

Comme u est un minimiseur, on obtient que v1 et v2 sont aussi des minimiseurs et
l’intégrale du membre de droite de (2.17) s’annulle, ce qui implique ∂

∂x2
(I(|u|2))(x1, 0, x3) =

0 pour tout (x1, x3) ∈ R2. Comme pour les minimiseurs du problème de Choquard
généralisé, seule cette information ne suffit pas pour montrer la symétrie.

L’équation d’Euler-Lagrange satisfaite par les minimiseurs s’écrit

(2.18) −∆u +∇F (u) + R2
1(|u|2)u + α∇G(u) = 0.

On a le résultat de régularité suivant :

Lemme 2.13 Soit u ∈ H1(R3) une solution de (2.18). Alors u ∈ W 2,p(R3), ∀p ∈ [2,∞).
En particulier, u ∈ C1(R3).

On a ainsi montré que :
• Pour tout minimiseur u et tout hyperplan Π parallèle à Ox1 et qui coupe la

contrainte en deux, uΠ+ et uΠ− sont aussi des minimiseurs.
• Tous les minimiseurs sont réguliers.
En utilisant le Théorème 2.4, on en déduit que tout minimiseur est radial par rapport

aux variables (x2, x3). ¤
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3 Ondes progressives pour des équations de Schrödinger
non-linéaires avec des conditions non-nulles à l’infini

Une partie importante de mon activité de recherche a été consacrée à l’étude des
équations de type

(3.1) i
∂Φ
∂t

+ ∆Φ + F (|Φ|2)Φ = 0 dans RN ,

où Φ est une fonction complexe qui satisfait |Φ| −→ r0 > 0 quand |x| −→ ∞ et F (r2
0) = 0,

F ′(r2
0) < 0. Deux cas particuliers importants de (3.1) ont été très étudiés par les physiciens

et par les mathématiciens : l’équation de Gross-Pitaevskii (où F (s) = 1− s) et l’équation
appelée ”cubique-quintique” (où F (s) = −α1 + α3s − α5s

2, α1, α3, α5 > 0 et F admet
deux racines réelles positives).

L’équation (3.1) est hamiltonienne. L’énergie correspondante est

(3.2) E(Φ) =
∫

RN

|∇Φ|2 dx +
∫

RN

V (|Φ|2) dx, où V (s) =
∫ r2

0

s
F (τ) dτ.

Cette quantité est conservée par la dynamique associée à l’équation (3.1).
Des équations de type (3.1), avec les conditions aux limites non-nulles considérées ci-

dessus, apparâıssent dans la modélisation d’un grand nombre de phénomènes en plusieurs
domaines de la physique, comme la supraconductivité, la superfluidité dans Hélium II, les
transitions de phase et les condensats de Bose-Einstein. Dans une longue série de travaux
(v. [GR74], [JR82], [JPR86] et les références de ces articles), J. Grant, C.A. Jones, S.J.
Putterman, P.H. Roberts et al. ont étudié formellement et numériquement des équations
de type (3.1). Une attention particulière a été accordée à une classe spéciale de solutions
de (3.1), les ondes progressives. Une onde progressive de vitesse c est une solution de la
forme Φ(x, t) = ψ(x1 − ct, x2, . . . , xN ). La fonction ψ satisfait alors l’équation

(3.3) −ic
∂ψ

∂x1
+ ∆ψ + F (|ψ|2)ψ = 0 dans RN .

Des développements asymptotiques formels et des simulations numériques ont conduit
à la formulation d’un ensemble de conjectures (parfois appelé le programme de Roberts)
concernant l’existence, les propriétés structurelles et la stabilité des ondes progressives.
La démonstration rigoureuse de ces conjectures conduit à des problèmes mathématiques
intéressants et souvent très difficiles. Malgré de nombreux efforts qui ont été faits pendant
les vingt dernières années, beaucoup de ces conjectures restent encore non résolues.

Notons que l’équation (1) admet une formulation hydrodynamique : en utilisant la
transformation de Madelung Φ =

√
ρeiθ, elle est équivalente à un système en (ρ, θ) qui

est semblable au système d’Euler pour un fluide non-visqueux compressible de densité
ρ et de vitesse 2∇θ. Dans ce contexte, on peut calculer la vitesse du son à l’infini :
vs = r0

√
−2F ′(r2

0). Il a été conjecturé que des ondes progressives de vitesse c existent
si et seulement si |c| < vs. Nous avons tenté de donner une preuve rigoureuse à cette
conjecture.

3.1 Non-existence des ondes progressives subsoniques

Dans le cas de l’équation de Gross-Pitaevskii, en utilisant une identité intégrale as-
tucieuse, P. Gravejat a réussi à montrer la non-existence des ondes progressives superso-
niques d’énergie finie ([Gr03]). Il a également prouvé la non-existence des ondes soniques
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en dimension 2. En simplifiant les arguments de P. Gravejat, dans [8] nous avons généralisé
son identité intégrale et nous avons montré la non-existence des ondes progressives su-
personiques de (3.1) pour une large classe de nonlinéarités (qui inclût les nonlinéarités de
type Gross-Pitaevskii et de type “ψ3−ψ5”), ainsi que la non-existence, en toute dimension
d’espace, des ondes soniques ayant une énergie finie et une phase intégrable.

Nous allons décrire plus en détail les résultats de [8]. Dans cette section on suppose
partout que les conditions suivantes sont vérifiées :

C1. La fonction F est continue sur [0,∞), C1 au voisinage de r2
0, F (r2

0) = 0 et
F ′(r2

0) < 0.

C2. Il existe C, α > 0 tels que pour s suffisamment grand on a F (s) ≤ −Csα.

Le premier résultat de [8] concerne la régularité des solutions d’énergie finie de (3.3).
Par solution d’énergie finie nous entendons une fonction ψ ∈ L1

loc(R
N ) qui vérifie (3.3)

dans D′(RN ) et qui a la propriété que ∇ψ ∈ L2(RN ) et V (|ψ|2) ∈ L1(RN ).

Proposition 3.1 On suppose que les conditions C1 et C2 sont satisfaites. Soit ψ une
solution d’énergie finie de (3.3). Alors :

i) On a ψ ∈ L∞ ∩W 2,p
loc (RN ) pour tout p ∈ [1,∞).

ii) On a ∇ψ ∈ W 1,p(RN ) pour tout p ∈ [2,∞) et il existe R∗ > 0 tel que sur
RN \B(0, R∗), ψ admet un relèvement ψ = ρeiθ avec ρ, θ ∈ W 2,p

loc (RN ), p ∈ [1,∞).
iii) Si, de plus, F ∈ Ck([0,∞)), alors ψ ∈ W k+2,p

loc (RN ) pour tout p ∈ [1,∞).

Notons que le schéma classique pour obtenir la régularité des solutions des équations
elliptiques (et qui consiste à utiliser l’équation, les estimations elliptiques standard et
les injections de Sobolev pour améliorer successivement la régularité de la solution) ne
s’applique pas car dans la plupart des applications la nonlinéarité a une croissance critique
ou surcritique à l’infini. On a utilisé une méthode développée par A. Farina dans [Fa98,
Fa03] pour des systèmes de type Ginzburg-Landau (et basée sur l’inégalité de Kato, voir
[Ka72]) pour montrer que les solutions de (3.3) sont bornées. Ensuite la théorie classique
de la régularité elliptique permet de montrer les autres assertions de la Proposition 3.1.

Au moins formellement, les solutions de (3.3) sont des points critiques de la fonction-
nelle Ẽc(ψ) = E(ψ)+Q̃(ψ), où E est donnée par (3.2) et Q̃ est le ”moment” par rapport à
la direction Ox1 (une définition plus précise sera donnée plus tard ; pour l’instant, notons
que c’est une fonctionnelle dont la différentielle est Q̃′(ψ) = 2iψx1). Cette caractérisation
variationnelle nous permet de montrer des identités de type Pohozaev :

Proposition 3.2 Soit ψ une solution d’énergie finie de (3.3). Alors on a

(3.4) −
∫

RN

∣∣∣∣
∂ψ

∂x1

∣∣∣∣
2

dx +
∫

RN

N∑

j=2

∣∣∣∣
∂ψ

∂xj

∣∣∣∣
2

dx +
∫

RN

V (|ψ|2) dx = 0 et

(3.5)
∫

RN

∣∣∣∣
∂ψ

∂x1

∣∣∣∣
2

+
N − 3
N − 1

N∑

k=2

∣∣∣∣
∂ψ

∂xk

∣∣∣∣
2

dx +
∫

RN

V (|ψ|2) dx + cQ̃(ψ) = 0.

Les identités de Pohozaev découlent du comportement de Ẽc par rapport aux dilata-
tions de RN . Plus précisément, pour x = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ RN on note x′ = (x2, . . . , xN )
et pour λ, σ > 0 on note ψλ, σ(x) = ψ

(
x1
λ , x′

σ

)
. Alors (3.4) et (3.5) expriment le fait que
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si ψ est point critique de Ẽc, on a d
dλ

∣∣
λ=1

Ẽc(ψλ,1) = 0, respectivement d
dσ

∣∣
σ=1

Ẽc(ψ1,σ) = 0.

Bien sûr, cet argument est purement formel car, en général, d
dλ

∣∣
λ=1

(ψλ,1) = −x1
∂ψ
∂x1

et

d
dσ

∣∣
σ=1

(ψ1,σ) = −∑N
j=2 xj

∂ψ
∂xj

n’appartiennent pas à l’espace fonctionnel sur lequel Ẽ′
c(ψ)

est définie.
Pour démontrer (3.4) et (3.5) rigoureusement, on multiplie (3.3) par χ

(
x
n

)
xj

∂ψ
∂xj

, où
χ ∈ C∞

c (RN ) est une fonction qui est égale à 1 dans un voisinage de zéro, on effectue des
intégrations par parties, puis on passe à la limite lorsque n −→∞. Pour pouvoir intégrer
par parties on a besoin de connâıtre que ψ est une fonction suffisamment régulière. La
régularité donnée par la Proposition 3.1 (ψ ∈ L∞ ∩W 2,p

loc (RN ) et ∇ψ ∈ W 1,p(RN ) pour
p ∈ [2,∞)) suffit pour obtenir les identités de Pohozaev.

Théorème 3.3 Supposons que c2 > v2
s et ψ est une solution d’énergie finie de (3.3).

Alors ψ satisfait l’identité

(3.6)
∫

RN

|∇ψ|2 − F (|ψ|2)|ψ|2 − v2
s

2
(|ψ|2 − r2

0) dx + c(1− v2
s

c2
)Q̃(ψ) = 0.

Preuve. On note ψ1 = Re(ψ), ψ2 = Im(ψ). L’équation (3.3) équivaut au système

(3.7) c
∂ψ2

∂x1
+ ∆ψ1 + F (|ψ|2)ψ1 = 0 et

(3.8) −c
∂ψ1

∂x1
+ ∆ψ2 + F (|ψ|2)ψ2 = 0.

On multiplie (3.7) par ψ2 et (3.8) par ψ1, ensuite on soustrait les égalités obtenues. On
trouve

(3.9)
c

2
∂

∂x1
(|ψ|2 − r2

0) = div(ψ1∇ψ2 − ψ2∇ψ1).

On multiplie (3.7) par ψ1 et (3.8) par ψ2, puis on rajoute les égalités obtenues. On obtient :

(3.10) |∇ψ1|2 + |∇ψ2|2 − F (|ψ|2)|ψ|2 − c(ψ1
∂ψ2

∂x1
− ψ2

∂ψ1

∂x1
) =

1
2
∆(|ψ|2 − r2

0).

Soit R∗ comme dans la Proposition 3.1 (ii). Alors sur RN \B(0, R∗) on a un relèvement
ψ = ρeiθ. Soit χ ∈ C∞(RN ) une fonction telle que χ = 0 sur B(0, 2R∗) et χ = 1 sur
RN \ B(0, 3R∗). On note Gj = ψ1

∂ψ2

∂xj
− ψ2

∂ψ1

∂xj
− r2

0
∂

∂xj
(χθ), j = 1, . . . , N . On peut

montrer que Gj ∈ L1 ∩L∞(RN ) et que le moment Q̃(ψ) par rapport à la direction de x1

est donné par

Q̃(ψ) = −
∫

RN

ψ1
∂ψ2

∂x1
− ψ2

∂ψ1

∂x1
− r2

0

∂

∂x1
(χθ) dx = −

∫

RN

G1 dx.

De (3.9) et (3.10) on déduit

(3.11)
c

2
∂

∂x1
(|ψ|2 − r2

0) = div(ψ1∇ψ2 − ψ2∇ψ1 − r2
0∇(χθ)) + r2

0∆(χθ),
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respectivement

(3.12)

1
2
∆(|ψ|2 − r2

0)−
v2
s

2
(|ψ|2 − r2

0)

= |∇ψ1|2 + |∇ψ2|2 − F (x, |ψ|2)|ψ|2 − v2
s

2
(|ψ|2 − r2

0)

−c

(
ψ1

∂ψ2

∂x1
− ψ2

∂ψ1

∂x1
− r2

0

∂

∂x1
(χθ)

)
− cr2

0

∂

∂x1
(χθ).

On note

H = |∇ψ1|2 + |∇ψ2|2−F (x, |ψ|2)|ψ|2− v2
s

2
(|ψ|2− r2

0)− c(ψ1
∂ψ2

∂x1
−ψ2

∂ψ1

∂x1
− r2

0

∂

∂x1
(χθ)).

On prend la dérivée de (3.11) par rappport à x1 et on la multiplie par c, ensuite on prend
la Laplacien de (3.12). En rajoutant les égalités obtenues on trouve

(3.13)
1
2

(
∆2 − v2

s∆ + c2 ∂2

∂x2
1

)
(|ψ|2 − r2

0) = ∆H + c
∂

∂x1
(div(G)).

En prenant la transformation de Fourier de (3.13) on obtient

(3.14)
1
2

(|ξ|4 + v2
s |ξ|2 − c2ξ2

1

)F(|ψ|2 − r2
0) = −|ξ|2Ĥ − c

N∑

k=1

ξ1ξkĜk.

Soit Γ = {ξ ∈ RN | |ξ|4 + v2
s |ξ|2 − c2ξ2

1 = 0}. Si c2 ≤ v2
s on a Γ = {0}. Dans le cas où

c2 > v2
s , Γ est une sous-variété de RN et en utilisant (3.14) on obtient

(3.15) |ξ|2Ĥ(ξ) + c
N∑

k=1

ξ1ξkĜk(ξ) = 0 pour tout ξ ∈ Γ.

Il est clair que Γ = {(ξ1, ξ
′) ∈ R×RN−1 | |ξ′|2 = 1

2(−v2
s −2ξ2

1 +
√

v4
s + 4c2ξ2

1)}. Soit

f(t) =
√

1
2

(
−v2

s − 2t2 +
√

v4
s + 4c2t2

)
. La function f est définie sur [−

√
c2 − v2

s ,
√

c2 − v2
s ],

on a f(0) = 0 et lim
t→0

f2(t)
t2

= −1 + c2

v2
s
. Pour j ∈ {2, . . . , N} et t ∈ (0,

√
c2 − v2

s ], on note

ξ(t) = (t, 0, . . . , 0, f(t), 0, . . . , 0) et ξ̃(t) = (t, 0, . . . , 0,−f(t), 0, . . . , 0), où f(t), respective-
ment −f(t), sont à la jième place. Il est évident que ξ(t), ξ̃(t) ∈ Γ. De (3.15) on obtient

(3.16) (t2 + f2(t))Ĥ(ξ(t)) + ct2Ĝ1(ξ(t)) + ctf(t)Ĝj(ξ(t)) = 0, respectivement

(3.17) (t2 + f2(t))Ĥ(ξ̃(t)) + ct2Ĝ1(ξ̃(t))− ctf(t)Ĝj(ξ̃(t)) = 0.

On multiplie (3.16) et (3.17) par 1
t2

, on prend la limite lorsque t ↓ 0 et on trouve

(3.18)
c2

v2
s

Ĥ(0) + cĜ1(0) + c

√
−1 +

c2

v2
s

Ĝj(0) = 0, respectivement

(3.19)
c2

v2
s

Ĥ(0) + cĜ1(0)− c

√
−1 +

c2

v2
s

Ĝj(0) = 0.

De (3.18) et (3.19) on déduit que c2

v2
s
Ĥ(0)+cĜ1(0) = 0, et cette égalité est exactement

(3.6). ¤
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Théorème 3.4 On suppose que N ≥ 2, les conditions (C1) et (C2) sont satissfaites et
c2 > v2

s . De plus, on suppose qu’il existe α ∈ [−1 + N−3
N−1(1− v2

s
c2

), v2
s

c2
] tel que

sF (s) +
v2
s

2
(s− r2

0) +
(
1− α− v2

s

c2

)
V (s) ≤ 0 pour s ≥ 0.

Soit ψ une onde progressive d’énergie finie et de vitesse c de (3.1). Alors ψ est
constante.

Preuve. On multiplie (3.5) par 1− v2
s

c2
et on soustrait l’égalité qui en résulte de (3.6).

On obtient

(3.20)

∫

RN

v2
s

c2

∣∣∣∣
∂ψ

∂x1

∣∣∣∣
2

+
(
1− (1− v2

s

c2
)
N − 3
N − 1

) N∑

k=2

∣∣∣∣
∂ψ

∂xk

∣∣∣∣
2

dx

−
∫

RN

F (|ψ|2)|ψ|2 +
v2
s

2
(|ψ|2 − r2

0) +
(
1− v2

s

c2

)
V (|ψ|2) dx = 0.

Si α vérifie la condition du Théorème 3.4, on multiplie (3.4) par α et on rajoute le résultat
à (3.20). On trouve

(3.21)

∫

RN

(v2
s

c2
− α

)∣∣∣∣
∂ψ

∂x1

∣∣∣∣
2

+
(
α + 1− (

1− v2
s

c2

)N − 3
N − 1

) N∑

k=2

∣∣∣∣
∂ψ

∂xk

∣∣∣∣
2

dx

=
∫

RN

F (|ψ|2)|ψ|2 +
v2
s

2
(|ψ|2 − r2

0) + (1− α− v2
s

c2
)V (|ψ|2) dx.

On observe alors que le membre de droite de (3.21) est négatif ou nul, alors que les
coefficients qui apparâıssent dans le membre de gauche sont positifs (et au moins un est
strictement positif). Comme ∇ψ ∈ L2(RN ), on en déduit que ψ est constante. ¤

Remarquons que les hypothèses du Théorème 3.4 sont vérifiées aussi bien par F (s) =
1− s que par F (s) = −α1 + α3s−α5s

2, où αi > 0 et F admet deux racines positives. La
conclusion du Théorème 3.4 est donc valable pour l’équation de Gross-Pitaevskii comme
pour l’équation de Schrödinger avec non-linéarité cubique-quintique.

3.2 Existence des ondes progressives pour toute vitesse subsonique

Beaucoup d’efforts ont été consacrés à la démonstration de l’existence des ondes pro-
gressives pour (3.1). La plupart des résultats portent sur l’équation de Gross-Pitaevskii.
Dans [BS99], l’existence de telles solutions a été prouvée en dimension deux d’espace
et pour toute vitesse c ∈] − ε, ε[, où ε est petit. En dimension N ≥ 3, il a été prouvé
dans [BOS04] qu’il existe des ondes progressives pour une suite de vitesses cn −→ 0. Le
même résultat a été obtenu pour toute vitesse c ∈] − ε, ε[ dans [Ch04]. Dans un travail
récent [BGS07], l’existence a été obtenue en dimensions 2 et 3 pour une plage plus large
de vitesses (qui contient des vitesses proches de vs en dimension 2). Cependant, même
en dimension 2 les résultats de [BGS07] ne couvrent pas toutes les vitesses subsoniques.
Pour des nonlinéarités de type ”cubique-quintique” il a été prouvé dans [3] qu’il existe
des ondes progressives de petite vitesse en dimension N ≥ 4.

Dans [10], mon objectif a été à la fois de donner une preuve de l’existence des ondes
progressives pour toute vitesse subsonique et de trouver une approche qui soit valable
pour les différents types de nonlinéarité qui peuvent apparâıtre dans (3.1).
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Notons que, si les conditions (C1) et (C2) dans la section précedente sont vérifiées,
la Proposition 3.1 nous donne une estimation uniforme pour la norme L∞ des solutions
d’énergie finie de (3.3) : on sait qu’il existe une constante M > 0 (qui dépend uniquement
de F ) ayant la propriété que toute solution ψ satisfait |ψ(x)| ≤ M sur R. On peut alors
remplacer la fonction F par une fonction F̃ telle que F = F̃ sur [0,M1], où M1 > M , F̃
satisfait (C1) et (C2) (eventuellement avec une constante β ∈ (0, α) au lieu de α) et, de
plus, F̃ a une croissance sous-critique à l’infini. On peut donc supposer que la condition
suivante est satisfaite :

C3. Il existe p0 < 2∗
2 − 2 = 2

N−2 et C > 0 tels que |F̃ (s)| ≤ Csp0 pour s > M1.

Si F̃ est comme ci-dessus et si ψ satisfait l’équation (3.3) avec F̃ à la place de F , par
la Proposition 3.1 on sait que |ψ| ≤ M , donc ψ est une solution de (3.3).

Le résultat principal de l’article [10] est le suivant :

Théorème 3.5 Soit N ≥ 3. On suppose que les conditions (C1), (C2), (C3) sont
vérifiées. Alors pour toute vitesse c ∈ (−vs, vs) il existe des ondes progressives de (3.1)
de vitesse c et d’énergie finie.

Nous allons décrire les idées qui ont conduit à la preuve de ce résultat. Compte tenu
des conditions aux limites à l’infini, on a cherché des solutions de la forme ψ = r0 − u,
où u −→ 0 quand |x| −→ ∞. Alors u satisfait l’équation

(3.22) icux1 −∆u + F (|r0 − u|2)(r0 − u) = 0 dans RN .

Formellement, les solutions de (3.22) sont des points critiques de la fonctionnelle

(3.23) Ec(u) =
∫

RN

|∇u|2 dx + cQ(u) +
∫

RN

V (|r0 − u|2) dx,

où Q est le moment par rapport à x1. On considère également les fonctionnelles

(3.24)

A(u) =
∫

RN

N∑

k=2

∣∣∣ ∂u

∂xk

∣∣∣
2
dx,

Bc(u) =
∫

RN

∣∣∣ ∂u

∂x1

∣∣∣
2
dx + cQ(u) +

∫

RN

V (|r0 − u|2) dx,

Pc(u) =
N − 3
N − 1

A(u) + Bc(u),

en sorte que Ec(u) = A(u)+Bc(u) = 2
N−1A(u)+Pc(u). D’après la Proposition 3.2, toute

solution de (3.22) satisfait l’identité de Pohozaev Pc(u) = 0. Par conséquent Bc(u) =
−N−3

N−1A(u) < 0, ce qui implique Bc(u) < 0 si N ≥ 4, respectivement Bc(u) = 0 si N = 3.

Pour toute fonction v, en utilisant la notation vλ,σ(x) = v
(

x1
λ , x′

σ

)
, on trouve

(3.25)
Ec(v1,σ) = σN−3A(v) + σN−1Bc(v) et

d
dσ (Ec(v1,σ)) = (N − 3)σN−4A(v) + (N − 1)σN−2Bc(v).

En dimension N ≥ 4, si la fonction v qui satisfait Bc(v) < 0 il existe un unique σv > 0 tel
que Pc(v1,σv) = 0. De plus, (3.25) implique que la fonction σ 7−→ Ec(v1,σv) est croissante

20



sur (0, σv] et décroissante sur [σv,∞). Cette observation suggère qu’il est intéressant de
minimiser Ec sous la contrainte Pc = 0. C’est exactement la démarche que nous avons
suivie pour trouver des points critiques de Ec.

Soit a =
√
−1

2F ′(r2
0). Alors vs = 2ar0 et la condition (C1) implique que pour s dans

un voisinage de r2
0 on a

(3.26) V (s) =
1
2
V ′′(r2

0)(s− r2
0)

2 + (s− r2
0)

2ε(s− r2
0) = a2(s− r2

0)
2 + (s− r2

0)
2ε(s− r2

0),

où ε(t) −→ 0 lorsque t −→ 0. Par conséquent, pour u proche de zéro, on peut approximer
V (|r0 − u|2) par a2(|r0 − u|2 − r2

0)
2.

On fixe une fonction ϕ ∈ C∞([0,∞),R) telle que ϕ(s) = s pour s ∈ [0, 2r0], ϕ est
croissante et ϕ(s) = 3r0 pour s ≥ 4r0. Pour un domaine Ω ⊂ RN , on considère l’énergie
de Ginzburg-Landau

EΩ
GL(u) =

∫

Ω
|∇u|2dx + a2

∫

Ω

(
ϕ2(|r0 − u|)− r2

0

)2
dx.

On note EGL(u) = ERN

GL (u). Compte tenu de (3.26), l’espace naturel de fonctions sur
lequel on doit étudier la fonctionnelle Ec est

X = {u ∈ D1,2(RN ) | EGL(u) < ∞}.
Par l’injection de Sobolev on a X ⊂ L2∗(RN ). Soit u ∈ X . Lorsque u(x) se trouve dans
un voisinage de zéro, on pout majorer |V (|r0 − u(x)|2)| grâce à (3.26) ; lorsque u(x) est
”loin” de zéro, par (C3) on obtient une majoration |V (|r0 − u(x)|2)| ≤ C|u|2∗(x). Donc
V (|r0 − u|2) ∈ L1(RN ) pour tout u ∈ X .

Nous allons indiquer comment définir le moment Q pour toutes les fonctions de X .

Remarquons que pour tout u ∈ H1(RN ) on doit avoir Q(u) =
∫

RN

〈iux1 , u〉 dx, alors que

pour toute fonction u qui admet un relèvement r0−u = ρeiθ on a (au moins formellement)

Q(u) = −
∫

RN

ρ2θx1 dx = −
∫

RN

(ρ2 − r2
0)θx1 dx, où ρ2 − r2

0, θx1 ∈ L2(RN ).

On observe que pour tout u ∈ X on a 〈iux1 , u〉 ∈ L1(RN ) + Y, où Y = {∂x1φ | φ ∈
D1,2(RN )}. En posant L(v + w) =

∫

RN

v dx pour v ∈ L1(RN ) et w ∈ Y, on vérifie sans

peine que L est définie sans ambigüıté et constitue une forme linéaire sur L1(RN ) + Y.
Ceci nous permet de définir

Q(u) = L(〈iux1 , u〉) pour tout u ∈ X .

On vérifie ensuite que la fonctionnelle Q a les propriétés convenables pour notre approche
variationnelle.

Un outil technique essentiel dans la démonstration du Théorème 3.5 est une procédure
de ”régularisation” pour les fonctions de X qui a pour but d’éliminer les défauts topo-
logiques à petite échelle des fonctions. Plus précisément, pour u ∈ X , h > 0 et pour un
domaine Ω ⊂ RN on considère la fonctionnelle

Gu
h,Ω(v) = EΩ

GL(v) +
1
h2

∫

Ω
ϕ

( |v − u|2
32r0

)
dx.

On montre que Gu
h,Ω admet des minimiseurs dans l’ensemble

{v ∈ X | v = u sur RN \ Ω, v − u ∈ H1
0 (Ω)}.
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De plus, les minimiseurs vh de cette fonctionnelle ont des propriétés remarquables. Ainsi,

• ||vh − u||L2(RN ) −→ 0 quand h −→ 0,

• pour tout compact ω ⊂ Ω on peut estimer || |vh− r0| − r0 ||L∞(ω) en termes de h et
de EΩ

GL(u) et on trouve que || |vh − r0| − r0 ||L∞(ω) est arbitrairement petite si l’énergie
EΩ

GL(u) est suffisamment petite.

On peut alors montrer les résultats suivants :

Lemme 3.6 On suppose que 0 ≤ c < vs. Alors pour tout ε ∈ (0, 1− c
vs

) il existe K > 0
tel que pour tout u ∈ X avec EGL(u) < K on a

Ec(u) > εEGL(u).

Nous allons tenter de donner une idée de la démonstration.
Soit δ > 0 suffisamment petit, tel que δ < r0

2 et c
2a(r0−δ) < 1 − ε (un tel δ existe car

vs = 2ar0 et ε < 1 − c
vs

). Considérons d’abord le cas d’une fonction v ∈ X qui vérifie
r0 − δ < |r0 − v| ≤ r0 + δ sur RN . Si v est une telle fonction, il existe un relèvement

r0 − v = ρeiθ et on a |∇v|2 = |∇ρ|2 + ρ2|∇θ|2 et Q(v) = −
∫

RN

(ρ2 − r2
0)θx1 dx. Par

l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

c

1− ε
|Q(v)| ≤ 2a(r0 − δ)|Q(v)| ≤ 2a(r0 − δ)||θx1 ||L2(RN )||ρ2 − r2

0||L2(RN )

≤ (r0 − δ)2
∫

RN

|θx1 |2 dx + a2

∫

RN

(
ρ2 − r2

0

)2
dx

≤
∫

RN

ρ2|∇θ|2 + a2
(
ρ2 − r2

0

)2
dx ≤ EGL(v).

Par conséquent, EGL(v) − c|Q(v)| > εEGL(v). Si EGL(v) est suffisamment petite, alors∫

RN

V (|r0− v|2) dx est ”proche” de a2

∫

RN

(
ϕ2(|r0 − v|)− r2

0

)2
dx et on en déduit que v

satisfait la conclusion du Lemme 3.6.
Dans le cas général : si u ∈ X est une fonction quelconque, on choisit h > 0 petit

et on prend un minimiseur vh de Gu
h,RN . Si l’énergie EGL(u) est suffisamment petite,

on a || |vh − r0| − r0 ||L∞(RN ) < δ, donc vh vérifie la conclusion du lemme. Si h a été
choisi suffisamment petit, vh est ”proche” de u et on peut montrer que u vérifie aussi la
conclusion du Lemme 3.6.

En utilisant le Lemme 3.6, il est assez facile de voir que pour tout k > 0, la fonction-
nelle Ec est bornée sur {u ∈ X | EGL(u) ≤ k}. On définit alors

Ec,min(k) = inf{Ec(u) | u ∈ X , EGL(u) = k}.

Lemme 3.7 On suppose que 0 < c < vs. La fonction Ec,min a les propriétés suivantes :
i) Il existe k0 > 0 tel que Ec,min(k) > 0 pour tout k ∈ (0, k0).
ii) On a lim

k→∞
Ec,min(k) = −∞.

iii) Pour tout k > 0 on a Ec,min(k) < k.

La partie (i) découle directement du Lemme 3.6. Notons que pour c > vs, les Lemmes
3.6 et 3.7 (i) ne sont plus valables. Plus précisément, on peut montrer que la fonction
k 7−→ Ec,min(k) est strictement décroissante (et négative) sur (0,∞).
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Le Lemme 3.7 nous permet de déduire que

(3.27) Sc := sup {Ec,min(k) | k > 0} > 0.

Lemme 3.8 L’ensemble C = {u ∈ X | u 6= 0, Pc(u) = 0} est non vide et on a

Tc := inf {Ec(u) | u ∈ C} ≥ Sc > 0.

Preuve. Soit w ∈ X une fonction telle que Ec(w) < 0 (une telle fonction existe par
le Lemme 3.7 (ii)). Alors Pc(w) = Ec(w)− 2

N−1A(w) < 0. On a

(3.28) Pc(wσ,1) =
1
σ

∫

RN

∣∣∣ ∂w

∂x1

∣∣∣
2
dx +

N − 3
N − 1

σA(w) + cQ(w) + σ

∫

RN

V (|r0 − w|2) dx.

Comme Pc(w1,1) = Pc(w) < 0 et lim
σ→0

Pc(wσ,1) = ∞, il existe σ0 ∈ (0, 1) tel que Pc(wσ0,1) =
0, donc wσ0,1 ∈ C.

Pour la seconde partie, supposons d’abord que N ≥ 4. Soit v ∈ C. Alors A(v) > 0 et
Bc(v) = −N−3

N−1A(v) < 0. En utilisant (3.25), on obtient que σ 7−→ Ec(v1,σ) est croissante
sur (0, 1] et décroissante sur [1,∞), donc atteint son maximum en σ = 1. Soit k > 0 fixé.
On voit facilement qu’il existe un unique σ(k, v) > 0 tel que EGL(v1,σ(k,v)) = k. Alors

Ec,min(k) ≤ Ec(v1,σ(k,v)) ≤ Ec(v1,1) = Ec(v).

En prenant le sup pour k ≥ 0 dans cette inégalité on obtient Sc ≤ Ec(v).

Considérons maintenant le cas N = 3. Soit v ∈ C. Alors Ec(v1,σ) = Ec(v) = A(v) =
constant pour σ > 0. Soit k > 0. On distingue deux cas :

• Si A(v) ≥ k, on a Ec(v) = A(v) ≥ k > Ec,min(k) par le Lemme 3.7 (iii).
• Si A(v) < k, il existe un unique σ(k, v) > 0 tel que EGL(v1,σ(k,v)) = k. Alors

Ec(v) = Ec(v1,σ(k,v)) ≥ Ec,min(k).
Dans les deux cas on obtient Ec(v) ≥ Ec,min(k) quelque soient k > 0 et v ∈ C et le

lemme est prouvé. ¤

Lemme 3.9 Soit Tc comme dans le lemme précedent. Alors :
i) Pour tout w ∈ X qui satisfait Pc(w) < 0 on a A(w) > N−1

2 Tc.
ii) Soit (un)n≥1 ⊂ X une suite telle que (EGL(un))n≥1 est bornée et lim

n→∞Pc(un) =

µ < 0. Alors lim inf
n→∞ A(un) > N−1

2 Tc.

Preuve. Nous démontrons seulement (i). Pour tout σ > 0, Pc(wσ,1) est donné par
(3.28). Comme dans la preuve du Lemme 3.7, il existe σ0 ∈ (0, 1) tel que Pc(wσ0,1) = 0,
donc wσ0,1 ∈ C. Par la définition de Tc on a Ec(wσ0,1) ≥ Tc, et on en déduit que A(uσ0,1) =
N−1

2 (Ec(uσ0,1)− Pc(uσ0,1)) ≥ N−1
2 Tc. Ceci implique A(u) ≥ N−1

2
1
σ0

Tc > N−1
2 Tc. ¤

Pour prouver le Théorème 3.5, on montre que la fonctionnelle Ec admet un minimiseur
dans C. Ensuite on prouve que tout minimiseur satisfait (3.3). La démonstration est assez
différente dans le cas N = 3 par rapport au cas N ≥ 4. Nous commençons par le cas
(plus facile) N ≥ 4.

Théorème 3.10 On suppose que N ≥ 4. Soit (un)n≥1 ⊂ X \ {0} une suite telle que

(3.29) Pc(un) −→ 0 et Ec(un) −→ Tc lorsque n −→∞.

Il existe une sous-suite (unk
)k≥1, une suite de points (xk)k≥1 ⊂ RN et une fonction u ∈ C

telles que

∇unk
(·+xk) −→ ∇u et ϕ2(|r0−unk

(·+xk)|)−r2
0 −→ ϕ2(|r0−u|)−r2

0 dans L2(RN ).

De plus, on a Ec(u) = Tc, donc u est un minimiseur de Ec dans C.
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Résumé de la preuve. Comme A(un) = N−1
2 (Ec(un)− Pc(un)) −→ N−1

2 Tc, par (3.29)
on déduit que (A(un))n≥1 est bornée. Ensuite on montre que (EGL(un))n≥1 est bornée.
On utilise la méthode de concentration-compacité de P.-L. Lions [Lio84] pour montrer la
convergence d’une sous-suite de (un)n≥1.

En passant à une sous-suite, on peut supposer que EGL(un) −→ α0 > 0 lorsque
n −→∞. Soit qn(t) la fonction de concentration de EGL(un), c’est-à-dire

qn(t) = sup
x∈RN

E
B(x,t)
GL (un).

Pour chaque n, qn est une fonction croissante sur [0,∞) qui tend vers EGL(un) lorsque
t −→ ∞. Alors il existe une sous-suite (encore notée (un)n≥1) et une fonction croissante
q : [0,∞) −→ R+ telles que qn(t) −→ q(t) quand n −→∞ pour presque tout t ∈ [0,∞).

On note α = lim
t→∞ q(t). Il est évident que α ∈ [0, α0]. L’objectif est de prouver que

l’énergie de un ”se concentre”, c’est-à-dire α = α0.
Le fait que α > 0 résulte du lemme suivant.

Lemme 3.11 Soit (un)n≥1 ⊂ X une suite ayant les propriétés suivantes :

a) M1 ≤ EGL(un) ≤ M2, où M1, M2 sont deux constantes strictement positives, et

b) lim
n→∞Pc(un) = 0.

Alors il existe k > 0 tel que sup
y∈RN

∫

B(y,1)
|∇un|2+a2

(
ϕ2(|r0 − un|)− r2

0

)2
dx ≥ k pour

tout n suffisamment grand.

La preuve du Lemme 3.11 est délicate. Elle repose sur la procédure de régularisation
des fonctions décrite plus haut ainsi que sur le lemme de Lieb. L’idée de base de la
démonstration est la suivante :

1. On suppose, par l’absurde, que lim
n→∞ sup

x∈RN

E
B(x,1)
GL (un) = 0.

On montre alors qu’il existe une suite hn −→ 0 et pour chaque n il existe un minimi-
seur vn de Gun

hn,RN tel que

(3.30) || |vn − r0| − r0||L∞(RN ) −→ 0 quand n −→∞.

2. Soit ε ∈ (0, 1− c
vs

). En utilisant (3.30), on montre comme dans la preuve du Lemme
3.6 que pour tout n sufisamment grand on a

(3.31)

∫

RN

∣∣∣∂vn

∂x1

∣∣∣
2
dx +

N − 3
N − 1

A(vn) +
∫

RN

V (|r0 − vn|2) dx + cQ(un)

≥ ε

(∫

RN

∣∣∣∂vn

∂x1

∣∣∣
2
dx +

N − 3
N − 1

A(vn) + a2

∫

RN

(
ϕ2(|r0 − vn|)− r2

0

)2
dx

)

3. Comme hn −→ 0, pour n grand vn est proche de un, donc (3.31) a lieu pour (un)
à la place de vn et pour un ε1 ∈ (0, ε) à la place de ε. On obtient ainsi une contradiction
car Pc(un) −→ 0 et EGL(un) ≥ M1 > 0.

L’étape suivante est de montrer qu’on ne peut pas avoir α ∈ (0, α0). On procède à
nouveau par l’absurde et on supose que α ∈ (0, α0). Par un argument général on déduit
qu’il existe une suite Rn −→∞ et une suite (xn)n≥1 ⊂ RN telles que :

(3.32) E
B(xn,Rn)
GL (un) −→ α et E

RN\B(xn,2Rn)
GL (un) −→ α0 − α.
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Il est évident que (3.32) implique

E
B(xn,2Rn)\B(xn,Rn)
GL (un) −→ 0.

Comme l’énergie de un sur la couronne B(xn, 2Rn) \ B(xn, Rn) est petite, en utilisant
à nouveau la procédure de régularisation on montre que pour chaque n il existe deux
fonctions un,1 et un,2 telles que

(3.33) EGL(un,1) −→ α et EGL(un,2) −→ α0 − α,

(3.34) |A(un)−A(un,1)−A(un,2)| −→ 0,

(3.35) |Pc(un)− Pc(un,1)− Pc(un,2)| −→ 0 lorsque n −→∞.

Il est facile de voir que les suites (Pc(un,i))n≥1 sont bornées, i = 1, 2. En passant à nouveau
à une sous-suite, on peut supposer que

Pc(un,1) −→ p1 et Pc(un,2) −→ p2 lorsque n −→∞,

où p1, p2 ∈ R. Par (3.35) on a p1 + p2 = 0 et on distingue deux cas :

a) Un des pi est négatif, par exemple p1 < 0. Par le Lemme 3.9 (ii) on déduit que
lim inf
n→∞ A(un,1) > N−1

2 Tc. Alors (3.34) implique lim inf
n→∞ A(un) > N−1

2 Tc et en utilisant le

fait que Pc(un) −→ 0 on trouve lim inf
n→∞ Ec(un) > Tc, ce qui contredit l’hypothèse du

Théorème 3.10.

b) On a p1 = p2 = 0. Dans ce cas on utilise le

Lemme 3.12 Soit (un)n≥1 ⊂ X une suite qui satisfait les propriétés suivantes :
a) Il existe C1, C2 > 0 tels que C1 ≤ EGL(un) et A(un) ≤ C2 pour tout n ≥ 1.
b) Pc(un) −→ 0 lorsque n −→∞.

Alors on a lim inf
n→∞ Ec(un) ≥ Tc, où Tc est comme dans le Lemme 3.8.

Dans le cas (b), par le Lemme 3.12 on obtient lim inf
n→∞ Ec(un,i) ≥ Tc pour i = 1, 2.

En utilisant (3.34) et (3.35) on trouve lim inf
n→∞ Ec(un) ≥ 2Tc, ce qui est à nouveau une

contradiction.

De ce qui précède on déduit que lim
t→∞ q(t) = α0. Il est alors classique de montrer qu’il

existe une suite (xn)n≥1 ⊂ RN telle que, en notant ũn = un(·+ xn), on a :

(3.36)
pour tout ε > 0, il existe Rε > 0 et nε ∈ N∗ tels que

E
RN\B(0,Rε)
GL (ũnk

) < ε pour tout n ≥ nε.

Comme (EGL(ũn))n≥1 est bornée, il existe une sous-suite (ũnk
)k≥1 telle que

(3.37)
ũnk

⇀ u faiblement dans D1,2(RN ),
ũnk

−→ u fortement dans Lp
loc(R

N ) et presque partout sur RN .

On en déduit que u ∈ X et ϕ2(|r0 − ũnk
|) − r2

0 ⇀ ϕ2(|r0 − u|) − r2
0 faiblement dans

L2(RN ).
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On prouve ensuite que

(3.38) lim
k→∞

∫

RN

V (|r0 − ũnk
|2) dx =

∫

RN

V (|r0 − u|2) dx

et

(3.39) lim
k→∞

Q(ũnk
) = Q(u).

En utilisant (3.37), (3.38), (3.39) et le Lemme 3.9 (i) on montre que la sous-suite
(ũnk

)k≥1 satisfait la conclusion du Théorème 3.10. ¤

Proposition 3.13 On suppose que N ≥ 4, 0 ≤ c < vs et les conditions (C1), (C2),
(C3) sont vérifiées. Soit u un minimiseur de Ec dans l’ensemble C. Alors u ∈ W 2,p

loc (RN ),
∇u ∈ W 1,p(RN ) pour p ∈ [2,∞) et u est une solution de (3.22).

Preuve. Il est évident que u minimise la fonctionnelle A sous la contrainte Pc = 0
et il est facile de voir que u satisfait une équation d’Euler-Lagrange A′(u) = αP ′

c(u).
On ne peut pas avoir α > 0. En effet, supposons par l’absurde que α > 0. Soit w
tel que P ′

c(u).w > 0. Alors pour t < 0 et t proche de zéro on a Pc(u + tw) < 0 et
A(u + tw) < A(u) = N−1

2 Tc, en contradiction avec le Lemme 3.9 (i). De même, on ne
peut pas avoir α = 0 (car ceci impliquerait A′(u) = 0, donc u = 0). Par conséquent, on a
α < 0 et l’équation d’Euler-Lagrange équivaut à

(3.40) −∂2u

∂x2
1

−
(

N − 3
N − 1

− 1
α

) N∑

k=2

∂2u

∂x2
k

+ icux1 + F (|r0 − u|2)(r0 − u) = 0.

Comme dans la Proposition 3.2 on montre alors que u satisfait une identité de Pohozaev
analogue à (3.5) qui s’écrit

(3.41)
N − 3
N − 1

(
N − 3
N − 1

− 1
α

)
A(u) + Bc(u) = 0.

De (3.41) et du fait que Pc(u) = N−3
N−1A(u) + Bc(u) = 0, on en déduit que 1

α = − 2
N−1 et

u satisfait (3.22). La régularité de u résulte de la Proposition 3.1. ¤
Dans le cas N = 3 la preuve suit les mêmes étapes, avec quelques difficultés techniques

supplémentaires (dont la plupart sont dûes à l’invariance des fonctionnelles A et Bc par
dilatations par rapport aux variables (x2, x3) et au fait qu’en dimension 3 on a Pc = Bc,

donc Pc(v) ne contient pas de termes
∫

R3

∣∣∣ ∂v

∂x2

∣∣∣
2
dx et

∫

R3

∣∣∣ ∂v

∂x3

∣∣∣
2
dx).

Pour v ∈ X on note

D(v) =
∫

R3

∣∣∣ ∂v

∂x1

∣∣∣
2
dx + a2

∫

R3

(
ϕ2(|r0 − v|)− r2

0

)2
dx.

Il est évident que pour tout v ∈ X et σ > 0 on a

(3.42) A(v1,σ) = A(v), Bc(v1,σ) = σ2Bc(v) et D(v1,σ) = σ2D(v).

Contrairement au cas N ≥ 4, (3.42) implique qu’il existe des suites (un)n≥1 ⊂ C telles
que Ec(un) −→ Tc et D(un) −→ ∞, et par conséquent EGL(un) −→ ∞. Cependant, par
(3.42) on déduit qu’il existe des suites (un)n≥1 ⊂ C telles que Ec(un) −→ Tc et D(un) = 1
pour tout n.
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On considère l’ensemble

Λc = {λ ∈ R | il existe une suite (un)n≥1 ⊂ X telle que
D(un) ≥ 1, Bc(un) −→ 0 et A(un) −→ λ lorsque n −→∞}.

Soit λc = inf Λc. Il est facile de voir que Tc ∈ Λc, donc λc ≤ Tc. On peut montrer que
λc ≥ Sc, où Sc est donné par (3.27) (mais on ne sait pas si Sc = Tc).

Le résultat principal est le suivant :

Théorème 3.14 On suppose que N = 3. Soit (un)n≥1 ⊂ X une suite telle que

(3.43) D(un) −→ 1, Bc(un) −→ 0 et A(un) −→ λc quand n −→∞.

Il existe une sous-suite (unk
)k≥1, une suite de points (xk)k≥1 ⊂ R3 et une fonction u ∈ C

telles que

∇unk
(·+ xk) −→ ∇u et |r0 − unk

(·+ xk)|2 − r2
0 −→ |r0 − u|2 − r2

0 dans L2(R3).

De plus, on a Ec(u) = A(u) = Tc = λc et u est un minimiseur de Ec dans C.

Si u est un minimiseur de Ec dans C, comme dans la preuve de la Proposition 3.13 on
montre qu’il existe α < 0 tel que A′(u) = αB′

c(u). Ensuite il est facile de voir qu’il existe
σ > 0 tel que u1,σ satisfait (3.22). La régularité des solutions découle de la Proposition
3.1.

Finalement remarquons que le Lemme 3.9 implique que tous les minimiseurs de Ec

dans C sont aussi des minimiseurs de la fonctionnelle −Pc sous la contrainte A = N−1
2 Tc.

En utilisant les résultats de [7] (décrits dans la section 2.1) on déduit que ces minimiseurs
sont à symétrie axiale par rapport à Ox1 (après une translation).

3.3 Un système de Gross-Pitaevskii-Schrödinger

Dans [5] on a étudié le système

(3.44)





2iψt = −∆ψ + 1
ε2 (|ψ|2 + 1

ε2 |ϕ|2 − 1)ψ ,

2iδϕt = −∆ϕ + 1
ε2 (q2|ψ|2 − ε2k2

M )ϕ ,
x ∈ RN , t ∈ R,

où ψ et ϕ sont des fonctions complexes et vérifient les conditions aux limites |ψ| −→ 1,
ϕ −→ 0 lorsque x −→ ±∞. Le système (3.44) modélise le mouvement d’une impureté
dans un codensat de Bose. Il a été étudié par J. Grant et P. H. Roberts ([GR74]). En
utilisant des développements asymptotiques formels et des calculs numériques, ils ont
trouvé le rayon effectif et la masse induite de l’impureté.

Notons que la vitesse du son à l’infini associée à (3.44) est vs = 1
ε
√

2
.

Les solutions de type onde progressive ψ(x, t) = ψ̃(x1−ct, x′) , ϕ(x, t) = ϕ̃(x1−ct, x′)
semblent jouer un rôle important dans l’étude du système (3.44). On a montré dans [8]
qu’en toute dimension N ≥ 2, ce système n’admet pas d’onde progressive de vitesse
supersonique et d’énergie finie.

En dimension un d’espace, on a montré l’existence des ondes progressives et on a ob-
tenu une déscription assez précise de la structure globale de l’ensemble de telles solutions.

Compte tenu des conditions aux limites, on a cherché des ondes progressives de la
forme

ψ̃(x) = (1 + r̃(x))eiψ0(x), ϕ̃(x) = ũ(x)eiϕ0(x).
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Après calcul, on trouve ψ′0 = c(1− 1
(1+r̃)2

), et ϕ′0 = cδ. On effectue le changement d’échelle
ũ(x) = 1

εu(x
ε ) et r̃(x) = r(x

ε ) et on obtient que les fonctions r et u satisfont les équations

(3.45)
−r′′ − (1 + r) + (1 + r)3 − c2ε2

(
1 + r − 1

(1+r)3

)
+ (1 + r)u2 = 0,

−u′′ + (q2(1 + r)2 − ε2(c2δ2 + k2))u = 0,

avec les conditions aux limites r(x) −→ 0, u(x) −→ 0 lorsque |x| −→ ∞. Comme |ψ|(x) =
1 + r(x

ε ), on doit avoir r(x) ≥ 1 sur R. On note

V1 = {r ∈ H1(R) | inf
x∈R

r(x) > −1}.

Avec la notation g(s) = g2cε(s) = −(1 + s) + (1 + s)3 − c2ε2
(
1 + s − 1

(1+s)3

)
et

λ = ε2(c2δ2 + k2), le système (3.45) s’écrit sous la forme

(3.46)
−r′′ + g2cε(r) + (1 + r)u2 = 0,

−u′′ + q2(1 + r)2u− λu = 0.

Si u = 0, la première des équations (3.46) admet uniquement la solution triviale r = 0
pour |cε| ≥ 1√

2
. Lorsque |cε| < 1√

2
, elle admet aussi la solution

(3.47) r∗(x) = r2cε(x) = −1 +

√
2c2ε2 + (1− 2c2ε2)tanh2(

√
1
2 − c2ε2x).

On appelle (0, 0) et (r2cε, 0) les solutions triviales de (3.46). Une solution non-triviale est
un triplet (λ, r, u) qui vérifie (3.46) et tel que u 6= 0.

L’objectif de l’article [5] est de montrer l’existence des solutions non-triviales et
d’étudier le structure de l’ensemble de telles solutions. Tout d’abord, on a le résultat
de non-existence suivant :

Proposition 3.15
a) Quelque soit λ ∈ R, le système (3.46) n’admet pas de solution (r, u) 6= (0, 0) si

|c| ≥ 1
ε
√

2
.

b) On suppose que |c| < 1
ε
√

2
et que (λ, r, u) ∈ R × V1 × H1(R) est une solution

non-triviale de (2). Alors :
i) 2c2ε2q2 < λ ≤ q2 et
ii) −1 +

√
2cε < r(x) ≤ 0 pour tout x ∈ R.

Pour montrer l’existence des solutions non-triviales de (3.46) on a utilisé la théorie
des bifurcations. On considère les espaces fonctionnels

H = {f ∈ H2(R) | f(x) = f(−x)} et L = {f ∈ L2(R) | f(x) = f(−x) p.p.}.
On note V = V1 ∩H et on introduit les opérateurs

(3.48)
S : V ×H −→ L, S(r, u) = −r′′ + g2cε(r) + (1 + r)u2,
T : R×H×H −→ L, T (λ, r, u) = −u′′ + q2(1 + r)2u− λu.

Il est évident que (λ, r, u) est solution de (3.46) si et seulement si S(r, u) = 0 et T (λ, r, u) =
0. L’égalité T (λ, r, u) = 0 exprime le fait que λ est une valeur propre de l’opérateur linéaire
− d2

dx2 + q2(1 + r)2 et u est un vecteur propre associé.
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Afin de prouver l’apparition des branches de solutions non-triviales, on étudie les
opérateurs S et T dans un voisinage d’une solution triviale (λ, r2cε, 0). On montre que les
propriétés suivantes sont vérifiées :

1. L’opérateur DrS(r2cε, 0) = − d2

dx2 + g′(r2cε) : H −→ L est inversible.

2. L’opérateur Au = −u′′ + q2(1 + r2cε)2u : H −→ L satisfait
i) A ≥ 2c2ε2q2

ii) σess(A) = [q2,∞),
iii) toute valeur propre λ < q2 est simple, et le vecteur propre correspondant est à

décroissance exponentielle,
iv) le nombre de valeurs propres est strictement inférieur à 1 + (2

√
2)q2,

v) le nombre de valeurs propres tend vers +∞ quand q −→∞.

Les propriétés ci-dessus et le théorème des fonctions implicites impliquent que pour
λ < q2 il existe des solutions non-triviales au voisinage d’une solution (λ, r2cε, 0) si et
seulement si λ est valeur propre de l’opérateur A.

En utilisant une variante du théorème de bifurcation à partir d’une valeur propre
simple de Crandall et Rabinowitz [CR71], on prouve :

Théorème 3.16 Soit λ0 une valeur propre de A et soit u0 un vecteur propre correspon-
dant. Il existe une fonction

s 7−→ (λ(s), r(s), u(s)) ∈ R×H×H ∩ {u0}⊥

définie sur (−η, η) telle que r(0) = 0, u(0) = 0, λ(0) = λ0 et

S(r2cε + sr(s), s(u0 + u(s))) = 0,
T (λ(s), r2cε + sr(s), s(u0 + u(s))) = 0.

De plus, il existe un voisinage U de (λ0, r2cε, 0) dans R×H×H tel que toute solution
du système (3.46) dans U est soit de la forme (λ(s), r2cε + sr(s), s(u0 + u(s))), soit de la
forme (λ, r2cε, 0).

Pour obtenir une information globale sur la structure de l’ensemble des solutions, on
travaille dans des espaces de Sobolev à poids. Plus précisément, on choisit une fonction
W : R −→ [1,∞) continue, paire, croissante sur (0,∞) et qui se comporte comme |x|s
au voisinage de l’infini pour un s > 0. On considère les espaces

LW = {ϕ ∈ L | Wϕ ∈ L} et HW = {ϕ ∈ H | Wϕ,Wϕ′,Wϕ′′ ∈ L}.
Le résultat de décroissance suivant montre qu’il n’y a pas de perte de solutions lorsqu’on
remplace l’espace H par HW .

Lemme 3.17 Si (λ, r, u) est solution du système (3.46) dans (−∞, q2) × V ×H, alors
r ∈ HW et u ∈ HW .

On note w = r − r2cε et on écrit le système (3.46) sous la forme

(3.49)
(

w
u

)
= −

(
B 0
0 Aλ

)(
w
u

)
−

(
H1(w, u)

H2(λ,w, u)

)
,

où
Aλ(u) = A(λ, u) = q2

(
− d2

dx2 + q2 − λ
)−1

[(r2
2cε + 2r2cε)u],

B(w) =
(
− d2

dx2 + g′2cε(0)
)−1

[(g′2cε(r2cε)− g′2cε(0))w]

29



sont des opérateurs linéaires, compacts de HW dans HW et H1, H2 sont continus, com-
pacts sur les ensembles bornés de Ω := (−∞, q2)× ((V − r2cε) ∩HW )×HW et satisfont
les estimations

||H1(w, u)||HW
= o(||w||HW

+ ||u||HW
),

respectivement
||H2(λ,w, u)||HW

= o(||w||HW
+ ||u||HW

)

lorsque w, u sont proches de zéro dans HW , uniformément par rapport à λ lorsque
λ ∈ [d, e] ⊂ (−∞, q2).

En utilisant une variante du théorème de bifurcation globale de Rabinowitz ([Ra71]),
on montre :

Théorème 3.18 Soit S l’ensemble des solutions non-triviales du système (3.46) dans
R× V ×H. Pour toute valeur propre λm < q2 de A, l’ensemble S ∪ {(λm, r∗, 0)} possède
une composante connexe Cm dans (−∞, q2)×HW ×HW qui contient (λm, r∗, 0) et qui a
au moins une des propriétés suivantes :

i) Cm est non-bornée.
ii) Cm contient une suite (λn, rn, un) telle que lim

n→∞λn = q2.

Remarquons que le nombre de branches de solutions dans le Théorème 3.18 est le
même que le nombre de valeurs propres de l’opérateur A. On a donc une seule branche
si q est suffisamment petit et le nombre de branches tend vers l’infini lorsque q −→∞.

Nous pensons que les informations obtenues en dimension un seront utiles dans l’étude
des cas bi− et tridimensionnels, plus intéressants d’un point de vue physique.
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Articles parus ou à parâıtre dans des revues internationales avec comité
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