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L1 - SDI - FEUILLE 1
EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Exercice 1 1. Les solutions de ’équation homogéne y' +y = 0 sont f(z) = c.e™®, ot

c € R. Une solution particuliére de l'équation y' +vy = 7/2 est fo(x) = 7/2. Donc les
solutions de l'équation y' +y = 7/2 sont f(x) =T7/2+ c.e™®, ou c € R.

2. Les solutions de I’équation homogéne —y' + 2y = 0 sont f(x) = c.e**, ot c € R. Une
solution particuliére de [’équation —y' + 2y = xe™" est fo(r) = 1/3(1/3 +x)e~*. Donc
les solutions de l'équation —y' + 2y = ze™™ sont f(x) = 1/3(1/3 + z)e ™ + c.e**, ou

ceR.

Exercice 2 1. Les solutions de l’équation homogéne Ty’ — 14y = 0 sont f(x) = c.e**, ou
c € R. Une solution particuliére de "équation Ty — 14y = x%e*® est fo(r) = %:L‘?’GQI.
Donc les solutions de Uéquation Ty — 14y = z%e** sont f(z) = 523> + c.e*®, o

c e R.

2. La solution telle que f(0) =0 est f(x) = Lade™.
Exercice 3 1. L'équation y’ = (1+x%)y s’écrit aussi L(log |y |) = 1+2* = L(z+2?).
On en déduit que les solutions de I'équation v = (1 + )y sont f(z) = ke*t*" sur R,
ou k e R.
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2. Puisque les fonctions 55 et 2225 sont continues sur R, Uéquation (1 + 2*)y’ + zy =

222 + 1 admed des solutions sur R. L’équation homogéne (1 + 2%)y’ + xy = 0 s’écrit
aussi L(log | y |) = —2L(log(1 + x%)). On en déduit que les solutions de l’équation

2 dx
homog{ene sont f(x) = ﬁ, ou k € R. La fonction fo(x) = x est une solution

particuliére de l'équation (1 + 22)y’ + zy = 22% + 1, donc les solutions de ['équation
(1+ 23y +zy =222 + 1 sont f(z) :x—l—ﬁ, ou k € R.
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3. L’équation y' — ytgr = m admed des solutions sur | — %, [, ot tgx et ST
continues. L’équation homogéne associée y' — ytgr = 0 admed pour solution f(x) =

sont

%, ot k € R. On cherche une solution particuliere de I’'équation vy — ytgr = m

sous la forme fo(x) = gégl, ot u est une fonction C' sur | — 5, Z[. u vérifie u'(z) =

lfgg‘gx = 1— 5egzq7my- La fonction uw(z) = x — tg(x/2) est solution de cette équation.

Donc une solution particuliére est fo(x) = %. Les solutions sur ] — 5, 5[ sont
_ kta—tg(z/2) .

donc f(r) = ——@gpe"> ot k € R.



4. L’équation y' — ylogx = x* admed des solutions sur R’ . L’équation homogéne associce
Yy —ylogr = 0 admed pour solution f(x) = kx®e ", ou k € R. On vérifie que la fonction
x* est une solution particuliere de ’équation y' — ylogx = x*. Donc les solutions sur
R% sont f(x) = 2"(ke™® + 1), ou k € R.

Exercice 4 Ceuz sont toutes des équations différentielles linéaires du second ordre a coef-
ficients constants.

1. L’équation caractéristique associée est : r* +r —2 = 0. Ses racines sont 1 et —2. Donc
’équation homogéne associée admed pour solution générale f(x) = ae® + Be 2. On
cherche une solution particuliere de l’équation y" +y' — 2y = 8sin(2x), sous la forme
fo(z) = asin(2x) + beos(2x). On obtient a = —6/5 et b = —2/5. Donc la solution
générale de l’équation y" + vy — 2y = 8sin(2z) est f(x) = ae® + Be2* — 6/5sin(2z) —
2/5c08(2x), ot «v et B € R.

2. L’équation homogéne associée admed pour solution générale f(x) = ae®+Be** (comme
précédemment). On cherche une solution particuliére de l'équation y" + y — 2y =
23 =722, sous la forme d’un polynéme de degré au plus 3. On obtient fo(x) = —1/2x3 +
11/42% + 5/4x + 27/8. Donc la solution générale de l’équation y" + 1y — 2y = a3 — Ta?
est f(x) = ae® + Be2® — 1/223 + 11 /42> + 5/4x + 27/8, ot v et 3 € R.

3. L’équation homogéne associée admed pour solution générale f(z) = ae”+Fe " (comme
précédemment). On cherche une solution particuliére de 'équation y" +vy' —2y = xe 2%,
sous la forme (ax®+bx)e . On obtient fo(x) = (—1/62*—1/9x)e~**. Donc la solution
générale de l'équation y" +vy' — 2y = re™** est f(x) = ae® + (—1/62? —1/9z + B)e™ 22,
ou « et f €R.

4. L’équation caractéristique associée est : r?> —2r +2 = 0. Ses racines sont 1414 et 1 —1i.
Donc ’équation homogéne associée admed pour solution générale f(x) = e*(acosr +
Bsinz). On cherche une solution particuliére de l’équation y" — 2y + 2y = xcos(x) =

L(e™ + e7™). Elle sera sous la forme fi + fo, ot fi est une solution particuliére de

Iéquation " — 2y + 2y = %em et fo est une solution particuliére de l'équation y" —
2y’ + 2y = Ze7'*. On cherche fi sous la forme (ayx + b1)e', ot a; et by € C. On

obtient fi(z) = (HZa + HE)e™. De méme, fo(z) = fi(x) = (e + 5H)e ™. Il en

résulte qu’une solution particuliére de l’équation y" —2y'+2y = xcos(x) est de la forme

(L2 4 Heir 4 (1220 + Lemie = L((5x + 2)cosz — (102 + 14)sinz) et que la
solution générale de 'équation y" — 2y’ + 2y = xcos(x) est f(x) = (acosx + Bsinx)e” +

%((595 + 2)cosr — (10z + 14)sinz), ot « et § € R.

5. L’équation homogéne associée admed pour solution générale f(x) = e*(acosr + [(Fsinz)
(comme précédemment). On cherche une solution particuliére de l’équation y" — 2y’ +
2y = evsin(z) = L(eUTDT — U707) sous la forme fo(z) = (acosz + bsinz)ze®. On
obtient a = —1/2 et b = 0. Il en résulte que la solution générale de l’équation y" —

2y' 4 2y = esin(x) est f(x) = (acosx + Bsinz — §cosx)e”, ol a et § € R.
6. L’équation caractéristique associée est : r*—4r+4 = 0. Elle admed une racine double 2.

Donc I’équation homogéne associée admed pour solution générale f(z) = **(a + ().
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On cherche une solution particuliére de ’équation y" — 4y + 4y = 2(x — 2)e” sous
la forme fo(z) = (az + b)e®. On trouve a = 2 et b = 0. Il en résulte que la solution
générale de 'équation y" — 4y’ + 4y = 2(x — 2)e” est f(x) = (a + Bz)e* + 2xe”, ot a
et B € R.

7. L’équation caractéristique associée est : r2—4r-+13 = 0. Ses racines sont 2+3i et 2—3i.
Donc l'équation homogéne associée admed pour solution générale f(x) = €**(acos3z +
Bsindx). On cherche une solution particuliere de ’équation y” —4y' +13y = e **cos(3z).
Elle sera sous la forme e~ **(acos3z + bsin3x). On trouve a = 1/52 et b = —3/104.
On en déduit que la solution générale de I’équation y" — 4y’ + 13y = e *®cos(3x) est

f(@) = (acos3z + Bsindx)e® + 157 (2cos3x — 3sin3x)e ", ot a et 3 € R.

8. Posons z =y +y. y est solution de l’équation y" +3y" + 3y +y = e *(ax?® + bz +c) si
et seulement si z est solution de l’équation 2" +22'+ 2z = e *(az* +bx +c). La solution
générale de l'équation homogéne 2" + 22"+ z =0 est z = (ax + B)e™™, ot « et § € R.
On cherche une solution particuliére de l’équation 2" +22' + z = e *(az® +bx +¢) sous
la forme 29(x) = (agz* + boz® + coz®)e™®. On trouve ag = a/12, by = b/6 et cy = c/2.
On en déduit que la solution générale de I'équation 2" +22' + z = e *(ax® +bx + ) est
2(x) = (a/122* + b/623 + ¢/22% + ax + B)e™", ol a et § € R. Il en résulte que y est
solution de équation différentielle y' +y = (a/122* + b/62> + ¢/22? + ax + B)e™". La
solution générale de y' +y =0 est f(x) = ve™®. Une solution particuliére de y' 4+ y =
(a/122% +b/623 + ¢/22% + ax + B)e™™ est fo(r) = (a/60x° + b/24x* + ¢ /62> + /2% +
Bx)e . Donc la solution générale de I'équation y" + 3y" + 3y’ +y = e *(az* + bx + ¢)
est (a/60x° + b/24x* + /623 + ax? + B +v)e ™, o «, (B et v € R.

9. Posons z = y" —y. y est solution de l’équation y® — 2y" +y = 0 si et seulement si
z est solution de l’équation 2" — z = 0. La solution générale de l’équation homogéne
2 —z=0est z = e+ e, oua et f € R. Il en résulte que y est solution de
I’équation différentielle y' —y = ae®+ Fe~". Une solution particuliére de cette équation
est fo(r) = Sre® — gxe_z. On en déduit que la solution générale de y™® —2y" +y =0
est f(x) = (ax + Ne* + (Bx + p)e ™, ot o, B, X et p€R.

Exercice 5 1. L’équation caractéristique associée est : r?> — 2r +1 = 0. Elle admed
une racine double 1. Donc l’équation homogéne associée admed pour solution générale
f(z) =e"(a+ Pz), ou a et f € R.

2. (a) P(z) désigne un polynome. P(z)e” est une solution de (F) si et seulement si
e”(P(z) +2P'(z) + P"(x)) — 2" (P(z) + P'(z)) + " P(x) = (2® + 1)e®. Et ceci est
équivalent a dire que P"(z) = (2?2 +1). Cette équation a pour solution particuliére

1'4 ./,Uz
(b) Une solution particuliére de l'équation (E) est (f—; + %2)65". 4][ en résulte que la
solution générale de 'équation (E) est f(r) = (a+pr+5 +F)e”, oua et f € R.
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(c) La solution de (E) telle que f(0) =0 et f'(0) =0 est f(z) = (5 + 5)e”.
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Exercice 6 1. La solution générale de l’équation homogéne associée est ae*® + [e=2%,
ou « et f € R. Une solution particuliére de (1) est —we™*. Donc la solution générale
de l’équation (1) est f(x) = ae® + (B —x)e™**, ot « et 3 € R.

2. La condition xETmf(x) = 0 est équivalente a o = 0. Et la condition f'(0) = 1 est
équivalente a 2 — 23 — 1 = 1. Donc la solution f de (1) telle que wgr}rloof(x) =0 et
1/(0) =1 est définie par f(z) = —(1 + z)e** sur R.

f(x)

3. Ona f'(z) =2z +1)e ™, lim f(r)=+oco et lim ——=* = —oo. f a un minimum
T——00 T——00 I
1

2 €
27 :

en 3

égal a —

4. A=(0,-1) et B=(—1,0). L’aire du domaine limité par les axes Ox, Oy et l'arc AB

de la courbe (C) est ffl(l +x)e2dr = £33,

Exercice 7 La condition (1) est équivalente a
f'(z)=f(2—1x), Vz eR.

Supposons qu’il existe une telle fonction f. On a alors f"(x) = —f'(2—x), Yo € R, et donc
f"(z)+ f(x) =0, Vo € R.

Toute fonction qui vérifie (1) est donc solution de l’équation différentielle y" +y = 0. Donc
f est de la forme f(x) = acosr + Bsinx, avec « et 5 € R.

Réciproguement, soit une fonction de la forme f(x) = acosx+ Bsinx, avec o et § € R. Alors
f'(x) = —asinx 4+ Beosx et f(2 —x) = acos(2 — ) + Bsin(2 — ). Donc f vérifie (1) si et
seulement si

(2)  cosx(B — acos2 — Bsin2) + sinz(—a — asin2 + fcos2) = 0, sur R,

Les fonctions x — cosx et x +— sinx étant linéairement indépendantes sur R, la condition
(2) est vérifiée si et seulement si v et 3 sont solutions du systéme suivant

> acos2 + ((sin2 —1) =0
(%) a(sin2+ 1) — fcos2 =0

(3) est un systéme homogéne dont le déterminant associé est nul. (X) a donc des solutions
non nulles « = A(sin2 — 1) et f = —Acos2 avec A € R.

On en déduit que les fonctions f qui vérifient (1) sont les fonctions f(x) = A(sin(2—z)— cosz)
sur R.



