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Dérivation de fonctions réciproques- Fonctions élémentaires

Exercice 1 :

Montrer que les fonctions f et g admettent une fonction réciproque que ’on
explicitera:

L. f:[=3,+0c0[— R définie par f(z) = m

2. g: [1,400[— R définie par g(z) = 2”1—;;3#

Exercice 2 :

Soit f : [, %] — R définie par f(z) = —3sin®(z) + 5.

1. Montrer que f admet une fonction réciproque g dont on précisera les
domaines de définition et de dérivabilité.

2. Calculer g'(4).

Exercice 3 :

1. On considére les fonctions f, g et h définies par f(z) = arccos(cos z),
9(z) = cos(arccos z) et h(z) = arctan(tanz).

a. Simplifier les expressions de f, g et h

b. Tracer les graphes de ces 3 fonctions.

2. Pour z € [—1, 1], simplifier les expressions suivantes :

sin(arccos z), tan(arccos z).

3. Montrer que pour z € [—1,1], arccosz + arccos(~:z:)
4. Montrer que pour z € R — {0}, arctanz + arctan 1 = szgne( )5. Calculer
la limite de cette expression en 0.

Exercice 4 :

Faire I’étude de la fonction définie par f(z) = arcsm 1:2 + arccos ﬁ’ 3.



Exercice 5 :

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

1. f(z) = ==y @ ER.
2. g(z) = v/2tanh®z — 5tanhz — 3.

Exercice 6 :

1. Montrer que cosh?z — sinh®z = 1.
2. Exprimer cosh2:z:,sinhzx,coshsm,sinhsa: en fonction de coshz, sinhz,
cosh(2z), sinh(2z), cosh(3z) et sinh(3z).

tanhz

3. Montrer que coshz = ——t—= et sinhz = —222E—.
4 +/1—tanh®z \/1—tanh®z

4. En déduire tanh 3z en fonction de tanh z.
Exercice 7 :

Soit f : R — R définie par

h
f(z) = 2argcosh\/l+—c2os—x.

1. Montrer que f est définie est continue sur R.
2. Etudier la dérivabilité de f et calculer f’ pour z > 0 et pour z < 0.
3. En déduire une expression plus simple de f.

Exercice 8 : Mémes questions que I'exercice 7 pour la fonction définie par

/1+ tanhz
fig)=1n 1 —tanhz e
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Dérivation de fonctions réciproques- Fonctions
élémentaires-Corrigé

Exercice 1 :
1. Le polynéme P défini par P(z) = 22 + 6z + 10 n’a pas de racines dans
R et est strictement positif sur R. La fonction [ est, par conséquent, définie,

continue et dérivable sur R. Sa dérivée définie par f’ (z) = ——=43
(22462+10)2 '

strictement négative sur ] —3, +oo[ et f/(—3) = 0. f La fonction f est stricte-
ment décroissante sur [—3,+oco[, donc inversible. Sa fonction réciproque
f71 est définie et strictement décroissante sur 10, 1], denvable sur |0, 1[ En
1
= 10— 5)=
résolvant 1’équation Y= VaTreerio , C’est & dire w0 o v )
T €] — 3,+00] T €] — 3, +00]
— =y
on-obfient, 4 = =3+ SN gy ohtient dong f7110,1] — [=3, 400
y €]0,1]

définie par f~}(y) = -3 + Y2,

2. la fonction g est une fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule
jamais, elle est donc définie, continue et dérivable sur R. Sa dérivée, définie
par ¢'(z) = sz);, est strictement négative sur ]1, +oo[ et nulle en 1. La fonc-

tion g admet une fonction réciproque définie sur ]2 et dérivable sur |2, 5[.

— 2224242 _ 2 e
On la détermine en résolvant { Y = " #2+1  ('est & dire y—2)z2—z+y—2=0
L (2y—3)(5—2y) )
S { P T On en deduit g 42,8] — [1,+oo]
Y 6]27 §]
définie par ¢g71(y) =1 + (23&3_)(25;—2,,)‘

Exercice 2 :

1. La fonction f est dérivable sur R et f'(z) = —6sinz cosz = —3 sin 2. bl



L. f(w) est définie si coshz+a # 0. On en déduit que le domaine de définition
de f est Rsia > —1 et R — {argcosh(—a)} si a < —1.

2. La fonction tanh est définie sur R. Etudions le signe du polynéme défini
par P(X) =2X?—5X —3. Il a deux racines —1 et 6 et est positif ou nul sur
] =00, =1]U[6, +0o]. Par ailleurs la fonction tanh est & valeurs dans | — 1, 1[.
on conclut que le domaine de définition de g est vide.

Exercice 6 :

1. cosh’z — sinh®z = (614_26-:)2 = (61‘2‘*_:)2 = .

2. A partir des définitions coshz = 2= et sinhz =

ez_e—z

2

on obtient, par

les formules du binéme, cosh?z = %gz)“, sinh?z = mh(#, cosh®z =
1 cosh(3z) + 2 cosh z, sinh® z = 1 sinh(3z) — 3 sinh z.
4 g SO 4 1
3. S’obtiennent directement c(ie 1 \

__ sinh(3z) __ 4(sinhz)3+3sinhz 4 3 FIREN —
4. tanh(3z) = oh(32) — Tomh®obocomn, 48Prés 2. . Dol tanh(3z) =

2
4sinh® 43\ __ 41&::':11:22: +3 BF :
(tanh z)(Zr-EEE) = (tanhx)(;ih—z_?) en utilisant 3. . On obtient fi-
3tanh h

nalement tanh(3z) = $amhttagh o

Exercice 7 :

1. Puisque IL;’”‘E > 1 pour z € R, f est définie et continue sur R.

2. La fonction f est dérivable en dehors des points z tels que liggsﬂ =1
soit sur R — 0. On obtient par le calcul, f'(z) = I:gﬂil pour z non nul, donc
flz)=1siz>0et f'lz)=—-1siz <0.

3. Il est clair que f(z) =z siz > 0 et f(z) = —z si z <0, (f(0) = 0) Jou
encore, f(z) =|z|siz € R. ’

remarque : on aurait pu obtenir ce résultat en utilisant 'exercice 6, en par-
ticulier la formule donnant cosh? z.

Exercice 8 : La fonction f est définie, continue et dérivable sur R puisque
tanh(z) €] — 1,1[ implique {2212 ~ (0 QOp obtient, par le calcul, que f’

l—-tanhz
est identiquement nulle, donc f est constante et f(z) = f(0) = 0 pour tout
z € R. On pouvait aussi utiliser que argtanhz = %In }f—z pour z €] —1,1].



