UNIVERSITE PAUL SABATIER 2006 /2007

L1 - SDI - FEUILLE 7 et 8 : DEVELOPPEMENTS LIMITES.

Exercice 1.

> Montrer que le DL a l'ordre 4 au voisinage de 0 de f(x) = x/sin(z) est 1 + x2/6 +
724/360 + o(x?) .

> Montrer que le DL a l'ordre 4 au voisinage de 0 de f(x) = 1/cos(z) est 1 + x2/2 +
5zt/24 + o(x?).

> Montrer que le DL a l'ordre 4 au voisinage de 0 de f(z) = exp(sin(z)/z) est e(1—2%/6+
x1/45) + o(z*).

> Montrer que le DL a l'ordre 3 au voisinage de 0 de f(z) = arcsin(rsin(z)) est mx+ (72 —
m)x? /6 + o(z?).

>  Montrer que le DL a l’ordre 1 au voisinage de /4 de f(x) = arctan(z)) est arctan(n/4)+
16(z — 7/4)/(16 + 7°) + o(z — m/4).

> Montrer que le DL a lordre 3 au voisinage de 0 de f(x) = argsh(1 + 2z + 32?) est

log(1+ V2) + V2z + V22% — 4v23°/3 + o(2?).

Exercice 2. Montrer que
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Exercice 3. & Donner un DL a lordre 2 au voisinage de 7 de f(z) = cos(z).
Donner un DL a ordre 2 au voisinage de 2 de f(x) = arctan /z.

Donner un DL a Uordre 2 au voisinage de 27 de f(x) = cos v a? + br2.
Donner un DL a l'ordre 3 au voisinage de 0 de f log (3e* 4+ e7%).
Donner un DL a l'ordre 2 au voisinage de 0 de f(x) =log (1 4+ x + V4 + x)

(
log (VI+z++1-2z).
log (log(e—i—x))
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Donner un DL a lordre 4 au voisinage de 0 de f
Donner un DL a lordre 3 au voisinage de 0 de f(x
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Donner un DL a l'ordre 2 au voisinage de 0 de f(x) =
Donner un DL a lordre 3 au voisinage de 0 de f(x) = (cos(x ))1/962
Donner un DL & lordre 1 au voisinage de 0 de f(z) = /a++vb+z, a,b€ R?%.
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Donner un DL a ordre 3 au voisinage de 1 de f(x) = x7%log (1 + z).
Donner un DL a Uordre 7 au voisinage de 0 de f exp(cos(x)).
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Donner un DL a l'ordre 4 au voisinage de 0 de f(x

Donner un DL a l'ordre 6 au voisinage de 0 de f(x
2
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Donner un DL a l'ordre 6 au voisinage de 0 de f(x T
x

Exercice 4. Soit f € €*(R). Si f(0) =1, f(0) =0, f”(0) = —1, montrer que pour tout
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Exercice 5. Soit f : R — R trois fois dérivable au point a. Montrer que
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Exercice 6. Montrer que
o lim S = —
z—11— x4+ log(z)
—9 _
ol O (x) — 2tan(z) _ 1
w—m/4 1 + cos(4x) 2
e 1/3
o Qg YEF3ZGrE T,
z—1 1 —tan(mx/4)
o lim argsh(x) ; argch(x) _ 1
z—+00 argsh”(x—1) 2

Quelques solutions de I’exercice 4 :
(a: = arctan /z = arctan v/2 + v/2(z — 2)/12 + 7vV2(x — 2)2/9 - 32 + o((z — 2)?).
z) =log (3¢” + e ") = 2log(2) + x/2 + 32°/8 — 2° /8 + o(z?).
log (1+z + 4+ ) =log(3) + 5z/12 — 532> /576 + o(z?).
og (VI+az+v1I—z)=log(2) —z*/8 — 3z" /64 + o(z").
(
h(z

T
xT

log(e +2)) = z/e — 2% /e? + Tx3 /6> + o(2®).
))1/””2 Ve —Ve2a? /12 + o(z?).
cos(x))"/* = x/\/e —a® [12\/e + o(a?).
VatVhte=vVat+Vh+ao(4bva+ )
z?log (1 + z) = log2+(1/2—2log2)(z—1)+ (310g2 9/8)(:r—1)2+(43/24—4log2)(m—1)3—1-0((3:—1)3).
exp(cos(z)) = e (1 — 2 /2 4+ 2 /6 — 312°/720) + o(z®).
(cos(x))™™) =1 —23/2 + o(a®).
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UNIVERSITE PAUL SABATIER 2006 /2007

L1 - SDI - CORRIGE DE LA FEUILLE 7/8.

Exercice 1 : © On a au voisinage de z = 0 : log(cos(x)) = log(1 — ’”2 + g—i — %55 > oz

%)
)

)
log(1+U) ou U = —%2 + % — 7’% + o(x®) et comme lim, o U =0 on peut ecrlre log(cos(x)) =
log(14+U)=U — %2 + U?S + 0(U?). Un calcul rapide donne U = —7 + £ ﬂ - % +o(2%),U? =
2 204 o(a5), U = —% + o(a®) soit finalement log(cos(x)) = —& — & — 2 4 o(af).

Plus astucieux : en remarquant qu’au voisinage de 0 : f'(z) = —tan(z) = —x — % - 21"”55 +o(x%);

en intégrant ce DL on retrouve le résultat précédent.

> Comme plus haut f s’écrit sous la forme log(1 + U) avec U = 11—296 qui tends vers 0 avec

2 : on va donc pouvoir composer les DL. U = 2= = 22(1 — 2 + 22 — 23 + 2* + o(2?) =

14z
22 — 23 4+ 2 — 2% + 25 + 0(29), c’est un DL qui commence a l'ordre 2 : il suffit donc de faire
un DL de log(1+ U) a l'ordre 3 : log(1+U) = U — %2 + %3 + o(U?), on remplace et on trouve
flz) =2 — 23+ % — % + o(x9).
> On propose trois solutions.
e On se rameéne en 0 en posant X = z — 2 soit f(z) = arctan /x = arctan /X + 2 = g(X). On

X 2
va donc chercher un DLy(0) de g : g(X) = arctan v24/1+ 5 et /1 4+ = = 1+2 — 3=+ 0(X?)

2
soit g(X) = arctan \/5(1+§—)3%2+0(X2)) = arctan v2(14+U) = o(U) ou U = Z—ﬁ—l—o(Xz)
Maintenant ¢'(U) = ¥ = L g = (1 — 4U/3 + o(U). On intégre o(U) =

arctan v/2 + @ — 4\/§U2 + 0(U?) soit g(X) = arctan v/2 + ‘[X + g‘é;X2 +0(X?) et finalement
f(x):arctan\/ﬁ—i-g( 2)—1—;}6( —2)2 +o((z — 2)?).

e On peut aussi chercher un DLy(2) de f': f’( ) = (2\/_(1 +z))7! (\/_ |z| = x car x tends
vers 2) soit en posant X =x —2: (2(1+z)) ' = 2V X +2(3+ X)) ' = 2\[(1 +X/2)7 M1+
X/3)7 = 2l — T2 (2 — 2) + o((x — 2)) et on intégre....

e On peut enfin utiliser Taylor-Young a Pordre 2 : f(z) = f(2)+ f'(2)(z—2)+ f"(2)(z —2)%/2+
o((z — 2)?) et on calcule f(2), f(2), f(2) ce qui finalement n’est pas plus long que le reste...

2> On effectue le changement h = z—27 : cos Va2 + 572 = cos v/ (h + 27)% + 572 = cos Vh? + 4mh + 97

cos(3my/1 4+ 22 1 22y = cos(3m(1+ L(f2 10y L1(dh 4 W22 o(p2))

. 1 _ (z—sinz)(ztsinz) _ (23 /640(x3))(2z+0(2?))
EXQ:‘CICG 3: = Ona sinz @2 x2 sin?(x) z2(z+o(2?))?
- /6:20((521)0((252?; ) — & 6+iil)((j)+o(x)) = ;IZ(I et la limite est 1/3.

> On se raméne a l'origine : 22 4+3%—12 = 4.277249.3772 12 = 4e(z=2)1082  gp(z=3)log3_19 —
1+ (4log2 + 9log3)(x — 2) + o(x — 2). De méme tan(rz/4) = tan(w(x — 2)/4 + 7/2) =
cos(m(z—2)/4) _ 1—m%(z—2)%/3240((z—2)?) _ 4 2

Tsin(r(@—2)/4) —  7(@-2)/4(1-72(2—2)2/6-1610(z—2)0) _  n(z—2) (1-7%@—=2+o((z—2)%). Ona
donc : ,

(27 4+ 37 — 12)tn(m2/4) — exp(tan(rx/4)log(2* + 3% —12)) = exp(—ﬁ(l — (=2 +o((z—
2)?)) x log(1 + (4log2 + 9log3)(z — 2) + o(z — 2))) = exp(—2(4log2 + 9log3) + o(1)) —
exp(—2(4log 2 + 9log3) lorsque = — 2.

Exercice 4 :
o f(x) = cos(x).
> f(x) =log(cos(x)).



= f(x):log<1+1+ )

e f(z) = arctan \/z = arctan v/2 + v2(x — 2)/12 + 7v2(x — 2)2/9 - 32 + o((z — 2)?).

> f(z) = cos Va2 + 52,

2 f(z) =log (3e® + %) = 2log(2) + x/2 + 322 /8 — 23 /8 + o(x?).

> f(z) =log (1 + 2+ V4A+z) =log(3) + 5z/12 — 5322 /576 + o(x?).

> f(z) =log (VI1+z+v1—1)=log(2) —2?/8 — 3z*/64 + o(z*).

o f(zx)=1lo g(log(e—l—x))—x/e x?/e? 4+ 723 /6e® + o(x?).

@ f(x) = (ch(z))"" = = Ve— Vet /124 o(a?).

@ (o) = (cos(@)!™ = a/vE—a}/12/E+o(ad).

o f@)=Va+Vbtar= \/a+\/5+x(4\/5\/a+\@> + o(x

o f(z)=2"%log(1+xz) =log2+(1/2—2log2)(x —1)+ (3log2—9/8)(x —1)? + (43/24 —
4log2)(z — 1) + o((z — 1)*).

©  f(x) = exp(cos(r)) = e (1 —2?/2 + /6 — 312°/720) + o(2®).

> f(x) = (cos(z))™ ) =1 — 23/2 + o(2?).
Exergice 5 : Vu les hypothéses sur f, la formule de Taylor-Young nous donne fla/\/x) =
1—a——|—o(x DY et on a donc f(a/\/7)* = [1—2—+0( D —exp[xlog(1—2—+o( D] =

2x
2

exp + o{0)] = e o 5 — 430

Exercice 6 : Nous avons

1 f(a) fla+h) 1 f(a) fla+h)
1 f(a+h) fla+2h) 0 fla+h)—f(a) fla+2h)— f(a+h)
1 f(a+2h) f(a+ 3h) 0 f(a+2h)— f(a) fla+3h)— f(a+h)

= (fla+h) = f(a))(fla+3h) = fla+h)) = (fla+2h) = fla+h)(f(a+2h) — f(a)),

La formule de Taylor-Young nous donne
fla+2h) — fla+h) = (f(a) + 2hf'(a) + 4h° f"(a)/2 + 8 " (a) /6 + o(h?))
= (fla) +nf'(a) + h*f"(a) /2 + 1P f""(a) /6 + o(h*))

Ah =

soit
fla+2h) = fla+h) = hf'(a)+3h°f"(a)/2 + Th* " (a) /6 + o(h?).
De méme
o fla+h)— fla)=nf'(a)+h*f"(a)/2+ 1’ f"(a) /6 + o(h?),
o f(a+3h)— fla+h) = hf'(a)+ 507 f"(a)/2 4+ 19h° " (a) /6 + o(?),
o f(a+2h) — f(a) = 2hf'(a) + 4h*f"(a)/2 + 8h* " (a) /6 + o(h?).

On calcule le déterminant puis regroupe soigneusement les termes suivant les puissances de h

il reste (f(a)f®(a) — f@(a)?))h* + o(h*) et le résultat suit.



