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L1 - SDI - CORRIGE DE LA FEUILLE 6.

Exercice 1. Vu les hypotheses sur f, la fonction g(x) = f(tan(z)) définie sur ]| — w/2,7/2] se prolonge conti-
=1l

nuement sur [—m/2,7/2] en posant g(n/2) = g(—7/2) =1 := limy f(x). Ainsi prolongée, g est continue sur
[—7/2,m/2] et dérivable sur | — n/2,7/2[ avec g(w/2) = g(—n/2) =1, elle est donc redevable du théoréme de
Rolle : il existe d €] — /2, 7/2[ tel que ¢'(d) = (1 + tan?(d)) f'(tan(d )) =0 et ¢ = tan(d) convient.

Exercice 2. e Supposons n pair. Alors P"(z) = n(n — 1)a"~2 > 0 pour tout x € R* : P’ est donc strictement
croissant sur R de degré impair il admet donc un unique zéro sur R et par le théoréme de Rolle P admet au
plus deux zéros distincts sur R (sinon...).

e Sin est impair, pour les mémes raisons P’ est strictement décroissante sur | — oo, 0] et strictement croissante
sur [0, +oo[ avec P'(0) = a. Il en résulte que P’ admet deuz racines réelles distinctes o > 0 et —a < 0 sia <0,
une racine réelle 0 si a = 0 et pas de racines réelles si a > 0. Avec Rolle P n’admet alors au mazimum que trois
racines réelles distinctes.

Exercice 3. Par le théoreme de Rolle, entre deux zéros réels d’un polynome P se trouve toujours un zéro de
P'. En outre, toute racine d’ordre k de P est une racine d’ordre k—1 de P’. Avec ces deux propriétés on vérifie
sans peine que notre polynéme P’ admet d — 1 racines réelles.

Exercice 4. P est visiblement sans zéros sur R_. Sur Ry, comme P(0) = —5 et lim o P(z) = 400, le
théoreme des valeurs intermédiaires assure ’existence d’au moins une racine positive pour P. Maintenant, si P
admet deuz racines positives distinctes, le théoreme de Rolle assure ['existence d’un zéro a > 0 pour P’ ce qui
est absurde car P'(a) = 13a'? + 21a% > 0 sur R*.

Exercice 5. L’étude sur R% de la fonction f(x) =log(x) — x/e assure qu’elle présente un maximum strict en
x = e ou elle est nulle : l'inégalité en résulte. Pour x =7 on a donc log(w) < /e soit e™ > w€.

Exercice 6. L’inégalité sin(x) < x ne pose pas de problémes. Pour la seconde, soit 0 < x < 7/2, le théoréme
des accroissements finis appliqué a la fonction sinus nous assure qu’il existe 0 < 6 < x tel que sin(x)/x = cos(6).

De la, comme f'(z) = M, on peut donc aussi écrire f'(z) = =3O  c4r0<h<a<m/2
f est donc strictement décroissante sur [0,7/2], comme f(m/2) =2/ l’inégalité est démontrée.

Exercice 7. [l existe donc 0 < (o < x/q < (1 < x/p tels que

log(1+xz/q) 1 1 log(l+4x/q) —log(1l+z/p)
z/q I+G  1+G x/q—x/p
soit encore (z/p)log(1+x/q) > (x/q)log(l + x/p) qui donne linégalité.

Exercice 8. o Par le théoréme des accroissements finis : (e* —1)/x = €5 > 1, Vo > 0 et (e* —1)/z = ¢ <
1, Vo <0; il en résulte que e* < 1+ x, Vx € R*, enfin pour x =0 on a égalité.

e Soitn > 1, si A, # 0 nous avons pour x = —1 + a;/A,, : e~ 1tai/An > a;/An > 0 pour tout 1 < i < n. En
multipliant on trouve e~"F(@rttan)/An — 0 — 1 > G /A" s0it (la fonction racine n-iéme est croissante sur
R%) Ay > Gy. Si Ay =0 alors Gy, = Ay, = 0. Enfin comme l'inégalité e* > 1+ est une égalité seulement pour
x = 0, le raisonnement précédent assure que A, = G, ssi —14a;/A, =0, 1 <i<nie ssiay =ay="- "= ay,.

Exercice 9. Avec la formule de Leibnitz on a F™ (z) = (z™(1 — z)™)™ = S°p_  CF(a™) =R ((1 — z)")®) =

S0 Cln(n—1)...(n—(n—k)+ 12"~ =B (=1)kpn—1)...(n—k+1)(1—2)"*F = nl(-1)" 3} _,(CE) 22k (-
1)"=*. Le coefficient de x™ est donc nl(—1)" >} _,(CF)2.

Exercice 10. F est clairement continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b|, en outre, les propriétés du déterminant
impliquent que F(a) = F(b) =0 : le théoréeme de Rolle assure alors l'existence de xo €)a,b| tel que F'(xzg) = 0.
Pour g(x) =z, h(z) =1, = € [a,b], on retrouve le théoréme des accroissements finis et sa version généralisée
pour h = 1.

Exercice 11. La formule de Taylor-Young appliquée & f sur [0,k/n?] donne pour 0 < k < n : f(k/n?) =

L £(0) + o(2) (bien remarquer que X < £ < L assure que le petit « o » est bien un o(2)...). On a donc

S f(k/n2) = S0 & 1(0) + (n+ 1)o(L) = 2850 £1(0) 4 o(1) — L0,

2
Exercice 12. o Pourn € N*, u, 11 — up, = dn”—4 >0 : la suite (up), est donc

111 an’-4
2n+1 2n+2 2n — (2n+1)(2n+2)2n
croissante. Elle est aussi majorée car u, < % + e+ % =1 : elle est donc convergente.
1



L) = L0 4 o(L) pour tout 1 < k < n. On

somme ces n égalités : f(n+1) +f(n+2) +f(ﬁ) = ];iol) +0( )+ ];J(FOQ) +0( )+ -+ % —&-0(;) =

f'(0)uy +n-o(L) qui tends vers Af'(0) vu la premiére question et la définition du « o ».

e Pour f( ) = log(1+ z) nous aurons hmnf(n}rl)—kf(n%ﬂ)—i—”-—!-f(ﬁ) :1og(1+m)+log(1+n_1‘_2)+-”+

e Comme f(0) =0, la formule de Taylor-Young implique que f(

log(1 4 5) = Af/(0) = A. Mais log(1+ 7) +log(1 4 735) + - +log(1 + 35 ) = log(242) + log(2£3) + - - +
log(Q”“) log(%) log(%:ff) — log(2) soit A = log(2).

Exercice 13. Si f n’est pas constante, on peut trouver a € R tel que f'(a) # 0 et la formule de Taylor-Lagrange
nous donne

Ve eR, 3G € (a,2) : flz+a)=fla)+xf'(a)+ %f”(@:) > f(a) +zf'(a)

la derniére inégalité résultant du fait que f convexe et deux fois dérivable implique f” > 0. Si par exemple
f'(a) > 0 on obtient alors une contradiction en faisant tendre x vers +oo (et vers —oo si f'(a) < 0...) CQFD.
Le résultat subsiste si f est seulement convexe mais la preuve est plus délicate.

Exercice 14. Avec la formule de  Taylor-Young mnous avons f(Hh)*Q’;L(fo(I*h)

L) thy! (@) th? £ (o) /2o (W) ~ 20 Go)-f () " (o) 21" @) 24 00h%) . por() 4 6D £77(2) Jopsque b tends vers 0. La

procédure est la méme pour la seconde limite.

n+1 0.

Exercice 15. o Taylor-Lagrange appliquée a x — e® & l’ordre n donne pour x > 0 : e* 0 o + (n+1),e >

nE 000 < 6, <.
e De memepourm>0 log(l—l—x):x—”;i—l—%—%—&—s(lizz)s >x—””—22+”—;—% et log(l + z) =
3

2 xT
7—1—3 74(1+¢)4<10g(1+x)—m 5+ %
o (C’est du méme tonneau (appliquer Taylor-Lagrange & x — /1 + x).




