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Exercice 1. Soit f(x) =
∫∞
0

arctan(xt)
t(t2+1)

dt. Montrer que f est est de classe C1 sur son domaine de

dé�nition, à l'aide de f ′ expliciter f .

Exercice 2. Soit P (x) = 6 + 4x+ 3x2 + 8x3 + 3x4 + 4x5 + 6x6 ∈ R[x], on pose : g(x) =
∫ +∞
0

tx

P (t)dt.

Quel est le domaine de dé�nition de g ? En quels points de [0, 5[ (s'il en existe...), g atteint-elle sa
borne inférieure ? Que dire de sa borne supérieure ?

Exercice 3. Soit f ∈ C 0(R+) bornée et telle que f(0) 6= 0.

1) Montrer que pour tout n ∈ N?, l'intégrale impropre an :=
∫∞
0

e−ntf(t)√
t

dt est convergente.

2) Montrer que limn→∞ an = 0.
3) Montrer que an ∼

n→∞

√
π
nf(0).

Exercice 4. 1) Quelle est la nature de l'intégrale impropre
∫ 1
0

log(t)
1−t dt ?

1) Montrer que
∫ 1
0

log(t)
t dt = −

∑
k≥0

1
k2

= −π2

6 .

2) Montrer que
∑

n≥1
nxn

1−xn ∼1−
π2

6(1−x)2 (utiliser la décroissance pour 0 < x < 1 de t 7→ txt

1−xt pour

obtenir un encadrement de f ...).

Exercice 5. Calcul de l'intégrale de Gauss
∫∞
0 e−t

2
dt. On considère l'application f(x) :=

∫∞
0

e−xt2

1+t2
dt.

1) Montrer que f ∈ C 1(R?+) ∩ C 0(R+).
2) En déduire que f est solution d'une équation di�érentielle.

3) Montrer que
∫∞
0 e−t

2
dt =

√
π
2 (on pourra introduire la fonction auxiliaire g(t) = e−tf(t)...).

Exercice 6. Soit f(x) =
∫∞
0

dt
1+tx . Quel est le domaine de dé�nition de f ? Montrer que limx→∞ f(x) =

1, puis plus précisément montrer qu'au voisinage de +∞ on a f(x) = 1 + o(1/x).

Exercice 7. 1) Montrer que pour tout x > 0 :∫ π/2

0
e−x cos(t) cos(x sin(t))dt =

π

2
−
∫ x

0

sin(t)

t
dt.

2) En déduire la valeur de l'intégrale de Dirichlet
∫∞
0

sin(t)
t dt.

Exercice 8. Soit f : R → R dé�nie par f(0) = 0 et f(x) =
∫ x
0 sin(1/t)dt si x ∈ R?. Montrer que f

est continue à l'origine, y est-elle dérivable ?

Exercice 9. Soit pour n ∈ N?, x ∈ [0, 1] : gn(x) = sin(nx) Montrer que la suite (gn)n n'admet
aucune sous-suite simplement convergente vers 0 sur [0, 1].
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