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Y L2 PCP � Préparation à l'oral : Suites et séries de fonctions. Y
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Exercice 1. Pour n ∈ N? et x ∈ R on pose fn(x) = Arctan(x/n).
1) Montrer que la suite (fn)n est simplement convergente sur R. La convergence est-elle

uniforme ?
2) Montrer que la suite (f ′n)n converge uniformément sur R.

Exercice 2. Soit f ∈ C 1(R) à dérivée uniformément continue sur R. On pose pour n ∈ N? :
fn(x) = nf(x+n−1)− f(x)). Montrer que la suite (fn)n converge uniformément sur R vers f ′.
Par un exemple, montrer que l'hypothèse de continuité uniforme sur f ′ est essentielle.

Exercice 3. 1) Montrer que pour tout x ∈ [0, π/2] : sin(x) ≥ 2x/π.

2) Montrer que la fonction f dé�nie par x 7→
∑∞

n=1
sin(2nx)

2n
est dé�nie et continue sur R.

3) Montrer que f n'est pas dérivable à l'origine.

Exercice 4. Quel est la rayon de convergence de la série entière
∑

n≥0 anx
n où an est la n-ième

décimale de π (π 6∈ Q...) ?

Exercice 5. 1) Etudier (SCV, UCV, NCV...) la série de fonctions f(x) :=
∑

n≥1
|x|

x2+n2 . f
est-elle continue sur R ?
2) Montrer que f ∈ C 1(R?) et étudier en détail la dérivabilité de f à l'origine.

3) Mêmes questions avec g(x) :=
∑

n≥0
e−n|x|

1+n2

Exercice 6. Etudier la suite de fonctions dé�nie sur R+ par fn(x) =

(
2n∑
k=0

xk

)−1

, n ∈ N.

Exercice 7. On pose f(x) =
∑

k≥0 e
−k cos(k2x).

1) Montrer que f ∈ C∞(R) ; puis, que f (2n)(0) = (−1)n
∑

k≥0 e
−k(k2)2n pour tout entier

n ∈ N. f est-elle développable en série entière à l'origine ?
2) Même question avec g(x) = e−1/x

2
, x ∈ R?, g(0) = 0.
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