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Exercice 1. 1) Montrer que le DL a l’ordre 4 au voisinage de 0 de f(x) = x/sin(z) est 1+ 2%/6 + 7x* /360 + o(z?).

2) Montrer que le DL a l’ordre 4 au voisinage de 0 de f(x) = 1/ cos(x) est 1+ z%/2 + 52*/24 + o(z*).

3) Montrer que le DL & l’ordre 4 au voisinage de 0 de f(x) = exp(sin(z)/x) est e(1 — 2%/6 + x*/45) + o(x?).

4) Calculer le DL a lordre 2 au voisinage de 7 de f(x) = cos(x).

5) Calculer le DL a lordre 6 au voisinage de 0 de f(x) = log(cos(x)).
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6) Calculer le DL a lordre 6 au voisinage de 0 de f(x) = log (1 + T+ 2 )

7) Calculer le DL & l’ordre 2 au voisinage de 2 de f(x) = arctan+/z.

8) Calculer le DL & l’ordre 2 au voisinage de 2w de f(x) = cosvx? + 5mw2.

9) Montrer que le DL & l’'ordre 3 au voisinage de 0 def(z) = log (3¢” + ™) est 21og(2) + z/2 + 32*/8 — 2° /8 + o(a?).

10) Montrer que le DL & lordre 2 au voisinage de 0 de f(x) = log (1 +z + V4 + z) estlog(3)+5x/12—53z /576 +o(z?).

11) Montrer que le DL  Uordre 4 au voisinage de 0 de f(z) = log (v1+z + /1 —z) est log(2) —2*/8 — 3z /64 + o(z™).

12) Montrer que le DL a Uordre 3 au voisinage de 0 de f(x) = log (log(e + x)) est x/e — z%/e* + T2 /6€® + o(z?).

13) Donner un DL a lordre 2 au voisinage de 0 de f(x) = (ch(x))l/”2 est /e —Ve2a? /12 + o(z?).

14) Montrer que le DL a l’ordre 3 au voisinage de 0 de f(z) = (cos(m))l/m2 est x/\/e — x2 /12 /e + o(z®).

15) Montrer que le DL & l’ordre 1 au voisinage de 0 de f(x) = vVa + Vb +x, a,b € R% est vV a+ Vb+z (4\/5\/ a+ \/B) +

o(x).

16) Montrer que le DL a lordre 3 au voisinage de 1 de f(x) = 72 log (1 + ) est log2+4 (1/2 —2log2)(z — 1) + (3log 2 —

9/8)(x — 1)% + (43/24 — 4log 2)(x — 1)® + o((z — 1)?).

17) Montrer que le DL & Uordre 7 au voisinage de 0 de f(x) = exp(cos(z)) est e (1 —2”/2 + z* /6 — 312°/720) + o(z®).

18) Montrer que le & Uordre 4 au voisinage de 0 de f(x) = (cos(z))*™ est (cos(z))*™® =1 — 2%/2 + o(z?).

Solution détaillée des DL 5 6 7 et 8 : s 4 . s 4 .
5) On a au voisinage de x = 0 : log(cos(z)) = log(1— % + L — 2o +0(z°) =log(1+U) ou U = —Z- + 2. — - 4 0(z°)

1
et comme lim,_.oU = 0 on peut écrire log(cos(z)) (1 U)=U - [ﬁ + lﬁ + o(U®). Un calcul rapide donne

2 4 6 6 2 .4 6
U=-Z +2 — 2. 40(z°),U? =2 - L 40(2%), U® = + (x5) soztﬁnalemesnt log(cos(m)) =-Z I 2 4o(z°).
Plus astucieuzr : en remarquant qu’au voisinage de 0 :f’ ( ) = —tan(z) = —v — % — QL + o(z®) ; en intégrant ce DL on

retrouve le résultat précédent.
2
6) Comme plus haut f s’écrit sous la forme log(1 + U) avec U = %= qui tends vers 0 avec = : on va donc pouvoir

T
composer les DL. U = i =2*(1—z+a2® —2® +a* +olz?) = 2® — 2% + 2 — 2% + 2% + 0(2%), c’est un DL qui commence
a lordre 2 : il suffit donc de fazre un DL delog(14U) a lordre 3 : log(1+U) =U — UTZ + %3 +0(U®), on remplace et
on trouve f(z) = 2% — 2® +—f—+ o(z%).

7) On propose trois solutions. ® On se raméne en 0 en posant X = = — 2 soit f(z) = arctan\/af = arctan\/ﬁ =

g(X). On va donc chercher un DLy(0) de g : g(X) = arctanv/2\/1+ 3 et 1/1—}— =143 - @ + o(X?) soit

g(X) = arctanv2(1 + X — )3(22 + 0(X?)) = arctanvV2(1 + U) = p(U)ou U = ¥ — 3—2 + o(X?). Maintenant ¢’ (U) =
3+4I\J/-2i2U2 = g 1+4U/13+2U2 = ‘f( —4U/3 + o(U)). On intégre p(U) = arctan /2 + @ - @ +0(U?) soit g(X) =
arctan v/2 4 \fX + ;‘é;XQ + 0(X?) et finalement f(x) = arctany/2 + %(m -2)+ g\g/); (x —2)% + o((z — 2)?).

e On peut aussi chercher un DL2(2) de ' :f'(z) = (2v/z(1 + gc))*1 (VZ° = |z| = & car x tends vers 2) soit en posant
X=2-2:20+2)" = VX +2B+X)) " = 32501+ X/2) "1+ X/3)7" = ol - T2(x = 2) + o((z — 2)) et on
integre....

e On peut enfin utiliser Taylor-Young a l'ordre 2 : f(z) = f(2) +f’(2)(m—2) +£7(2)(x—2)? /24 o((x — 2)?) et on calcule
F(2), £(2), f"(2) ce qui finalement n'est pas plus long que le reste..

8) On effectue le changement h = x—2m :cos V/x2 + 572 = cos \/(h + 2m)% + 572 = cos Vh? + drh + 9n2 = cos(3my/1 + 22 + 97r2) =
cos(3m(1+ 5 (55 + gox) = (35 + gyz)® + o(h?))




Exercice 2. Montrer que
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Solution détaillée : 1) On asinl2$ — 1% = { 2 Si)er(z) ) = ( /6;2(;_‘_)0)(;22)4{2( )
3 3 2
_ P oroleN o) _ (UotoNGto)) _ Lol o Ig fimite est 1/3,
2) On se rameéne a lorigine : 2°43%—12 = 4.277249.3272 12 = 4e(e=2 1082 L gp(@=3)log3_19 — 14 (4log2+9log 3)(z—
A cos(m(xz—2)/4 1—72(z—2)2/3240((x—2)>
2) + o(z — 2). De méme tan(nz/4) = tan(w(z — 2)/4 + 7/2) = — sin((ﬂ((zf2));4; = *W(x72)/4,(1(77r2()x£2)z+/é,(16+3(()x,2)2> =
2
—ﬁ(l — (= 2)* + o((x — 2)?)). On a donc :(2° + 3" — 12)tan(me/Y) — exp(tan(mz/4) log(2® + 3% — 12)) =

expl— =g (1= 5 (1= ol (2=2)%) Xlog(1-+ (11og 249108 ) (o—2)+o(a—2))) = exp(—4 (110g 249105 ) +o(1))
exp(—2(4log2 + 9log 3) lorsque x — 2.



