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Exercice 1. En appliquant convenablement la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 1 (ie avec un reste d’ordre 2) a la
fonction x — (1 + x)* montrer que pour tout x > —1 et x #0 :

14+2)*>14az sia>1ona<O,

1+2)%<l4+azr si0<a<l.
Solution : On applique la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 1 & la fonction f(z) = (1 4 z)® entre les point 0 et =
ou x> —1 (elle est ¥ sur | — 1, +00]) : il existe ¢, €]0,z] (ou ]z,0[ si —1 < z < 0) tel que :

(1—1—1:)&:1—1—0@—&—%

et il ne reste plus qu’a observer que %(1 +6)?>0sia>loua<0et<0si0<a<l.

(1 + Cz)a72,

Exercice 2. Pour z1,%2,...zn, € R} on note

n
o m1+"'+mn o 1/n . 2 —1 —\2
Ta=——""""——,Tg=(21...25)""", M = max z;, m= min x;, 0 =n (z: —T)".
n 1<i<n 1<i<n 1
im

Appliquer la formule de Taylor-Lagrange & Uordre 1 a la fonction log en les points T, z; € [m, M], (1 < i < n) pour en
déduire o
exp(0?/2M?) < 22 < exp(a® /2m?).
Ly
Préciser le cas d’égalité et retrouver linégalité arithmético-géométrique (voir exercice 4 feuille 6).

Solution : Appliquons donc & la fonction = — log(z) la formule de Taylor-Lagrange en les points ! @5, z; € [m, M], (1 <
i1<n):
., T~ T (zi — Ta)?
log(z;) = log(a) + —— —
g(w:) = log(Ta) + —— S + Oz — 7))

I

sommons pour 1 < i < n ces égalités

log(z1 ...x,) = nlog(Ta) + Z r S_Ezgi(fi 7

que 'on peut encore écrire

2M Tq 2m
ou encore
(0) exp(o?/2M7) < 22 < exp(o” /2m®).
g

Comme 1 < exp(c?/2M) on retrouve la forme classique de I'inégalité inégalité Arithmético-Géométrique : T; < Tg ; en
outre () assure que Ty = T, si et seulement si o = 0 i.e. si et seulement si z1 = -+ = zp.

Exercice 3. On pose pour = € R* : f(z) = (ch(z))"/*.

a) Montrer que f(z)f(—x) =1, = € R*.

b) Etudier les variations de f sur R*.

¢) Préciser les limites de f en $oo.

d) Montrer (ou admettez si les DL n’ont pas encore étés abordés) qu’au voisinage de lorigine f(x) =1+ 5 + ze(x),
en déduire que f se prolonge a l'origine en une fonction dérivable sur R et donner l'allure du graphe de f.

1. On exclut le cas trivial ol tous les x; sont nuls ainsi que, quitte & diminuer n, celui o certains z; sont nuls.
1



Solution : (a) Il suffit de lécrire, cette relation nous permet de travailler sur R} les variations sur R* en découleront.
(b) Pour & > 0 nous avons f'(z) = (exp(z™" log(ch(m)))), = z72f(x)[zth(z) — log(ch(z))] et si 'on pose g(x) =
zth(z) — log(ch(z) comme ¢'(z) = xch™?(x) > 0 et g(0) = 0 on en déduit que g(z) > 0 sur R% puis f'(x) > 0 sur R}
puis sur R* vu (a).

(c) avec les DL on montre facilement qu’en +oco : 7! log(ch(z)) = 1 + () ot lim oo e(z) = 0 donc lim o f(z) = e et
1/e en —oo vu (a). De méme, au voisinage de l'origine f(z) = 14 § + ze(x) ot limg e(x) = 0 : le cours nous assure alors
qu’en posant f(0) = 1 on prolonge f en une fonction dérivable sur R avec f'(0) = 1/2. 1l est alors facile d’esquisser le
graphe de f (remarquez bien que f semble changer de concavité au point (0, 1), la courbe traverse donc la tangente en
ce point, pour s’en assure proprement il faudrait pousser le DLy au moins & ’ordre 3 car en un tel point il n’y aura pas
de terme d’ordre 2... pourquoi? 7).



