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"De plus en plus, les mathématiques apparaissent comme la science qui étudie
les relations entre certains étre abstraits définis d’une maniére arbitraire, sous
la seule condition que ces définitions n’entrainent pas de contradiction. Il fau-
drait toutefois ajouter, pour ne pas risquer de confondre les mathématiques,
nt avec la logique, ni avec des jeux tel que le jeu d’échecs, que ces définitions
ont été toutl d’abord suggérées par des analogies avec des objetls réels ; tel le cas
pour la ligne droite, pour le cercle, pour le corps solide de la mécanique ration-
nelle, etc. Mais les nombres imaginaires, les nombres transfinis, bien d’autres
étres mathématiques, sont de pures créations de esprit humain. Elles sont
Justifiées par le fait qu’elles ont permis de résoudre plus facilement des pro-
blémes que se posaient les mathématiciens ou les physiciens, et d’éclaircir les
difficultés qu’ils avaient rencontrées.”

Emile BOREL, La définitions en mathématiques, Les Grands Courants de la Pensée Ma-
thématique, Cahiers du Sud, 1948



Chapitre 1

DISTANCES, ESPACES METRIQUES ;
NORMES, ESPACES VECTORIELS
NORMES ; ESPACES PREHILBERTIENS ;
INTRODUCTION A LA TOPOLOGIE
GENERALE

"Nothing is more practical than a good theory"
VON HELMHOLTZ

"Analysis is the technically most successfull and best-elaborated part of Ma-
thematics”

J. VON NEUMANN



1.1 Distances, Espaces métriques

1.1.1 Distances

Définition 1.1.1.1. Une distance (ou métrique) sur E est une application d de E X E
dans Rt (attention ici!) vérifiant les trois propriétés suivantes :

1. (d(u,v) =0) & (u =) [nullité sur la diagonale de E X E, et seulement la]

2. Y(u,v) € Ex E, d(u,v) = d(v,u) [symétrie]

3. Y(u,v,w) € Ex Ex E, du,w) <d(u,v) + d(v,w) [inégalité dite triangulaire]

En général : ce sont "=" dans 1. et 3. qui demandent un travail de démonstration,
les autres propriétés étant le plus souvent triviales a vérifier.

Propriété 1.1.1.2.

1. Y(u,v,w) € Ex E X E, du,v) > | dlu,w) — d(w,v) | [inégalité triangulaire dans
Uautre sens/

1

2. Y(uy,...,up) € E X ... X E, d(uy,u,) < d (g, Upt1)-

1

3

>
I

Ces propriétés sont trés faciles & démontrer.
Une technique de majoration trés utile : quand on a & majorer d(u,v), introduire un
troisiéme élément a € E (a choisir convenablement) de sorte que d(u,v) < d(u,a)+d(a, v).
Exemples de distances

1. La tout a fait classique distance euclidienne sur R™ :

n

r=(21,..,Tn), Y= (Y1, -y Yn) — da(z,y) := Z(mz — ;)2

=1

2. Distance (dite) discréte (sur E quelconque) :

1 st u#w,

(u,v) = d(u,v) = { 0 siu—n.
Drole de "distance"!l... Utile pour des exemples et contre-exemples, et montrer
qu’une distance n’est pas toujours quelque chose d’aussi intuitif que dans 'exemple
1..

3. Soit E l'espace R auquel on a adjoint —oo et +oo.
On pose :
V(u,v) € Ex E, d(u,v) :=[ ¢(u) — ¢(v) |,

ot p(u) := arctan(u) si u € R, ¢(400) := g, p(—00) 1= —g.

Au fait... comment est la représentation graphique de la fonction z — y = arctan(z) ?



1.1.2 Espaces métriques

Définition 1.1.2.1. Un espace métrique (ou distancié) est un couple (E,d) constitué
d’un ensemble E et d’une distance d sur E.

Attention! Sur un méme espace F on peut définir plusieurs distances d;, cela donne
des espaces métriques différents... Si la distance d utilisée sur E ne fait aucun doute, on
peut se dispenser de la noter.

Distances équivalentes

Définition 1.1.2.2. Deux distances di et dy sur E sont dites équivalentes s’il existe
des constantes c; > 0 et co > 0 telles que :

V(u,v) € E X E7 Cldl(uuv> < dQ(Uﬂ U) < Cle(U,'U)-

En bref, "tout ce que 'on peut faire avec d; peut aussi étre fait avec dy". Vérifier que
sur I’ensemble de toutes les distances possibles sur F, la relation "d; est équivalente a
dy" est effectivement une relation d’équivalence (c’est-a-dire ?).

Exercice 1.1.2.3. Considérons la sphére en 3D de centre 0 et de rayon r, notée E. Pour
A et B deuz points de cette sphére E, on pose :

di(A, B) := longueur (euclidienne) de la corde joignant A & B;

dy2(A, B) := longueur (euclidienne) du plus petit arc (sur la sphére) joignant A & B.
Montrer que dy et dy dont équivalentes sur E, et déterminer les meilleures constantes ¢y
et co de Uencadrement (cf. Définition 1.1.2.2).

Un dessin et un peu de trigonométrie s.v.p. !

Exercice 1.1.2.4. Soit dy et dy deuzx distances équivalentes sur E, soit (uy) une suite
d’éléments de F, soit uw € E. Vérifier :

(dy(ug,u) — 0) < (do(ug,u) — 0).

k—+o0 k—+o00

Distances "naturelles" sur un produit cartésien fini

Soit (E1,dy), (F2,ds), ..., (E,,d,) n espaces métriques. On définit "naturellement"
sur B .= F; x..x E,

01 (u,v) = dy(ug,v1) + ... + dp(un, vy),

Sa(u, v) = \/[dy(ur, v1)]2 + ... + [d(tn, v,)]2,

oo (w0, v) := max{d; (ug, v1), ..., dy(Upn,vn) },

ounu= (ug,..,u,) € E, v=(vq1,...,0,) € E.
On peut vérifier (aisément) que 01, dy et 0y sont des distances sur E et (plus laborieuse-
ment) qu’elles sont équivalentes deux & deux. Ca vous rappelle des choses, non ?

Exercice 1.1.2.5.



o Définir dans R =R x ... X R les distances 61,05 et 0o @ partir de
(z,y) ERx R d(x,y):=lz—y|.
e Dessiner dans le plan les trois ensembles
Si = {(u1,us) € R? : 6;((u, uz), (0,0)) < 1}.
o Dénombrer le nombre de sommets des deux polyédres convexes
S}n) = {(ug, ..., up) € R™: 01 ((u1, ..y up), (0, ..., 0)) < 1},
S = {(ug, oy up) € R™ : 6o ((un, vy un), (0, ..., 0)) < 1}
et comparer le comportement de ces deux nombres quand n — 400 .

Exercice 1.1.2.6. Distance de HOLDER ! sur R™. Soit p un réel > 1 (c’est tout ce qu’on
lui demande!) ; on pose :

1
I3

V(u,v) € R" x R", §,(u,v) := (Z | u; — v; ]p)
i=1

o Vérifier que 6, définit une distance sur R" (pas trés facile) appelée distance de

HOLDER sur R™.
e Montrer que toutes les distances de HOLDER sont équivalentes entre elles.

e Montrer
V(u,v) € R", lim 0,(u,v) = doo(u, v)

p——+00

[ce qui explique Uindice oo utilisé].

Question : Quand on a des majorations ou des minorations a faire dans £ = FE; X
.. X E,, en vue d'un passage a la limite par exemple, quelle distance ¢, doit-on choisir
(puisqu’elles sont toutes équivalentes entre elles) 7 Réponse : Celle qui facilite momenta-
nément la majoration ou minoration et qui rend plus facile le passage a la limite désiré.
Reconnaissons qu’a cet égard d; et d,, sont bien pratiques.

Applications d’un espace métrique dans un autre
Soit (E,d) et (F,0) des espaces métriques, soit f : £ — F.

Définition 1.1.2.7.
o On dit que f est une isométrie lorsque :

V(u,v) € E x E, §[f(u), f(v)] = d(u,v)

(la distance de u a v (dans E) est la méme que la distance entre les images f(u) et
f(v) (dans F), ce qui explique la terminologie; du grec... ?)
o On dit que E et F' sont isométriques s’il existe une bijection f : E — F qui soit

une isométrie.
(une isométrie est automatiquement injective, d’accord ¢ On demande donc ici que

f soit aussi surjective).

1. Otto HOLDER (1859 - 1937), mathématicien allemand. Partage avec son compére R. LIPSCHITZ
d’avoir laissé son nom & des propriétés de fonctions.



o [ est dite lipschitzienne (ou vérifiant une condition de LIPSCHITZ?) de constante
(ou rapport) L lorsque :

V(u,0) € E x B, 8(F(u), f(v)) < Ld(u, v).
Si L <1 on dit que f est contractante (ou est une contraction).

Si (F,d) et (F, ) sont isométriques, ils sont indiscernables du point de vue de la théorie
des espaces métriques, puisque toutes les propriétés sont les mémes, mais leurs éléments
peuvent étre de nature trés différente. Cela conduit éventuellement les mathématiciens a
identifier £ et F, et a parler d’espaces (métriques) définis "a une isométrie pres".

Exercice 1.1.2.8. Fonction distance a un ensemble.

Soit (E,d) un espace métrique et ) # A C E. Pour x € E on note da(x), et on appelle
distance de x a A, le réel da(x) := inf{d(z,a) : a € A}.

En général il n'existe pas un @ € A tel que da(x) = d(x,a), erreur 6 combien fré-
quente !

Montrer :

V(z,y) € EX E,||da(x) —da(y) |< d(z,y).

Résultat facile o démontrer mais surprenant car on ne demande rien comme propriété a
Al

Exercice 1.1.2.9. Prolongement lipschitzien.
Soit (E,d) un espace métrique et ) # A C E, soit f : A — R lipschitzienne sur A de
constante L. On définit g sur E comme suit :

Vo € E,g(x) :=inf{f(a) + Ld(a, z)}.

Démontrer que g est une fonction de E dans R (4 valeurs finies donc), lipschitzienne sur
tout £ de constante L, et dont la restriction a A est égale a f.

Etonnant qu’on puisse faire si facilement un prolongement lipschitzien de f a tout [’es-
pace !

1.1.3 Quelques notions définies a I’aide d’une distance

On définit dans un espace métrique (E,d) un certain nombre de notions inspirées de
la géomeétrie du plan (2D) et de l'espace (3D) ordinaires.

Définition 1.1.3.1. Etant donné a € E etr >0 :

B(a,r):={x € E:d(a,x) < r} appelée boule ouverte de centre a et de rayon r;
B¢(a,r) :={x € E:d(a,x) <r} appelée boule fermée de centre a et de rayon r;
S(a,r) :={x € E :d(a,x) =r} appelée sphére de centre a et de rayon r.

Exercice 1.1.3.2. Soit p un entier > 1. Tracer sur une méme figure les courbes
Cp={(z,y) eR?:2>0, y >0, 22 +y? =1} pour p=1,2,3,20.

P. FERMAT et A. WILES (1994) nous disent que C, ne rencontre pas Q* (points de R?
a coordonnées rationnelles) dés que p = 3.

Constater sur votre dessin que c’est absolument stupéfiant !

2. 'y abien un S, un C et un Z... Rudolph LiPscHITZ (1832 - 1903) est un mathématicien allemand
dont les travaux ont concerné I’Analyse et la Géométrie. On le retrouvera dans le fameux théoréme de
CAucHY et LipscHITZ du Cours sur les Equations différentielles.



Définition 1.1.3.3. Soit A une partie de (E,d).
1. On dit que a (€ E) est adhérent o A lorsque

Vr >0, B(a,r) N A # (.

L’ensemble des points adhérents a A se note A et est appelée I’adhérence (ou la
fermeture de A).

(Evidemment A C A). Lorsque A = A, on dit que A est fermée (ou est un fermé
de E).

2. On dit que a (€ E) est intérieur a A lorsque : Ir > 0 tel que B(a,r) C A.
L’ensemble des points intérieurs ¢ A se note A et est appelée ’intérieur de A°>.
(Evidemment A C A). Lorsque A = A, on dil que A est ouverte (ou est un ouvert

de E).

3. Les éléments de A\ A sont les éléments frontiéres de A ; A\ A s’appelle la frontiére
de A; elle est notée frA ou 0A.

() et E sont des parties a la fois ouvertes et fermées [ce n’est pas comme les portes!].
Une "boule ouverte" est ouverte (pardil)...

Signalons quelques propriétés immédiates, qui dérivent des définitions mémes énoncées
ci-dessus.

Propriété 1.1.3.4.

1. A est fermée si et seulement si A¢ (complémentaire de A dans E) est ouverte (et
donc A est ouverte si et seulement si A° est fermée).

2. a € A si et seulement si da(a) = 0.

o o _—

3. int(A) = A, (4) = 4.

Démonstration du point 2.

[=>]. Soit a € A. Pour tout entier n > 1, il existe a, € B(a,~) N A; on a donc :

1
da(a) < da(a,) < e

d’ot, en passant a la limite quand n — +o0, d4(a) = 0.
[<=]|. Soit a tel que da(a) = 0. Par définition méme de inf (c’est-a-dire ?), pour tout
r > 0, il existe u € A tel que d(a,u) < r, d’ott u € B(a,r)N A.

Ainsi d4 = dy (la fonction distance & A ne sait pas faire la différence entre A et A). Par

ailleurs, d4 ne permet pas de différencier A et frA, il faudra donc trouver autre chose.

3. intA est aussi une notation utilisée pour l'intérieur de A



Définition 1.1.3.5. Soit A une partie de (E,d). On dit que A est bornée (ou est un
borné de E) si A est contenue dans une certaine boule B(a,r) (ou By(a,r")). Autrement
dit, s’il existe v’ tel que

Vu e A, da,u) <71’

C’est une définition assez naturelle, on ne voit pas ce qu’on aurait pu imaginer
d’autre... Autre fagon de voir les choses : le diamétre de A C FE est le nombre réel
(> 0) défini comme suit :

diamA := sup{d(a,b) :a € Aet be A} (€ R U{4o0}).
(C’est un exercice facile que de démontrer :

(A bornée) < (diamA < 400).

Attention! La notion d’espace métrique (FE,d) est trés générale, on ne demande rien
comme structure & F (pas méme d’étre un espace vectoriel). Attention aux résultats
que l'intuition guidée par la métrique euclidienne usuelle pourrait suggérer... il y a des
bizarreries dans les espaces métriques, s’en tenir aux définitions données.

10



1.2 Normes, Espaces vectoriels normés.

1.2.1 Normes
Soit E un espace vectoriel sur K (K =R ou C).

Définition 1.2.1.1. Une norme sur E est une application N de E dans RY vérifiant
les trois propriélés suivantes :

1. (N(u) =0)&(u=0) [nullité en 0, et uniquement en ce point/

2. Vue E, VA€ K, N(Au)=| X\| N(u) [homogénéité]

3. Y(u,v) € ExX E, N(u+wv) < N(u) 4+ N(v) [inégalité dite triangulaire ou de sous-
additivité].

En général : ce sont "=" dans les exigences 1. et 3. qui posent des difficultés de
vérification, les autres étant souvent triviales ou simples.
Notations pour une norme : avec un graphisme rappelant la valeur absolue ou le module,
par exemple | . |, ||.||, et méme [||.|||. Dorénavant nous utiliserons ||.|.

Définition 1.2.1.2. Distance associée a une norme.
De maniére naturelle on associe a une norme ||.|| sur E une distance d sur E par le biais

suwant :
V(u,v) € E X E, d(u,v) := ||u—v|.

Cette distance est dite associée a la norme |.|.

Veérification : Elle ne présente aucune difficulté.
Donc, tout ce qui a été exposé précédemment concernant les distances s’applique aux
normes... Néanmoins, la distance associée & une norme vérifie des propriétés particuliéres
que n’a aucune raison de posséder une distance quelconque sur E. Si d est une distance
sur F, il n’est pas (toujours) vrai que d dérive d’une norme via la construction de la
Définition 1.2.1.2. Eh oui c¢’est comme ca...

Propriété 1.2.1.3.

1. Y(u,v) € EXE, [lu—0v| > |||ul]] = ||v|l | [trés utile pour des minorations]
2. Y(uy, otty) € Ex o x By V(A s ) €KDY N 7 1A | [l
i=1 i=1

[¢’est plus que la convexité de la fonction ||.||/.

Exemples de normes.

Exemple 1.2.1.4. Dans R™ ou C", étant donné un réel p > 1,

n l
D
x = (&1, ..., 2n) = ||, = (Z | \P) ,

i=1

appelées normes de HOLDER.

11



Exemple 1.2.1.5. Voici plusieurs normes sur E = M,, ,(C),

A = [ay] = [[A]

max; (zi ay |
JAl = max, (zj lay |
[All = />0, | aiy |?=+/tr(A*A) [importante !|

(A* est la conjuguée de AT ; elle est parfois appelée la transconjuguée de A)..

Certaines normes ||| sur M,,(C) vérifient :
Y(A, B) € (M (C))% IAB < [|AIlIB],
d’autres pas...

Exemple 1.2.1.6. Sur E = C([a,b],R),

f=Ifllh = fab | f(t) | dt [appelée norme de la moyenne]
I fllz = \/f;[f(t)]th [norme de la moyenne quadratique]
| flloo = maxicpy | f(t) | [norme uniforme, ou du sup, ou de Tchebychev).

1.2.2 Espaces vectoriels normés.

Définition 1.2.2.1. Un espace vectoriel normé réel (resp. complexe) est un couple
(E,||.l) constitué d’une espace vectoriel réel (resp. complexe) et d’une norme ||.|| sur E.

Notation abrégée : e.v.n. Autre terminologie usitée : espace normé ; mais on s’évitera
(bien) des déboires en disant systématiquement espace vertoriel normé, rappelant ainsi
qu’il s’agit toujours d’un espace vectoriel.

Normes équivalentes.

Définition 1.2.2.2. Deux normes ||.||1 et ||.||2 sur E sont dites équivalentes s’il existe
des constantes ¢y > 0 et co > 0 telles que :

Vu € E, cilully < [Julla < collulls.

Comme on s’en serait douté, [|.|[; et ||.||o sont équivalentes si et seulement si les
distances associées sont équivalentes.

Exercice 1.2.2.3. Vérifier que dans Ue.v.n. (E,|.]]) :
B(a,r) =a+ B(0,r), B(0,r) =rB(0,1).

Résultats similaires pour By(a,r) et S(a,r).
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Exercice 1.2.2.4. Dans I’Exemple 1.2.1.6, démontrer qu’il existe ¢ > 0 et C' > 0 tels
que :
VEeE, [[fli<clflle <Cllflles

mais qu’aucune de ces trois normes n’est équivalente a l'une des deuzr autres. Tiens,
tiens...

Exercice 1.2.2.5. Soit E = C([a,b],R) et p un réel > 1. On pose :

i = ([ 1500 \P)’l’.

o Montrer que ||.||, est une norme sur E.
o Montrer que ||.||, et ||.|l; ne sont pas équivalentes si p # q.
o Démontrer que ||fll, — |Ifllco-

p—+00

Exercice 1.2.2.6. Démontrer que toutes les normes sur R" sont équivalentes (deuz a
deuz).

“(529U.40Q 12 $9UWLIf 2°1) §230DdWL0D JUOS [ U0fins 2P §9.49YdS 53]
anb 1nf 9] 12 §2)QDIADA SUNSNYA P SINULIUOI SUOIIUOS §IP $97214d04d 3] 4ISI1)[) “PUT

1.2.3 D’autres exemples importants d’e.v.n.

Exemple 1.2.3.1. Soit E un ensemble quelconque; on note B(E,K) [’espace vectoriel
sur K de toutes les applications f : E — K qui sont bornées sur E ((f € B(E,K))
signifie donc (AM tel que | f(x) |< M pour tout )).

On pose

[flloo := sup | f(z) [ .
zelE

|.llco est une norme sur B(E,K), appelée norme uniforme, du sup, ou de TCHEBYCHEV.

(B(E,K), ||.]|loc) est un e.v.n. grand fourre-tout car beaucoup d’e.v.n. usuels sont des
sous-espaces de cet e.v.n..
Par exemple, si £ = R" et S est un compact de R™, (C(S,K), ||.||s) est un sous-espace
de (B(R™,K), ||.]|so). Voir pour n =1 le troisiéme exemple dans Exemple 1.2.1.6.

Exemple 1.2.3.2. Cas particulier du précédent en prenant E = N.
On note classiquement [*°(K) Uespace vectoriel sur K des suites (a valeurs dans K)
bornées, avec :

Vo = (21, .., ...), ||T]|ec :==sup |z, | .

neN

De méme :
c(K) le s.e.v. de [*°(K) des suites convergentes;
co(K) le s.e.v. de ¢(K) (donc de I°(K)) des suites convergentes de limite O ;
coo(K) le s.e.v. de ¢o(K) (donc de 1°(K)) des suites dont le terme général est nul & partir
d’un certain rang.
Comme on l’a déja noté,

CO()<K) C Co(K) C C(K) C lOO<K)

13



Exemple 1.2.3.3. FEtant donné un réel p > 1, on note IP(K) [espace vectoriel des suites

o0

(a valeurs dans K) de puissance p-iéme sommable, i.e. telles que Z | z,, [P< +o0.

n=1

On munit I?(K) de la norme

o0 1

P

lall, = (Z |2 |p) ]
n=1

Le cas ou p = 2, soit [*(K), s’avérera particuliérement important dans la suite.

En passant des espaces métriques aux e.v.n. on a fait un grand saut qualitatif; on pourra
notamment faire sur un e.v.n. £ tout ce qu’on peut faire sur un espace vectoriel, parler
de formes linéaires sur E par exemple. De plus, des pathologies qui se produisaient dans
les espaces métriques ne se produisent plus dans les e.v.n.; méditer a titre d’exemple sur
le résultat suivant :

Dans un e.v.n. 'adhérence d’une boule ouverte B(a,r) est la boule fermée By(a,r), et
'intérieur de la boule fermée By (a,r) est la boule ouverte B(a,r) (ce qui n’est pas toujours
vrai dans un espace métrique!).

L AloRs™ |
| yous AVeZ ToUY

} BOUFFE DE (A
\ VACHE FOLLE
ou Quoi?
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1.3 Espaces préhilbertiens

Dans cette partie nous préférons distinguer le cas réel et le cas complexe : les deux cas
présentent des particularités importantes.

1.3.1 Cas des espaces vectoriels réels

Définition 1.3.1.1. Un produit scalaire sur ’espace vectoriel E est une forme bi-
linéaire symétrique et définie positive, c’est-a-dire une application bilinéaire symé-
trique b: E X E— R (ce qui signifie ?) vérifiant :

1. Yue E; b(u,u) >0, [positivité]

2. (b(u,u) =0) < (u=0), [b est définie].

En fait, "<" est déja assurée dans 'exigence 2. (pourquoi 7). Pour un produit scalaire,
au lieu de b, on utilise les notations (. | .), (. | .)g (si on sent la nécessité de préciser I’espace

de travail), ((.].)), <.|.>, etc. Nous, nous utiliserons < .|.> ou (.| .).
< u,v > est le produit scalaire de u et v, et se lit souvent "u scalaire v".

Définition 1.3.1.2. Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire < .| . >.
On associe & ce produit scalaire une norme (dite associée o < . | . > ou dérivée de
< .|.>) en posant :

Vu € B, |lull :=+v/<ulu>  (soit||ul] =<u|u>)

Bien str, il peut y avoir plusieurs produits scalaires sur un méme E. De méme il peut y
avoir sur E des normes qui ne sont pas dérivées d’un produit scalaire. On montrera un

peu plus loin que ||.|| introduite au-dessus est effectivement une norme.
+oo

Exemple 1.3.1.3. Dans I*(R), < z,y >:= anyn La norme associée a ce produit
n=1

scalaire est ||.||a (c¢f. Exemple 1.2.5.3.)

b
Exemple 1.3.1.4. Dans C([a,b],R), < f,g >:= / f(t)g(t)dt. La norme associée est
|.ll2 (¢f. Exemple 1.2.2.5.). ’

Exemple 1.3.1.5. Dans C'([a,b],R),

b b
< frg>1= / F(H)g(t)dt + / () ()t

Exemple 1.3.1.6. Dans M,,,(R), < A, B >:= tr(ATB) (produit scalaire fondamen-

tal!). Noter que si A = [a;;] et B = [b;;], < A, B > est Z a;jbij ; ce produit scalaire n’est
Y]

donc pas une surprise !
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L’inégalité de CAUCHY-BOUNIAKOVSKI-SCHWARZ *.

Théoréme 1.3.1.7. Soit < .,. > un produit scalaire et ||.| = /< .,. >. Alors :
Y(w,0) € B x B, |< w0 >|< JullJo]

(ou encore (< u,v >)? < ||lul*]|v|?)
De plus (pour w # 0) on a égalité si et seulement si il existe a € R tel que v = au.

Démonstration
e Soit (u,v) € E x E. Considérons

g:teRw— g(t) = |Ju+tv]*

On sait que g(t) > 0 pour tout ¢t € R (en raison de I'exigence 1. de la Définition
1.3.1.1)

Mais |lu+ tv]|? =< u + tv,u + tv >= ||v]|*t* + 2t < u,v > +||ul

Si v = 0, I'inégalité souhaitée est trivialement vérifiée

Siwv#0, g(t) est un (vrai) trinome du second degré en ¢, et il est partout > 0 si et
seulement si A = 4(< u,v >% —||u|?||v]|*) < 0 (A est le... euh... du trinome). D’ou
Iinégalité annoncée.

e Siv=au, <uv>=alul? tandis que |[u||||v]| =| a | ||u|*; on a bien égalité dans
I’'inégalité démontrée.
Si |< u,v >|= |[ul]?||v||* , le trindme g a une racine double; c’est-a-dire il existe

to € R tel que
vlI*te + 2tg < u,v > +||ul|* = 0.

-1
Cela signifie que ||u + topv|| = 0 (¢f. supra), d’ot u + tov = 0, soit v = U (to =0
0
donnerait u = 0, ce qui a été écarté.).

[ |
Démonstration du fait que ||.|| = /< .,. > est une norme.
Il n’y a véritablement que l'inégalité triangulaire a démontrer.
En fait :
lu+ol? = Jull +2 <u,v>+|v]?
<l + 20wl o]l + loll* = (lull + llv])?,

o [lu+ o] < flull + o]

[ |

4. SCHWARZ s’écrit sans T'! S’il y a plusieurs mathématiciens du nom de SCHWARTZ, celui-ci est le
mathématicien allemand Herman A. SCHWARZ (1843 - 1921).
Si A.-L. CAucHY démontra le premier une inégalité de ce type dans R™, une version plus générale fut
donnée par le russe V. BOUNIAKOVSKI (1804 - 1889), puis la forme générale par H.A. SCHWARZ.
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Quelques identités remarquables.

1. Y(u,v) € EXE, |[u+v|?* = ||ul|*+2 < u,v > +||v||* [développement d’une somme],

ou encore < u,v >= —(|lu+v|* — |Jul|*> — ||v]|?) [17¢ identité de polarisation)].

2
1

2. V(u,v) € EX E, <wu,v>= Z(HU +v||* = [Ju — v||?) [2™ identité de polarisation]

3. Y(u,v) € EXE, ||[u+v|*+||lu—v|]* = 2(]|u|*+]|v]|?) [identité "du parallélogramme"].

a+b a — bl|?
oy lo=0l

4. Y(u,a,b) € Ex Ex E, |[u—al|*+ ||u—b|* = 2||ju — 5 5

"de la médiane"|.

lidentité

La premiére identité remarquable est & connaitre parfaitement et il faudra
savoir I’utiliser de maniére routiniére. N'importe quelle norme sur F ne vérifie pas
ca, loin s’en faut!

Exemple d’utilisation de la premiére identité remarquable (pour le calcul différentiel) :

[+ td]f* — [jul?
t

— 2 <u,d>.
t—0

Les noms dont sont affublées les identitées 3. et 4. viennent de la géométrie élémentaire
du plan; justifiez-les en faisant des petits dessins

Deéfinition 1.3.1.8. On appelle espace préhilbertien réel le couple constitué par un
espace vectoriel E et par un produit scalaire < .,. > sur E. On le notera (E, < .,. >).

Il a été étudié en 1¢" cycle (en L2) les espaces préhilbertiens réels de dimension finie,
ils étaient (et restent) appelés espaces euclidiens.

1.3.2 Cas des espaces vectoriels complexes
Définition 1.3.2.1. Un produit scalaire hermaitien sur un espace vectoriel complexe
E est une fonction h : E x E — C vérifiant :

1. Yu € E, h(u,.) est linéaire,

2. Yv € E, h(.,v) est semi-linéaire,

3. Y(u,v) € Ex E, h(u,v) = h(v,u) [h est hermitienne/

4. Yu € E, h(u,u) > 0; [h est positive/

(h(u,u) = 0) < (u=0) [h est définie/.

Les points 1. et 2., ensemble, définissent que h est une forme sesquilinéaire ®.

La propriété 2. signifie : V(u,v,w) € Ex Ex E, VA € C

h(Au,v) = Mh(u,v),
hu+v,w) = h(u,w)+ h(v,w).

La semilinéarité a gauche (mais qu’on aurait pu prendre a droite) est plus courant en
Physique et dans les Sciences de 1'Ingénieur.

5. sesqui = un et demi.
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Le couple constitué par un espace vectoriel complexe et par un produit scalaire hermitien
s’appelle un espace préhilbertien complexe. Quand ils sont de dimension finie, ces
espaces sont appelés espaces hermitiens.

Pour une grande part, la théorie des espaces préhilbertiens complexes se développe comme
celle des espaces préhilbertiens réels : il faut mettre des barres de conjugaison la ou il
faut, faire apparaitre la partie réelle R (des nombres complexes), la partie imaginaire
3 (des nombres complexes) occasionnellement. On pourra démontrer a titre d’exercice
I'inégalité de C-B-S, ainsi que construire la norme associée.

La théorie complexe s’avére indispensable dans certains domaines : celui des valeurs
propres d’opérateurs, la Physique quantique (avec des espaces préhilbertiens complexes
de dimension infinie), le traitement du signal, etc.

Exercice 1.3.2.2. Dans un espace préhilbertien complexe (E, < .,.>), démontrer :

V(w,v) € EXE, utvl* = [Jul®+ |[v]]* + 2R(< 2,y >)
4<u,v> = |lutol]?—llu—2o]?+ v+ w|? —i|v—iul?

[identité (dite) de polarisation].
Exemple 1.3.2.3. Dans E = M, ,(C), < A, B >:=tr(A*B).

b
Exemple 1.3.2.4. Dans C([a,b],C), < f,g >::/ F(t)g(t)dt.
+oo

Exemple 1.3.2.5. Dans [*(C), < x,y >:= Zx_nyn.
n=1
1.3.3 Orthogonalité. Théoréme de PYTHAGORE

Sans perte véritable de généralité on peut revenir aux espaces préhilbertiens réels
(E,<.,.>).

Définition 1.3.3.1. On dit que u et v (éléments de E) sont orthogonauz lorsque leur
produit scalire est nul, c¢’est-a-dire : < u,v >= 0.
Notation parfois utilisée pour cela : u L v.

Exercice 1.3.3.2. Démontrer : (u L v) < (Vt € R, [Jul| < ||lu+ tv]).

Cela nous permettrait de définir v L v dans tout e.v.n.... mais boof...
Théoréme de PYTHAGORE |ju + v||* = |[u]|? + ||[v]|? si et seulement siu L v.

Démonstration Immédiate a partir de la premiére identité remarquable. Il
PYTHAGORE ne connaissait évidemment pas les espaces préhilbertiens... Cette pro-
priété, étudiée dans le plan en classes de colléges, était connue bien avant PYTHAGORE.

Exercice 1.3.3.3. Soit R" muni de son produit scalaire standard noté < .,. >. Donner
des exemples d’endomorphismes f de R™ wvérifiant :

(u L v) = (f(u) L f(v)).
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Définition 1.3.3.4. Soit A une partie non vide de E. On note A+ ’ensemble desv € E
qui sont orthogonaux o tous les éléments de A. On appelle cet ensemble ’orthogonal
de A.

A* est toujours un sous-espace vectoriel (cela est facile a vérifier), et AL+ := (A+)+
contient toujours A. On reviendra la-dessus plus tard (au Chapitre 6)

Définition 1.3.3.5. Une famille (u;);c; de U'espace préhilbertien (E, < .,. >) est dite
orthonormale lorsque :

Jug|| =1 pour tout i€ I;
< Ug, Uj >=0 51 N

L’étudiant-lecteur a déja vu de tels exemples en dimension finie... La nouveauté ici
est que la famille (u;);e; peut (et sera usuellement) infinie.

Les espaces préhilbertiens (réels ou complexes) sont des espaces topolo-
giques importants dans les applications (des mathématiques), sinon les plus
importants. Nous aurons ’occasion d’y revenir 4 maintes reprises.

Jusqu’a présent nous avons vu (ou revu), dans 'ordre croissant de généralité, les classes
d’espaces topologiques suivants :

E .
eu:ﬁifss Espaces Espaces vectoriels Espaces
(Espaces — préhilbertiens | — normeés — mé-
.. del 1 el 1 .
hermitiens) (réels, complexes) (réels, complexes) triques

Cela suffit-il & notre bonheur ? Eh bien non... On ne peut décrire "tout ce qui est
topologique" & ’aide de la notion de distance seule. Prenons un exemple simple : dans
C([a,b],R), on sait ce que signifie " f, — f simplement ® sur [a,b]" (i.e.,

fn(x) njoo f(z) pour tout = € [a,b]); cette maniére de faire converger f, vers f

(notion topologique donc), qui est la premiére notion de convergence a avoir été définie
sur des espaces de fonctions (comme C([a, b], R), bien avant la convergence uniforme, ne
peut étre décrite a 1'aide d’une distance (alors que la notion de convergence uniforme
'est!). Il nous faut donc dire quelques mots des espaces topologiques généraux.

6. On dit aussi "f, — f ponctuellement (ou point par point)" [pointwise convergence en Anglais].
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1.4 Introduction & la Topologie générale

A passer en premiére lecture, car hors programme.

1.4.1 Définition d’une topologie a partir de voisinages

Pour tout a € E on définit une famille V(a) de parties de E contenant a, telle que la
collection {V(a)}qcp vérifie les propriétés suivantes : (a quelconque dans E)

1. Si Vi € V(a) et que V; C V4, alors V, € V(a);
2. SiViet Vo€ V(a),alors ViNVy € V(a);
3. YV € V(a), IW € V(a) tel que V € V(b) pour tout b € W.

V(a) s’appelle la famille des voisinages de a. Contempler quelques secondes les

exigences 1. a 3. pour constater que ces axiomes sont assez naturels pour exprimer que

"u est voisin de a" (i.e. u € V € V(a)).

Seul 'axiome "d’interactivité" 3. mérite un commentaire : "si u est voisin de a, il est

aussi voisin de voisins de b de a".

Si on est capable de définir {V(a)}.cp vérifiant les propriétés énoncées ci-dessus, on dit

qu’on a défini une topologie (notée 7) sur E. Le couple (E, T) est un espace topologique

(général). Ensuite on définit :

e les ouverts de (E,7) en disant ceci : A est un ouvert (pour la topologie 7) si A est
voisinage de chacun de ses points, i.e. : Va € A, A € V(a).

e les fermés de (£, 7) en disant : F' est un fermé si F'° est un ouvert, ou bien : F' est
fermé si pour tout a € F, il existe V € V(a) tel que F NV # 0.

Une fois qu’on a ¢a, on a tout ce qu’il faut pour travailler avec la topologie 7.

Exemple 1.4.1.1. Dans un espace métrique (E,d), pour a € E on définit V(a) comme
suit :
(de))
(Ve V(a)) (3r > 0 tel que B(a,r) C V).

On peut vérifier aisément les exigences 1. a 3. (et surtout 3.!)

Exemple 1.4.1.2. Soit fy € C([a,b],R). On définit V € V(fy) comme suit :
(feVeVif) e (Fe>0, z,...,2, (p>1) dea,b] tels que | f(z;) — folx;) |< e pour
tout i =1,...,p).

Ce qui est "libre" ici est € > 0 et un nombre fini de points de [a,b]. Mais il n’y a pas
moyen de trouver une distance d sur C([a,b],R) telle que :

(VeV(fo)) < (3r >0 tel que {f :d(f, fo) <r}CV).
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1.4.2 Définition d’une topologie & partir d’'une famille d’ouverts

On se donne une famille O de parties de E vérifiant les propriétés suivantes :
1. @ et E sont dans O;
2. Toute réunion d’éléments de O est encore dans O ;

3. Toute intersection d’un nombre fini d’éléments de E est encore dans O.

Si on est capable de définir un famille O vérifiant les propriétés énoncées ci-dessus, on
dit (aussi) qu’on a défini une topologie (notée 7) sur E. La famille O s’appelle la
famille d’ouverts (E, 7).

Ensuite on définit :

e la famille V(a) des voisinages de a(€ E) en disant ceci :

(VeV) < (U €O tel queacUCV).

o les fermés de (E, 7) en disant : F' est fermé si F° € O, ou bien : F est fermé si pour
tout a € F il existe V € V(a) tel que FNV # ().

Oui mais alors... si on fait le cheminement inverse (comme dans le paragraphe 1.4.1.),

retombe-t-on sur nos pieds ? La réponse est oui (on s’en serait douté). C’est assez facile

a démontrer, vous pouvez vous en assurer.

1.4.3 Synthése

Deux voies pour définir une topologie 7 sur F :
Partir de V(a), a € E, puis définir des ouverts, des fermés, etc. comme dans 1.4.1.
Partir d’une famille d’ouverts O, puis définir V(a), a € E, comme dans 1.4.2.

Définir une topologie de maniére si générale (et abstraite!) n’est pas un caprice de
mathématicien voulant & tout prix généraliser, généraliser,... Il arrive - et il arrivera -
que méme sur des espaces préhilbertiens donnés (donc a priori avec une topologie
définie), on soit conduit a considerer d’autres topologies, non "métrisables" (je n’ai pas
dit "méprisables" !). En particulier la quéte de topologies avec le moins d’ouverts
possibles, les plus "économiques" en quelque sorte, tout en étant utiles pour les
problémes considérés, est un travail de conception mathématique trés fréquent.
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Chapitre 2

SUITE DE POINTS DANS UN ESPACE
METRIQUE ; ESPACES METRIQUES
COMPLETS, ESPACES DE BANACH,
ESPACES DE HILBERT ; COMPLETE D’UN
ESPACE METRIQUE, D’UN ESPACE
VECTORIEL NORME, D’UN ESPACE
PREHILBERTIEN.

"L’évidence empirique ne peut jamais établir [’existence mathématique et, de
méme, la richesse d’un résultat d’existence d’une solution, de la part d’un ma-
thématicien, ne peut étre considérée par un physicien comme une recherche
superflue de rigueur. Seule la démonstration de 'existence peut donner la
certitude que la description mathématique d’un phénomeéne physique est si-
gnificative et correcte”

R. COURANT
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2.1 Suite de points dans un espace métrique

Soit (E,d) un espace métrique.

2.1.1 Définition

Définition 2.1.1.1. On dit que la suite (u,),en converge (ou tend) vers u € E si la
suite réelle (d(uy,u))nen converge vers 0, ¢’est-a-dire si :

Ve > 0,3N, tel que d(uy,,u) < e pour tout n > N,

(ou encore : Ve > 0,3N; tel que u,, € Bf(u,¢e) pour tout n > N.).
On écrit alors : u, — u ou limu, = u (sans préciser (tout le temps) que n — +00).

Théoréme 2.1.1.2. Si (u,)nen converge vers u et vers v, alors nécessairement u = v.
Autrement dit, la suite (u,)nen admet au plus une limite (ouf!).

C’est curieux qu’on sente le besoin d’énoncer un tel résultat, tellement il parait naturel
(influencés que nous sommes par ce que nous savons sur les suites réelles ou complexes).
Pourtant le résultat n’est réputé vrai... que s’il est démontré, en utilisant les seules
propriétés de d sur F.

Démonstration

Raisonnons par contradiction, supposons u # v. Soit 0 < € < (choix possible

d(u,v)
2

puisque d(u,v) > 0, d’accord 7).
Il existe Ne@ et Ne® tels que :

d(up,u) < e pour tout n > Ne®,
d(uy,v) < e pour tout n > Ne@.
Ainsi, si n > max(Ne, Ne@)),
d(u,v) < d(u,u,) + d(u,,v) < 2e < d(u,v),

[grace a l'inégalité triangulaire],
ce qui est impossible. Par conséquent u = v.

Exercice 2.1.1.3. (important).
e FEcrire (correctement!) a Uaide de quantificateurs que (u,)nen M€ converge pas
vers un u donné.
e Fcrire (correctement!) a l'aide de quantificateurs que (up,)nen n’est pas convergente.

Exercice 2.1.1.4. (trés faciles car similaires o ceux faits en 17 cycle avec les suites
réelles).
e Montrer que toute suite convergente est bornée.
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e Montrer que toute suite extraite (ou sous-suite) d’une suite convergente est conver-
gente, et de méme limite.
e Montrer que (u, — u et v, — v) = (Iimd(u,,v,) = d(u,v)).

Exercice 2.1.1.5. Soit (E, ||.||) un e.v.n.
Démontrer :
o (u, > uetv, >v)= (u, +v, > u+v);
o (u, = uet\, = A = (Au, — Au);
o (un = 1) = (Junll = )
u1+u2++un

e (Plus délicat) (u, — u) = (U, := " — u).

Exercice 2.1.1.6. Soit (E,d) un espace métrique. Montrer :

(un, ne converge pas vers u) < (limsup d(u,,u) > 0)
n—-+0oo
[Voir Annexe pour les notions de limsup et liminf d’une suite de réels/.

On a vu au Chapitre 1 (paragraphe 1.1.3) ce qu’était un point adhérent & A C E et ce
qu’était adhérence de A. Le résultat qui suit, d’un usage constant, dit tout cela a
P’aide de suites.

Théoréme 2.1.1.7.
1. (u€ A) < (3(u,) C A telle que limu,, = u) ;

2. (A est fermée) < (Toute suite convergente d’éléments de A a sa limite dans A).

Autrement dit : A est 'ensemble des points (de E) accessibles (comme limites) par des
suites convergentes de points de A.

Démonstration

1. Soit u € A. Par définition, toute boule B(u,r) (r > 0) "coupe" A. Ainsi, pour tout
n € N*, il existe un élément dans B(u, %) N A, élément que nous notons u,. alors,
(un) = u et limu, = u (puisque d(u,,u) < =).

Réciproquement, soit u € E tel qu'il existe une suite (u,) C A de limite u. Soit
B(u,r) une boule avec 7 > 0 aussi petit que 'on veut. Il existe alors N tel que
up, € B(u,r) pour tout n > N ; d’ou B(u,r) N A # (.

2. Ici c’est juste "rephrasing” que A = A.

[<] Soit u € A; d’aprés 1., il existe (u,) C A de limite u. Par hypothése u € A.
Dot A C A, soit A= A.

[=] Supposons A fermé, soit A= A. Soit (u,) C A de limite u. D’aprés 1. u € A,
et comme A = A, le tour est joué.

Exercice 2.1.1.8. Soit E et F deux espaces métriques, et £ X F structuré en espace
métrique grace & une des distances naturelles (cf. Chapitre 1 paragraphe 1.1.2.). Soit
{(tn, V) }nen une suite d’éléments de E x F. Montrer :

(Um(wp, v,) = (u,v) dans E X F) < (limu, = v dans E et limv, = v dans F).
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Et si la suite (u,)nen n'est pas convergente (elle est alors dite divergente) ? On peut
néanmoins analyser un peu mieux son comportement quand n — 400 en examinant les
sous-suites éventuellement convergentes.

Définition 2.1.1.9. On appelle valeur d’adhérence de (u,)nen toute limite d’une sous-
suite de (Up)nen-

Evidemment, une suite convergente n’a qu’une seule valeur d’adhérence, qui est sa
limite. Attention! une suite peut n’avoir aucune valeur d’adhérence (vous avez un
exemple 7)

Exercice 2.1.1.10. Déterminer les valeurs d’adhérence de la suite réelle (sinn),en.

C’est ici 'occasion de rappeler le résultat fondamental que voici (vu en 1¢" cycle).

Théoréme de BOLZANO et WEIERSTRASS !

Pour en savoir plus sur les valeurs d’adhérence d’une suite de réels, lire attentivement
I’Annexe du présent chapitre.

Dans (I'espace euclidien) R™, de toute suite bornée on peut extraire une suite
convergente.

2.1.2 Suites de CAUCHY

Définition 2.1.2.1. On dit que (u,)nen est une suite de CAUCHY de (E, d) (ou vérifie
le critére de CAUCHY) lorsque d(xy,, T,) — 0 quand m et n — +o00.

Cela se traduit par :
Pour tout € > 0, il existe N, tel que

(p>N:etq>N.)= (d<up>uq> <e¢).

Ceci est une notion délicate ; passer un peu de temps a contempler et com-
prendre cette définition.

Exercice 2.1.2.2. Soit (u,)nen une suite vérifiant :

Vpe N, lim d(upip,u,) =0.

n—-+o00

FEst-elle de CAUCHY ¢ Hé hé...

1. Bernhard BoLzANO (1781-1848), mathématicien tchéque mais de langue et culture allemande.
Karl WEIERSTRASS (1815-1897), mathématicien allemand que l'on considére comme le fondateur de
I’Analyse moderne.

Le théoréme évoqué fut énoncé par BOLZANO vers 1830 et démontré par WEIERSTRASS au début des
années 1860.

Dans le Nord de I'Ttalie il y a une ville du nom de BOLZANO, il parait qu’on en sort par la voie appelée
la Weier... strasse.
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Exemple 2.1.2.3. Soit E = C([0,1],R) structuré en e.v.n. par la norme

Hflh:—/0 R | d.

Soit la suite (fn)n>2 définie comme suit :

0 si 0<t<i—1
fa):=¢ nt+(1-2%) si $—L<t<2,
1 si o5 <t<l1

[un petit dessin s.v.p.!]
e Montrer que (f,) est une suite de CAUCHY de (E, ||.||1).
o Montrer que (f,) n’est pas convergente dans (E, ||.||1), i.e. il n’existe pas de f € E
telle que que im || f,, — f|l1 = 0.

1
+oo 3
Exercice 2.1.2.4. Dans [*(R) normé par ||z|| = (in) , on considére la

n=1
suite (en)nen définie comme suit :

en:=(0,...,0,1,0,...) [1 & la n-iéme position, 0 partout ailleurs|.
e Montrer que les e, appartiennent au fermé borné S(0,1) (c’est la sphére-unité de
*(R)).

e Montrer qu’aucune suite extraite de (e,) n’est convergente.

Propriétés élémentaires 2.1.2.5.

1. Si (uy) est convergente, elle est de CAUCHY.

2. Une suite de CAUCHY est nécessairement bornée.

3. Si (uy,) est de CAUCHY, toute suite extraite de (uy,) l'est aussi.
4

. St (u,) est de Cauchy et admet une valeur d’adhérence u, alors (u,) est
convergente et de limaite u.

Les propriétés 1., 2., 3. sont vraiment élémentaires a démontrer, elles se démontrent
comme dans le cas de suites réelles (il suffit de remplacer | u, — u, | par d(up, u,)). La
démonstration de 4. demande un peu plus de réflexion ; en gros : € > 0 étant donné, si
Up, € B(u,e) pour une infinité de (ng), et qu’on peut rendre d(u,,u,) aussi petit que
voulu, on aura d(u,,u) < & pour n assez grand.

Le probléme est qu’en général une suite de CAUCHY dans un espace métrique n’est pas

convergente dans cet espace! Ce qui motive la définition et la construction présentées
dans les paragraphes ci-dessous.
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2.2 Espaces métriques complets. Espaces de BANACH,
Espaces de HILBERT

Définition 2.2.1. Un espace métrique (E,d) est dit complet lorsque toute suite de
CAUCHY d’éléments de E est convergente dans E (pas dans un machin plus gros que E).
Un e.v.n. (réel ou compleze) (E,|.||) qui est complet pour la distance associée a ||.||
(rappel : d(u,v) := ||u —v||) est appelé un espace de BANACH ?

Un espace préhilbertien (réel ou complexe) (E, < .,.>) qui est complet pour la norme (et
donc la distance) associée a < .,. > (rappel : |u|| = \/< u,u>) est appelé un espace de
HILBERT *

Propriétés élémentaires 2.2.2.

1. Si (E,d) est complet et si § est une distance sur E équivalente 6 d, (E,0) est aussi
complet.

2. Si E et F sont isométriques (revoir si nécessaire la définition au paragraphe 1.1.1.
du Chapitre 1), E et F sont simultanément complets ou non complets.

3. Si E et F sont complets, alors il en est de méme de E x F structuré en espace
métrique grice a une des distances naturelles (cf. Chapitre 1, paragraphe 1.1.2.).

Exemple 2.2.3. (Q,| . |) n'est pas complet. La suite définie par :
u =1, Uppg = %(un + ui) pour tout n > 1,
"vit" dans Q, est de CAUCHY, mais ne converge pas vers un élément de Q (mais vers

quoi en fait ?).

Exemple 2.2.4. R" ou C" muni d’une des normes de HOLDER au choix est complet
(donc un espace de BANACH ).
R™ munt du produit scalaire usuel < .,. > est complet, donc un espace de HILBERT.

Exemple 2.2.5. E = [0,1] muni de la distance usuelle (d(u,v) =| u — v |) n'est pas
complet. Que manque t-il pour qu’il le soit ? Proposer un E, contenant E, mais le plus

petit possible (au sens de l'inclusion) et qui soit complet.

Exercice 2.2.6. £ =|0,4o00| muni de la distance usuelle n’est pas complet. L’est-il pour
la distance 6(u,v) =|In(%) | ? (Rép. Oui).
Exemple 2.2.7. Quelques grands classiques (cf. paragraphe 1.2.3. du Chapitre 1).

1. (B(E,K),|.]|s) est un espace de BANACH.

2. Stephan BANACH (1892-1945), mathématicien polonais, I'un des péres de I’Analyse fonction-
nelle. BANACH travaillait surtout dans un bar (comme quoi tous les espoirs vous sont permis!), en écrivant
parfois sur la nappe... que ses disciples s’empressaient, de récupérer ensuite.

3. David HILBERT (1862-1943), mathématicien allemand qui a produit une ceuvre considérable; il
s’intéressait & tous les domaines des mathématiques, tant théoriques qu’appliquées. HILBERT généralise
au début du siécle la notion de produit scalaire & des espaces de suites; ce n’est que vers 1930 que fut
proposée ’axiomatisation des espaces dénommés "de HILBERT".

Il y a quelques années, une étudiante allemande dénommée HILBERT s’est présentée pour s’inscrire en
mathématiques & 'université Paul Sabatier. La premiére question que I’Administration lui posa fut :
"Hilbert, votre dossier est-il... complet 7"
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(C([a,b],K),||.llcc) est un espace de BANACH (sous-espace de (B([a,b],K), ||.||ls))-
co(K), ¢(K), I*°(K) munis de la norme ||.||« sont des espaces de BANACH.

(I"(K), ||.|l,) est un espace de BANACH.

Soit E := {f € B(R,R), lim | f(t) |= 0}. Alors (E,||.||x) est un espace de

li
[t| =400
BANACH.

GuB o

S

(I*(K),< .,.>) est un espace de HILBERT.

7. (C([a, 0]),

< .,.>) nest pas complet, ce n'est donc pas un espace de HILBERT.
8. (CY([a, b)), < .,.>1) n'est pas complet, ce n’est donc pas un espace de HILBERT.

Il est toujours intéressant de savoir que (F,d) est complet : en effet, si tel est le cas, on
peut démontrer qu’une suite est convergente sans connaitre (ou subodorer) la limite
d’avance; il suffit (si 'on peut dire!) de démontrer que la suite est de CAUCHY ; il reste
ensuite a en déterminer la limite, ce qui n’est pas toujours nécessaire ou demandé.

Et si (E,d) n’est pas complet (ce qui est le cas de beaucoup d’espaces fonctionnels) ? Eh
bien "on compléte"...
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2.3 Complété d’un espace métrique, d’un e.v.n., d’un
espace préhilbertien

L’idée de "compléter" (F,d) pour en déduire un espace métrique complet (E,d) "plus
gros, mais pas trop"” est d’enrichir E' d’éléments nouveaux et de prolonger la définition
de d de sorte que :

Il existe une application ¢z : £ — LN? vérifiant
1. 7 est une isométrie de (F,d) dans (E, cNZ) ;
2. Padhérence de i(F) dans E est E tout entier (on dit que i(E) est partout dense
dans E)

Théoréme 2.3.1. On peut associer a tout espace métrique (E, d) un complété (E,d).
Ce complété est unique a une isométrie pres c’est-a-dire : si (El, dl) et (EQ, d2) sont

deuz complétés de (E,d), alors (El,dl) et (Eg,dg) sont isométriques.

Ce théoréme n’est pas démontré ici. La construction effective de (E,d) a partir de
(E, d) peut étre compliquée et abstraite; une des maniéres de faire est comme pour
passer de (Q,|.]) a (R,|.]) [pour celles et ceux qui ont pu voir cette construction]|.
La possibilité de compléter (E, d) est satisfaisant du point de vue théorique, mais les

objets obtenus dans E sont beaucoup moins "palpables" que les objets "simples" de
I’espace de départ E.

Quelques commentaires a propos de 1. et 2. au-dessus :

(a) On n’a pas "perdu" en passant de E' a E, puisque F "s'identifie" a une partie de E.

(b) Tant qu’on est dans E (dans ¢(F) si on veut étre tout a fait rigoureux), d West autre
que d.

(c) Méme si I'objet u € E \ E est exotique et pas "palpable", il est limite d’une suite
d’éléments u,, de E, donc plus accessibles.

Naturellement, si (F, d) est déja complet, inutile d’aller le compléter, en d’autres termes

on garde (E,d) pour (E d)

Dans les mathématiques appliquées aux Sciences de I'ingénieur, on est amené a
construire de nouveaux espaces fonctionnels pour "bien poser" les problémes,
c’est-a-dire étre str de Pexistence (et, si possible de 1'unicité) des solutions; ceci est
particuliérement vrai dans les problémes Variationnels ou d’équations aux dérivées

partielles. La construction ' exphClte” de (E d) a partir de (E,d), c’est-a-dire une

réalisation "concréte" de (E d) n’est pas chose facile en général.
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Complété d’un e.v.n.

Si (E,||.||) est un e.v.n., il est aussi métrique grace a la distance associée (rappel :
d(u,v) = ||lu —v]|). Qu’advient-il si on compléte (E,d)? Certes un espace métrique
(E,d), mais la particularité (attendue, il est vrai) est que E est structuré en espace

vectoriel et que d dérive d’'une norme ||.||~.

Théoréme 2.3.2. Soit (E, d) lespace métrique complété de (E,|.||). Il existe alors sur
(E,d) une structure unique d’espace vectoriel et une norme ||.|~ telle que :
1. (E,||.|) est linéairement isométrique & un sous-espace vectoriel partout dense de

Iespace de BANACH (FE, |.||™)

2. d dérive de la norme -1~

(E, |.1I™) est appelé 'espace de BANACH complété de le.v.n. (E,|.|)-

Le point 1. du Théoréme 2.3.2 peut étre traduit en : il existe i : E — F linéaire,
bijective de E sur i(F), avec :

|li(uw)||~ = ||ul]| pour tout w € E,
i(E) = E.

Exemple 2.3.3. (C([a,b]), ||.||,) n'est pas complet. La théorie de la Mesure et de I’Intégra-

tion lui fournit un complété concret qui est lespace (dit) de LEBESGUE? LP([a, b]).Chaque

[ de C([a,b]) est identifié o un élément de LP([a,b]), a savoir la classe des fonctions qui
ne different de f que sur un ensemble de mesure nulle.

En fait, historiquement, 'intégration a la LEBESGUE n’a pas été confectionnée pour
compléter des espaces non complets comme (C([a, b)), ||.||,), mais il s’est avéré que
"représenter" le complété de (C([a, b)), ||.||,) revenait & faire de 'intégration a la
LEBESGUE de fonctions sur [a, b] (ce qui constitue un argument en faveur de ce type
d’intégration plutét qu’un autre).

Complété d’un espace préhilbertien

Théoréme 2.3.4. Soit (E,< .,. >) un espace préhilbertien réel et (E, ||.||) le complété
de Vevn. (B, ||.|| = V< -,->). 1l existe alors une structure unique d’espace préhilbertien
réel sur (E, ||.||™) (i-e. un produit scalaire < .,. >~ sur E) telle que :

1. (E,< .,.>) est linéairement isométrique a un sous-espace vectoriel partout dense
de espace de HILBERT (E, ||.||™).
2. |1~ est /|||~

(E, < .,.>") est appelé Uespace de HILBERT complété de (E, < .,.>).

4. Henri LEBESGUE (1875-1941), mathématicien francais & qui on doit une fameuse théorie de la
Mesure et de I'Intégration.
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Exemple 2.3.5. C'([a,b],R) muni du produit scalaire

b b
< fog > / F(t)g(tydt + / 76y ()t

est un espace préhilbertien réel non complet. Une "réalisation concréte” du HILBERT
complété de cet espace est ce qu’on appelle lespace de SOBOLEV® H'([a,b]), en gros
Uespace des fonctions f € L*([a,b]) dont la "dérivée généralisée” f' (non définie ici) est
aussi de carré intégrable. Le produit scalaire dans H'([a,b]) a alors la méme allure que
<>

Exercice 2.3.6. On désigne par Cx(R) espace vectoriel des fonctions continues sur R
mais qui sont nulles en dehors d’un borné, et par LP([a,b]) l’espace de LEBESGUE des
fonctions mesurables de puissance p-iéme intégrable.

Lire (et méditer sur) le tableau "de complétion” suivant.

Espace Produit scalaire ou norme Espace complété
b
Clla.tlB) | < fg>= [ fOgt L2, 1)
C([a, 0], R) [-llp, p=1 Lr([a, b])
Ck(R) -1l L'(R)
Ck(R) [-ll2 L*(R)
Ck(R) |-l {f:R =R continue ‘ |lim f(t) =0}
t|—-+o0

Exercice : Convexité de la fonction distance.

Soit A une partie fermée non vide d’un e.v.n. (E, ||.].).
A quelle condition (nécessaire et suffisante) sur A la fonction distance d, est-elle
convexe ?

Exercice : Convergence forte vs. convergence faible.

Dans un espace préhilbertien réel (H, < .,. >) on dit que la suite (u,) converge
faiblement vers u (et on écrit u, — u) lorsque :

Yo e H < u,,v>— <u,v>.
n—-+oo
La convergence usuelle de (u,,) vers u (i.e. celle définie a partir de la norme (donc de la
distance) associée a < .,. >) est appelée convergence forte.
e Montrer : (u, — u) = (u, — u).
e (Résultat facile et intéressant) Montrer : (u, — u) < (u, — u et ||u,|| — [|ul]]).

5. Serguei SOBOLEV (1908-1989), mathématicien russe dont les travaux ont porté sur les équations
différentielles et aux dérivées partielles (e.d.p.), domaine dans lequel on lui doit de nouvelles méthodes
de résolution. Les "espaces de SOBOLEV" interviennent dans la résolution de problémes variationnels et
d’e.d.p..
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Exercice : Distance de HAUSDORFF °

Soit IC 'ensemble des fermés bornés non vides de R™. Etant donné K; et K5 dans K on
pose :
(K1, Ka) :=sup{dr,(z) : v € K1} ;
AH(Klp KQ) = max{e(Kl, KQ), €<K2, Kl)}
1. Visualiser les définitions de e(K7, K») et Ay (K7, K») en illustrant ce que signifie
€(K1,K2) S € et AH<K1,K2) S e.
2. e Démontrer que Ay définit une distance sur K.
e Montrer : Ay (K, Ky) = sup | dk, () — dg,(x) |.
zeR?

3. (K, Ap) est-il complet ?

Exercice (Intéressant, important, pas difficile)
Soit (F,)nen une suite de fermés non vides de I'espace métrique complet (E, d). On
suppose :

1. F,,.1 C F,, pour tout n € N;

2. diam(F,) — 0.

n—-400

Démontrer qu’alors ﬂ F,, est réduit a un point et un seul.
n
Exercice : Distance ’EKELAND *

[A faire lorsqu’on en saura un peu plus sur la mesure de LEBESGUE sur R|.
Dans E :=C([0,1],R) on définit :

dg(f,g) := mesure de LEBESGUE de {t € [0,1] : f(t) # g(t)}.

e Montrer que dg définit une distance sur F.
dg vient-elle d’une norme sur l'e.v. E'7
e (E,dg) est-il complet ?

Exercice

Soit E :=C([a,b],R) et v : E — R définie par :

v(f) =] fla) | + / R | d.

e Montrer que v définit une norme sur E (ce qui ne plait pas trop aux étudiant-e-s...)
et que cette norme n’est pas équivalente a ||.[|;.

e Vérifier que (F,v) n’est pas de BANACH.

e Quel serait une réalisation du complété de (E,v)?

6. Felix HAUSDORFF (1868-1942), mathématicien allemand connu comme 'un des fondateurs de la
Topologie générale. Ce que I’on sait moins, c’est qu’il se suicida avec sa femme et sa soeur pour échapper
a l'internement par les Nazis.

7. Ivar EKELAND (1944-.), mathématicien francais, professeur a I’Université de Paris IX-Dauphine.
EKELAND a utilisé dg dans la démonstration de théorémes relatifs & la Commande optimale.
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ANNEXE

Tout ce que vous voudriez savoir sur liminf et limsup et
que vous n’osez demander...

Ceci est aussi utile dans le contexte du Cours sur la Mesure et I'Intégration.

Soit (av,)nen une suite de réels (car on va comparer des valeurs!)

Soit 5, := sup{ay, @ui1, ...} (sup de la "queue de la suite").

On a Bni1 < Bn (d’accord ?), ce qui fait que (B, )ney a une limite 3 mais dans R. On

appelle limite supérieure de (o, ),en et on note limsup o, (ou encore lim «,) la
n—-+o0o n—+00

limite de (8,) quand n — +oo.
En bref (tout ¢a dans R) :

limsupa,, = lim (sup{an4p:p € N})
N——— n—+oo
B

= ;rellf\](sup{anw :p € N}).

Propriété fondamentale

De la suite (), on peut extraire une suite (o, )r dont la limite est 3, mais on ne peut
pas en extraire une dont la limite serait > f.

S est donc "la plus grande limite possible de sous-suites de (a,)"

Question : quand est-ce qu'une suite (a;,) est majorée ?
Réponse : exactement quand lim sup a,, < +00.

On définit d’'une maniére similaire la notion de limite inférieure de (a;,),en-

Soit 7, := inf{ay, ayi1, ...} (inf de la "queue de la suite").

On a Ypi1 > v, (d’accord ?), ce qui fait que (v, )nen a une limite v dans R. On appelle
limite inférieure de (o, )nen et on note liminf o, (ou encore lim a,) la limite de (7,)

n—r+00 n—+00
quand n — +00.
De fait (dans R) :
lim inf = i inf : N
im inf o, n_lgloo(m {ansp :p €N})

v

= sup(inf{a,4, : p € N}).
neN
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Il n’est pas difficile a voir que

liminfa,, = —limsup(—ay,)
liminfor,, < lim sup ay,

} (dans R)

Propriété fondamentale

De la suite (o), on peut extraire une suite (o, )r dont la limite est v, mais on ne peut
pas en extraire une dont la limite serait < +.

~ est donc "la plus petite limite possible de sous-suites de (a;,)"

Question : quand est-ce qu’une suite (a,,) est minorée (resp. bornée) ?
Réponse : exactement quand liminf o, > —00 (resp. quand liminf «, et lim sup «,, sont
toutes deux finies).

Bien noter que, contrairement a la notion de limite, les notions de limite supérieure et
de limite inférieure sont toujours définies. Un réflexe a avoir :

(o, < M pour tout n € N) = (lim o, < M)

NON ! si on ne sait pas au préalable que («,) a une limite.
MATIS : (v, < M pour tout n € N) = (limsup o, < M). Implication toujours vraie.

Evidemment on s’attend au résultat suivant :

Proposition
((ap ) converge vers a) < (liminf oy, = limsup av, = ).

Et si la suite () n’est pas convergente mais seulement bornée 7

Alors I'ensemble des valeurs d’adhérence de (ay,) est un fermé borné de R, contenu dans
[lim inf av,, lim sup o, et contenant les deux extrémités de ce segment.

Il se peut méme que cet ensemble de valeurs d’adhérence de () soit

[lim inf o, lim sup ay,] tout entier.

Exercice (Résultat utile dans I'étude de la convergence de certaines méthodes itéra-
tives).

Soit (a,) une suite bornée de réels telle que o, 41 — o, —> 0.
n—-+0o0o

e Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de (a,),, est exactement le segment
[lim inf v, lim sup o, ].
e Supposons que 'on sache que
{valeurs d’adhérence de (o), } C {a1,...,a,} (ensemble discret).
Verifier qu’alors toute la suite («,) converge, et que sa limite est 'un des a;.

Les régles de calculs sur liminf et lim sup sont évidemment moins simples que celles sur
les limites. Elles résultent néanmoins des définitions mémes. A titre d’exemples :
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e liminf v, + liminf §, < liminf(a, + £,) < liminf o, 4+ limsup 3, (& condition que les
sommes soient bien définies, i.e. qu’on évite +oo + (—o0)).
e (un cas ou "ga passe a travers").
Si (f,,) converge vers [3,
liminf o, + 8 = liminf (o, + 3,),
lim inf(a,, + 3,,) = lim sup «,, + .

Un peu de pratique et vous verrez que ces notions et le calcul qui va avec ne sont pas
difficiles et qu’elles s’avérent trés utiles.
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Chapitre 3

FERMES D’UN ESPACE METRIQUE,
DENSITE, SEPARABILITE ; OUVERTS
D’UN ESPACE METRIQUE ; COMPLEMENTS
SUR LES PARTIES COMPLETES D’UN
ESPACE METRIQUE ; PARTIES COMPACTES
D’UN ESPACE METRIQUE

"L’incroyable utilité des mathématiques dans les sciences de la nature touche
au mystere; on en connait aucune explication rationnelle.”

E . WIGNER

"Qui respecte la Nature fait des mathématiques.”

J.-L.LIONS
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3.1 Fermés d’un espace métrique. Densité. Séparabilité

On a vu au Chapitre 1 paragraphe 1.3, ce que signifiait :
e "u est adhérent & A", "u est intérieur & A" ;

o A est adhérence de A, A (ou intA) est 'intérieur de A.
Nous allons dans ces paragraphes travailler un peu plus avec ces notions. Les propriétés
qui suivent sont vraiment faciles & démontrer : il suffit d’utiliser les définitions.

On est toujours dans le contexte d’un espace métrique (F,d).

Proposition 3.1.0.6.
1. (Ac B)= (Ac B).
2. (AJUAU..UA,) =AUAU...UA,

mazis

3. UA,— C UE, sans qu’on ait nécessairement égalité lorsque I est infina.
i€l el
4. (AiNAsnN..NA,) C AiNA,N ... N A, sans qu’on ait nécessairement égalité.

Il faut que le lecteur-étudiant se construise tout de suite des exemples montrant que les
inclusions 3. et 4. peuvent étre strictes

(ygms (| © | YY) suep ayoIayoel aun ‘sonbriduwoos sejdwexe sep Isypiayo Io[[e,p auted B[ sed “puj).
Rappelons que A est toujours "plus gros" que A (i.e. A C A), parfois nettement plus

gros.

Définition 3.1.0.7. A est dite fermée (dans (E,d)) (ou encore "est un fermé de
(E,d)") lorsque A = A.

Autrement dit, A est fermée lorsqu’elle coincide avec sa fermeture, ces définitions sont
bien cohérentes!

Naturellement, "dans (E,d)" est 1a pour préciser avec quelle distance on travaille; A
peut étre fermée dans (F,d;) et ne pas I'étre dans (F, ds), cf. Exercice 3.1.2.7.
ci-dessous.

Théoréme 3.1.0.8. (fondamental)

1. Toute réuniton finie de parties fermées de E est fermée.

2. Toute intersection de parties fermées de E est fermée.

L’assertion 1. du Théoréme au-dessus vient immédiatement de 2. de la Proposition
3.1.0.6. (et de la Définition 3.1.0.7.), tandis que l'assertion 2. du méme théoréme résulte

de f~]144 ij—];1;

i€l i€l
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3.1.1 Fermeture relative, fermé relatif

Soit F' C (E,d), et sur F' on considére la restriction de la distance d (que I'on note de la
méme fagon) ; on a ainsi affaire & un nouvel espace métrique (F,d). Questions : Fermer
A (C F) dans (F,d) et fermer A dans (E,d) sont-ils synonymes ? L’adhérence de A
dans (F,d) a-t-il un lien avec 'adhérence de A dans (E,d) 7 les réponses se trouvent
étre fort simples.

Théoréme 3.1.1.1. L’adhérence de A (C F) dans (F,d) est exactement l’adhérence de
A dans (E,d) intersectée avec F.

Ainsi, A (C F) est fermée dans (F,d) si, et seulement si, A est de la forme BNF ou B
est fermé dans (E,d).

Démonstration

e D’aprés ce qui a été vu au Chapitre 2, paragraphe 2.1.,

. I'adhérence de A dans (F,d) est 'ensemble des limites de suites convergentes
(r,) C A qui se trouvent dans F';

. AN F est 'intersection avec F' de I'ensemble des limites de suites convergentes
(x,) C A.

D’oui le premier résultat annoncé.

e Soit A fermée dans (F,d) : A= a’ (i.e. A est égale a son adhérence dans (F,d)),
mais A’ = ANF (démontré au 1" point); d'ott A = AN F, c’est-a-dire A= BN F,
oll B est la partie fermée A.

Réciproquement, si A = BN F avec B fermée dans (E,d), alors A C B, d'ou A C B,
de sorte que ANF C BN F; ainsi A (=ANF)CBNF (= A), ce quil fallait
démontrer.

Conséquence : Lorsque F est fermée dans (F,d), il n’y a pas de différence entre "étre
fermée dans (F,d)" (notion relative & F') et "étre fermée dans (F,d)" (fermeture dans
I'espace ambiant E).

3.1.2 Densité et approximation dans (F,d)

Définition 3.1.2.1. Soit A et B deux parties de E. On dit que A est dense dans B
lorsque B C A.
En particulier (cas particulier ot B = E), on dit que A est (partout) dense dans E
lorsque A = E.

Cette situation est fréquente en Analyse : on ne sait pas travailler sur des objets
mathématiques (par exemple des fonctions) compliqués (ceux de B), mais ces objets
sont "aussi prés que on veut" d’objets simples (ceux de A); cela facilite la vie et on
peut espérer que des propriétés vraies pour les objets de A "passent" a ceux de B. Si
u € B et que A est dense dans B, il existe une suite (u,)C A qui converge vers u, et
pourvu que la propriété considérée, vraie en tout u, € A, "passe a la limite", elle sera
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aussi vraie en u (€ B). On reverra cette maniére de faire au chapitre suivant, une fois
qu’on aura exposé la notion de continuité d’applications.

Définition 3.1.2.2. (F,d) est dit séparable (ou de type dénombrable) s’il existe une
partie dénombrable {uy : k € N} C E partout dense dans E. Autrement dit si :

{ug, wy..., ug, ...} = E.

La plupart des espaces de travail (£, d) que nous rencontrerons sont séparables, mais il
en existe qui ne le sont pas! (sinon on n’aurait pas proposé de définition...). Par
exemple, [P est séparable pour 1 < p < +00, mais [* n’est pas séparable (curieux,

non 7).

Exemple 3.1.2.3. (vu en 1°" cycle, chapitre sur lintégration de RIEMANN)

Soit E([a, b],R) l'ensemble des fonctions en escalier sur [a,b]. Alors E([a,b],R) est par-
tout dense dans (C([a,b],R),||.||s). Conséquence : (C([a,b],R), |.|]|«) est séparable (pour-
quoi done ?).

Exemple 3.1.2.4. (K.WEIERSTRASS, forme polynomiale)
Soit P([a,b],R) l'ensemble des fonctions polynomiales sur [a,b] (sans restriction sur le

degré!). Alors P([a,b],R) est partout dense dans (C([a,b],R),||.]|c)-

Exemple 3.1.2.5. (K.WEIERSTRASS, forme trigonométrique)
Soit Tor(R,R) 'ensemble des fonctions de la forme suivante :

d
teR— Z(ak cos(kt) + by sin(kt)),
k=1
o d € N*, ay, et by sont réels (on appelle parfois ces fonctions les "fonctions polynomiales
trigonométriques”). Soit Cor(R,R) ’espace vectoriel des fonctions continues sur R et 27-
périodiques, normé par ||.||o-
Alors Tor (R, R) est dense dans (Cor (R, R), ||.|loc)-

Exercice 3.1.2.6. Soit (E,||.||) un e.v.n. (réel ou complexe), soit V un sous-espace vec-
toriel de E. Montrer que V est aussi un sous-espace vectoriel de E.

(On a fréquemment la situation ot un sous-espace vectoriel V. de E est partout dense
dans E, cf. les exemples supra).

Exercice 3.1.2.7. (Intéressant).
Considérons C([0, 1], R) normé par ||.|| ou par ||.||1. On pose

V= {feC(0,1],R) : £(0) = 0}.

o Montrer que V est fermé dans (C([0, 1], R), ||.|lsc)-
e Montrer que V est partout dense dans (C([0,1],R),||.]|1)-

Exercice 3.1.2.8. (Intéressant).
Soit H un hyperplan de l’e.v.n. (E,||.||). [Un hyperplan H est un s.e.v. de E tel que

F sev.de E F=H
et = ou
HCF F=F
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e Démontrer qu’un hyperplan H de E est soit fermé (H = H), soit partout dense
dans E (H =F)
o A la lumiére de ce résultat général, revoir I’Exercice 3.1.2.7.

Exercice 3.1.2.9. (Quasi-trivial).
Soit A C (E,d). Vérifier que A est fermé si, et seulement si, A contient fr A (la frontiére
de A).
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3.2 QOuverts d’un espace métrique
Ce (court) paragraphe est d’un paralléle saisissant avec le paragraphe 3.1..

Proposition 3.2.0.10.

1. (AC B)= (AC B).

o

2. ALNAsN .. NA,=ANAN...N0A,,

mais
(o]
[¢]
3. ﬂAi C ﬂAi, sans qu’on ait nécessairement égalité lorsque I est infini.
iel iel

(o}

4. ,Al UAyU...U An: DATUAU...UA,, sans qu’on ait nécessairement égalité.

o

A est, rappelons-le, toujours "plus petit" que A (i.e. A C A), parfois nettement plus

petit (puisqu’on peut méme avoir A = ().

Définition 3.2.0.11. A est dite ouverte (dans (E,d)) (ou encore "est un ouvert de

(E,d)") lorsque A = A.
A est donc ouverte lorsqu’elle coincide avec son intérieur qui, lui, est toujours ouvert.

Théoréme 3.2.0.12. (fondamental).

1. Toute intersection finie de parties ouvertes de E est ouverte.

2. Toute réunion de parties ouvertes de E est ouverte.

Le 1. du Théoréme 3.2.0.12 vient immédiatement du 2. de la Proposition 3.2.0.10. (et de

~ = o
la Définition 3.2.0.11.), tandis que le 2. du Théoréme 3.2.0.12. résulte de UAZ- D UAi'
i€l icl

Entre les notions d’intérieur et de fermeture, on a un "jeu de bascule" qui s’appuie sur
le passage au complémentaire. Rappelons & cet égard que A“(:= (A°)°)= A (on retombe
sur nos pieds!).

Proposition 3.2.0.13. "Le jeu de bascule”

1. A° = (A), (A°) = (A)°
2. (Chapitre 1, page 8, "revisited") : A est fermée si et seulement si A° est ouverte;
A est ouverte si et seulement si A° est fermée.
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Ce jeu de bascule est trés facile a retenir et a utiliser, il doit étre "mécanique" méme :

o

échange de (.) et (.) quand on passe de A & A°. Il explique aussi le paralléle entre les
Théorémes 3.1.0.8. du paragraphe 3.1. et 3.2.0.10. du paragraphe 3.2. (se rappelant tout
de méme que (U A = m A{ et que (ﬂ A= U A?). 11 suffit donc de retenir

iel iel iel iel
qu’un seul résultat pour retenir tous les autres. Voici une stratégie de mémorisation (qui
a fait ses preuves); on retient 'exemple que voici.

Exemple 3.2.0.14. Soit O;,i € N* ['ouvert de R défini comme ceci :
1
O, ={reR:z<1+-}.
i

Alors - et c’est facile a voir -
ﬂ O; =| — 00, 1] qui est un fermé.
iEN*

Comme "quand ce n’est pas I'un, c’est 'autre", on se remémore :

e C’est une intersection finie de parties ouvertes, qui est ouverte ("et donc" une
intersection quelconque de parties fermées qui est fermée).

e C’est une réunion quelconque de parties ouvertes qui est ouverte ("et donc" une
réunion finie de parties fermées qui est fermée).

Démonstration de la Proposition 3.2.0.13.
Il suffit de démontrer 'une des formules du 1. (d’accord 7), la premiére par exemple.
Que signifie u € (éc) 7 Réponse : il existe r > 0 tel que B(u,r) C A%
Que signifie u € (A)°? Réponse : u ¢ A, donc c’est le contraire de "u € A" qui a lieu, i.e.
non(Vr > 0, B(u,r) N A # (),
soit (Ir > 0, B(u,r) N A = () ce qui revient au méme que de dire (3r > 0, B(u,r) C A°).
[ |

Exercice 3.2.0.15. (a4 rapprocher de I’Exercice 3.1.2.8. de la p.38)
Soit V' un sous-espace vectoriel de l’e.v.n. (E,||.||). Alors :
o V==Florsque V=F;

[e)

o V =10 dés lors que V est strictement inclus dans E.
Le résultat est intuitif mais sa démonstration est nécessaire (et mérite d’étre faite).
Exercice 3.2.0.16. (ires facile).
On rappelle que frA = Z\jl Montrer que fr(A°) = frA.

Exercice 3.2.0.17. On appelle (parfois) extérieur de A linterieur de A°, on note ¢a
extA. Montrer :
E = (intA) U (frA) U (extA),

et que les trois parties en question sont disjointes deux & deux (on est & Uintérieur de A,
sur la frontiére de A, ou a Uextérieur de A, pas le choix pardi!).
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Exercice 3.2.0.18. (facile).
Démontrer que l'on a toujours fr(AUB) C (frA)U (frB), mais que l'inclusion inverse

est fausse en géﬁéml_.
Montrer que si AN B =10, alors fr(AU B) = (frA)U (frB).

Exercice 3.2.0.19. Donner des exemples de parties A C R avec
o frA=10 (il n’y en a pas beaucoup!) ;
o frA=R.

3.2.1 Ouverture relative, ouvert relatif

Soit F' C (E,d), on considére le sous-espace métrique (F,d).

Théoréme 3.2.1.1. L’intérieur de A(C F) dans (F,d) est exactement l'intérieur de A
dans (E,d) intersecté avec F.

Ainsi, A(C F) est ouverte dans (F,d) si, et seulement si, A est de la forme ONFE ot O
est ouverte dans (E,d).

Ceci se démontre (facilement), soit en revenant aux définitions originelles de
"T"intérieur"”, soit en se servant du Théoréme 3.1.1.1. du paragraphe 3.1.1. et du "jeu de
bascule" (Proposition 3.2.0.13.).

Conséquence

Lorsque F' est ouverte dans (F,d), il n’y a pas de différence entre "étre ouverte dans
(F,d)" (notion relative & F') et "étre ouverte dans (E,d)" (prise d’intérieur dans
'espace ambiant E).

Exercice 3.2.1.2. (résultat facile, mais qui peut paraitre curieur au premier abord).
Montrer que tout fermé est lintersection d’une famille dénombrable d’ouverts, et que tout
ouvert est la réunion d’une famille dénombrable de fermés.
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3.3 Compléments sur les parties complétes d’un espace
métrique

La définition qui suit n’est pas véritablement une nouveauté.

Définition 3.3.0.3. Une partie F' d’un espace métrique (E,d) est dite compléte si (F,d)
est un espace métrique complet.

Mais pour démontrer que F' est une partie compléte, faut-il chaque fois revenir a la
définition (avec les suites de CAUCHY)?
Fort heureusement non. Voici quelques propriétés dans ce sens ("Fermé" vs "Complet").

Théoréme 3.3.0.4. Soit (E,d) un espace métriqgue complet. Alors toute partie fermée
de E est compléte.

In short,
"Un fermé dans un complet est complet".

Démonstration

Soit (u,) C F une suite de CAUCHY. Puisque (E,d) est complet, il existe u € E tel que
U, — u. Mais puisque F' est fermée, la limite d’une suite convergente d’éléments de F'
est encore dans F'. Donc, ici, u € F, et le résultat annoncé s’ensuit.

Théoréme 3.3.0.5. Soit ' une partie complete d’un espace métrique (quelconque). Alors
F est fermée.

En bref,
"Un complet est toujours fermé".

Démonstration

Soit u € F. Tl existe donc une suite (u,) C F qui converge vers u. Cette suite (u,) est
une suite de CAUCHY de F'; comme F' est compléte, il existe v € F' tel que u,, — v. Par
suite, v = u (par unicité de la limite d’une suite) et donc u € F.

On a démontré que F C F.

Exemple 3.3.0.6. Soit (E, ||.||) un espace de BANACH, soit F' une partie de E, différente
de E, partout dense dans E (i.e. F = F).

Alors F' ne saurait étre compléte. Vous voyez pourquoi ?

Exemple 3.3.0.7. "Tu ne succomberas pas a la tentation de l'image”.
Soit £ complet, f : E — F une application "sympathique”, la sympathie allant jusqu’a
étre linéaire et continue (on reverra ¢a dans un chapitre suivant). Alors f(E) n’est pas
nécessairement une partie compléte de F', ni méme une partie fermée.
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3.3.1 Compléments sur les espaces vectoriels de dimension finie.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie d sur K (K est R ou C). Soit (ey, ..., eq)
une base de E : tout u € F s’écrit d’'une maniére unique u = x1eq + ... + xq4e4, ol les x;
sont les éléments de K (on les appelle "coordonnées de u dans la base (eq, ea, ..., eq)").
L’application
Q: K¢ — E
r=(T1,....,xq) — @(x):=m1061 + ... + Tg€q

est linéaire et bijective, c’est clair. Au fond, "avoir E, c’est comme si on avait K",

Comme conséquences (simples) :

e Si (E,|.]|) est un e.v.n. (quelconque), et si F' est un sous-espace vectoriel de
dimension finie de F, alors F' est une partie compléte et fermée de E.

e Si F est un e.v. de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes (on
n’a pas dit "toutes les distances"!) ; elles définissent une et une seule topologie [c’est
celle qu’on considére "naturellement” sur £, en 1'absence d’autres instructions].

3.3.2 Compléments sur les séries dans les espaces vectoriels nor-
mes.

Comme on a pu déja le constater pour les séries de termes généraux réels ou complexes
(en 1¢" cycle), il est extrémement rare qu’on puisse deviner la somme d’une série pour
démontrer qu’elle converge effectivement vers I’élément deviné; on démontre en fait que
le critére de CAUCHY (pour les séries) est vérifié. C’est aussi ce qui se passe pour les
séries dont les termes généraux sont dans des espaces vectoriels normés ; on travaille
essentiellement dans le cadre des espaces de BANACH.

Proposition 3.3.2.1. (Critére de CAUCHY pour les séries).

Soit (E, ||.||) un espace de BANACH sur K. Pour que la série de terme général u,, soit
convergente, il faut et il suffit qu’elle vérifie le critére (dit de CAUCHY) suivant :

Ve > 0, dNe tel que

(m >n > Ne) = ([[uny1 + Uny2 + o Funll <e).

La démonstration consiste simplement & écrire que la suite (S, := ug + uy + ... + Up)n
des sommes partielles de la série est une suite de CAUCHY, donc convergente dans E
complet (par hypothése).

Une série dont le terme général u,, est dans un e.v.n. (E,|.||) est dite

normalement convergente si la série de terme général ||u,|| (& termes réels > 0 donc) est
convergente. Ce concept ainsi que le théoréme qui suit ont été vus en 1¢" cycle,
essentiellement dans le contexte suivant : £ = C([a, b],K), ||.|| = [|-]/co-

Théoréme 3.3.2.2. ("Si BANACH, convergence normale entraine convergence”).
Soit (E,||.||) en espace de BANACH sur K. Si une série, de terme général u,, est
normalement convergente, elle est alors convergente. De plus :

+oo —+00
1Y Sl < M-
n=0 n=0
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Démonstration
e Par hypothése, la série (réelle) de terme général ||u,|| est convergente ; elle est donc
de CAUCHY :
Ve > 0,dN; tel que

(m>n=>Ne) = ([unall + [Jtnga| + .+ [Jum] < ).
Posons S, := ug + u; + ... + u,. On a donc, d’aprés ce qui précéde :
[Sm = Sull = lluns1 + tingz + o+ Ul < [[ungall + ungell + - 4 [umll < e

dés que m > n > N..
Par suite, (S,), est une suite de CAUCHY dans ’espace supposé complet F : elle
converge donc dans E. La série de terme général u,, est donc convergente dans FE.
e On a pour tout n :
1Sl < luoll + lluall + .. + [lunl]-
+o0

A droite de cette inégalité : ||ug|| + [Jur]] + ... + |Jun|| — Z ||t ]|-

n—-+0o =0

+o0o
A gauche de cette inégalité : S, — S := Zun d’aprés ce qui a été vu au 1¢

n—-+o00

n—=
point de la démonstration. Mais lorsque v, — v dans E, ||v,| — ||v]| (on est bien

d’accord ?); d’out ||S,.| - |S]|- Et le tour est joueé.
n—-+0o0

Exemple 3.3.2.3. Ezponentielle de matrice.
E = M, (K), muni de la norme ||.|| que vous voudrez.
(E,|.]]) est ainsi un espace de BANACH. Etant donné A € E, la série de terme général

— (élément de E'!) est convergente. Cela permet de définir :
n!

+o0 An
expA = Z P
n=0

Cette construction ainsi que les propriétés de A — expA sont essentielles
("incontournables" diraient les journalistes) en Analyse numérique matricielle, dans un
cours sur les Equations différentielles vectorielles linéaires, en Automatique, etc. Bien
des choses ont été dites a son sujet en premier cycle et en cours d’Analyse matricielle.
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3.4 Parties compactes d’un espace métrique

Nous allons étudier ici les parties de F ayant la propriété décrite ci-dessous.

Définition 3.4.1. Une partie K de (E,d) est dite compacte (ou est un compact) si de
toute suite d’élément de K ont peut extraire une sous-suite convergente vers un élément

de K.

Méme si ¢a ne se voit pas immédiatement sur la définition, demander & K d’étre
compact, c’est beaucoup demander. Voici quelques propriétés élémentaires des parties
compactes de E (on dit aussi "compacts de E").

Propriété 3.4.2. Soit K une partie compacte de E. Alors :

1

2
3
4
5

K est fermée;
K est compléte;
K est bornée;
K est séparable.

Si (u,) C K n'a qu’une seule valeur d’adhérence u, alors (toute) la suite (uy)
converge vers u.

Démonstration

1.

K est fermée car elle contient les valeurs d’adhérence de ses suites, et par conséquent,
les limites de ses suites convergentes.

Soit, (uy), une suite de CAUCHY d’éléments de K ; elle posséde une valeur d’adhé-
rence u € K, ce qui implique que u est la limite de la suite (u,), (est-on d’accord 7).

Supposons que K ne soit pas bornée, c¢’est-a-dire de diamétre infini :
sup{d(u,v) : u € K,v € K} = +o0. ll existe alors (u,), C K, (v,), C K, telles que

d(tp, vy) njoo +o00. Etant donné que K est compacte, on peut extraire des sous-

suites (U, )k et (vn, )r convergent respectivement vers des éléments u et v de K
(d’accord la-dessus 7). Donc d(u, v) = kEToo d(Up,,, vn, ) = 400, ce qui est impossible.

Résultat admis sans démonstration.

5. Supposons que (u,) ne converge pas vers u, c’est-a-dire limsup d(u,,u) > 0. Il

n—-+00
existe donc € > 0 et une sous-suite (uy, ) de (uy,), telle que d(u,,,u) > € pour tout

k e N.

Mais (up, )x est une suite d’éléments du compact K et, a ce titre, posséde une valeur
d’adhérence v(€ K). On en déduit d(v,u) > €, ce qui contredit que u est 1'unique
valeur d’adhérence de (u,,).

Introduisons les notions suivantes (Définition et Théoréme), toujours dans un espace
métrique (E,d). A passer en premiére lecture car hors programme.
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Définition 3.4.3.

1. St K C U O, ot les O; sont des ouverts de E, on dit que {O; }ic1 est un recouvre-
il
ment ouvert de E. Si la famille des {O;}icr est finie, on dit que le recouvrement
(ouvert) est fini.

K wvérifie la propriété de BOREL'-LEBESGUE si - et c’est la définition - de
tout recouvrement ouvert de K on peut extraire un recouvrement fini.

2. Une famille (F};);c; de fermés de E vérifie la propriété de l’intersection finie
sur K si - et c’est la définition -
VJ partie finie de I, alors ﬂ(K NE) #0.

iceJ

Munis de ce nouveau vocabulaire, nous allons caractériser les parties compactes K de FE.

Théoréme 3.4.4. Les assertions suivantes relatives ¢ K C E sont équivalentes :

1. K est compacte;
2. K wvérifie la propriété de BOREL-LEBESGUE ;

3. Si (F})ier est une famille de fermés de E vérifiant la propriété de l'intersection finie
sur K, alors ﬂ(K NE)#0;
iel
4. K est complete et, pour tout € > 0, K peut étre recouverte par un nombre fini de
boules de rayon c.

La démonstration de [2.<3.] est facile : ¢’est un jeu de bascule de passer de 'ouvert O;
(resp. fermé F;) au fermé F; := Of (resp. a 'ouvert O; := F¥).

La partie - essentielle - de I’équivalence entre 1. et 2. est plus longue et casse-pieds a
démontrer... glissons. Cette équivalence ouvre la voie & ce qu’est la notion de

"partie compacte" d’un espace topologique (F,7) dont la topologie n’est pas définie a
'aide d’une distance (cf. chapitre 1); ¢’est effectivement comme cela qu’on proceéde.
Reconnaissons que la notion de compacité, réduite au cas des espaces métriques (comme
nous le faisons, nous) perd beaucoup de sa substance...Voir commentaires en fin du
chapitre 1.

N’allons pas plus loin sans la célébre caractérisation des parties compactes d’un espace
vectoriel de dimension finie :

Les parties compactes d’un espace vectoriel de dimension finie sont exacte-
ment les parties fermées et bornées de cet espace.

Sinon, si K est une partie compacte d’un e.v.n. de dimension infinie, elle est certes
fermée et bornée (cf. Propriété 3.4.2) mais pour la réciproque on est loin du compte...

Proposition 3.4.5.

1. Emile BOREL(1871-1956), né et mort a S' Affrique (Aveyron). Un des grands bonhommes de
PAnalyse (et des Probabilités) du début du XX¢™¢ siécle. Homme politique aussi (Maire, Conseiller
général, Député, Ministre). Un petit pélerinage a S* Affrique s’impose.
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1. Si K compacte et si F C K est fermée, alors F est compacte (En bref, "un fermé
dans un compact est compact”).

2. Une réunion finie de compacts est compacte.

3. Une intersection quelconque de compacts est encore compacte.

Démonstration

1. Résultat immédiat & partir de la définition de "K compacte" et de la caractérisation
de "F est fermée" a 'aide des suites.

2. Soit K7 et K5 deux compacts, et démontrons que K; U K5 est encore compacte. On
utilise pour cela - et pour changer - la propriété (caractéristique des compacts) de
BOREL-LEBESGUE. Soit {O;};c; un recouvrement ouvert de K; U Ky. Puisque K
et K, sont compacts, il existe deux parties finies J; et Jy de I telles que

K1CUOZ‘€tK2CUOi.
i€y i€Ja
Donc, K U Ky C {J,c; O;, ot J := J; U J; est une partie finie de 1.

3. Si {K;}ier est une famille de compacts, K := ﬂKi est fermeée (car intersection
icl
d’une famille de fermés), et K est contenue dans un compact, K;, (ip € I) par
exemple. Donc, K est compacte (d’aprés le résultat démontré en 1.).

Exercice 3.4.6. La non-compacité de la boule-unité fermée de l’e.v.n. (C([0,1],R),].]|c0)-
Soit, pour n € N*, f,, : [0,1] — R définie comme suit :

fat) == 0si 2 <t<1;
fat) == 1—nt si0<t<2L (unpetit dessin s.v.p.)

e Montrer que f, est dans la boule-unité fermée (et méme dans la sphére-unité fermée)
de (C([0,1],R), [|-[|oc)-

e Montrer que la suite (f,), n’admet aucune valeur d’adhérence (c’est-a-dire aucune
sous-suite convergente).

Conclusion ¢

Exercice 3.4.7. Montrer que l’ensemble O,,(R) des matrices orthogonales de taille n est
un compact de M, (R).

Exercice 3.4.8. Une propriété des compacts qui sert assez souvent.
Soit (F,)n une suite de fermés non vides de E vérifiant :

F,.1 C F, pour tout n ;
F, C K pour tout n, ou Kest un compact de E.

Alors (,, F, n'est pas vide.
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Exercice 3.4.9. Soit (u,), une suite convergente de limite u. Montrer qu’alors K :=
{u, : n € N} U{u} est compacte.

Exercice 3.4.10. Soit (E, ||.||) un e.v.n. sur K =R ou C. Soit A et B deuz parties non
wvides de E. Démontrer :

(A fermée et B compacte ) = (A+ B fermée ) ;

(A fermée et B fermée ) % (A + B fermée ) ;

(A compacte et B compacte ) = (A + B compacte ).

Exercice 3.4.11. Soit e,, € [? définie comme suit : e, = (0,...,0,1,0,...,..) (comme d’ha-
bitude, 1 a la n-éme place, 0 partout ailleurs). Considérons la suite (a,), de I* construite
comme Suit : Aoy, = €p, Anye1 = 0. Alors :
e (a,) nest pas convergente, elle n’est méme pas de CAUCHY ; démontrez-le.
e (a,) n'a qu’une seule valeur d’adhérence, 0 en l'occurrence. Quelle conclusion peut-
on en tirer concernant la sphére-unité de 1> 2

Les propriétés qui vont suivre, non démontrées (il suffit de les avoir vues une fois), sont
mises ici pour faire toucher du doigt que les compacts d’un e.v.n. de dimension
infinie "sont rares".

1. Dans un e.v.n. de dimension infinie, les boules Bf(0,r) (ou les sphéres S(0,r)) ne
sont jamais compactes.
S’il se trouvait une boule By(a,r) compacte dans I'e.v.n. E, c’est que E est de
dimension finie...

2. Les parties compactes d’un e.v.n. de dimension infinie £ sont des "pelures
d’oignon", i.e. des ensembles d’intérieur vide. |[On connait en effet de tels cas :
K ={ay,...,a,} (nombre fini de points de E); K := fermé borné contenu dans un
s.e.v. de dimension finie de E].

"La chasse aux compacts est désormais ouverte!"

Dans un e.v.n. de dimension infinie (F, ||.||), on a peu de chance de trouver "beaucoup"
de parties compactes (pour la topologie définie par la norme ||.||, appelée topologie forte
parfois). Alors, que faire quand bien des théorémes de I’Analyse (nous en verrons des
exemples plus loin) demandent de la compacité dans leurs hypothéses ? Eh bien,
envisager des topologies autres que celles définies par ||.||, en fait des topologies non
définies via des normes (ou méme des distances), des topologies dites "faibles",
topologies pour lesquelles il y a moins d’ouverts (des topologies plus économiques en
quelques sorte) mais possédant par contre plus de compacts. La question de ces
topologies faibles se pose déja dans les espaces de HILBERT, exemples les plus simples
d’e.v.n. de dimension non nécessairement finie.

Pour tout cela on attendra un Cours d’Analyse fonctionnelle de Master; & chaque jour
suffit sa peine...
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Chapitre 4

Applications continues ; Applications
uniformément continues,
Homéomorphisme ; Applications
linéaires continues; Applications
continues définies sur un compact ;
Prolongements d’applications
continues.

"Un phénomeéne intéressant a propos de l’extension a des espaces fonctionnels de
résultats connus en dimension finie est qu’un résultat trivial en dimension finie peut se
révéler significatif dans le cadre des espaces fonctionnels”

G. BIRKHOFF
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On aborde dans ce chapitre la notion de continuité des applications

définies sur un espace métrique et & valeurs dans un autre espace métrique. Les
définitions et résultats ne sont pas surprenants, ils reproduisent ce qui a déja été vu au
1¢" cycle a propos des fonctions de la variable réelle, de plusieurs variables, etc.

4.1 Applications continues.

4.1.1 Aspect local : continuité en un point.

Définition 4.1.1.1. Soit (E,d) et (F,0) deux espaces métriques, f: E — F, et a € E.
On dit que f est continue en a si f(u) — f(a) (dans (f,0)) lorsque u — a (dans
(E,d)), c’est-a-dire lorsque :

Ve > 0,3n >0 tel que : (u € E,d(u,a) <n) = (0(f(u), f(a)) <e) (¢)

Ce qui s’écrit encore :

Ve > 0,3n > 0 tel que : f(B(a,n)) C B(f(a),e),

ou encore

Ve > 0,3n > 0 tel que : B(a,n) C f~YB(f(a),e))"
avec B(a,n) boules pour d et B(f(a),e) boules pour d.

Dans "< n" ou "< €" de (¢), on peut mettre des inégalités larges si on veut, "< n"
et/ou "< ") ¢a n’a aucune importance.

Exercice 4.1.1.2. Ecrire correctement, a l'aide de quantificateurs, que f n’est pas conti-
nue en a.

Dans le contexte d’espaces topologiques généraux (cf. Chapitre 1, pages 19 et 20), la
définition qu’on adopterait serait la suivante :

(f continue en a) < (Pour tout voisinage W de f(a) (dans F'), il existe un voisinage V'
de a (dans E) tel que f(V) C W).

Dans le contexte des espaces métriques, on va pouvoir travailler avec les suites (au lieu
de boules, voisinages, etc.). La caractérisation qui suit est trés utile en pratique.

Théoréme 4.1.1.3. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est continue en a;
et

2. Pour toute suite (z,,), convergente dont la limite est a, la suite (f(xy)), des images
par [ est convergente et de limite f(a).

1. Si B C F, la notation f~!(B) est pour {z € E : f(x) € B}. Attention au fait que cette notation,
usuelle mais ambigiie, peut faire penser -a tort- que f est bijective.
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Démonstration

Facile ; copie de ce qui a été fait en 1°" cycle dans pareil contexte.

Exercice 4.1.1.4. Soit (E, < .,. >) un espace préhilbertien réel ou compleze.

e Soit ug € E; montrer que la (dite) forme linéaire | : v € E — l(v) :=< v,uq > est
continue en tout point a de E.

o Soitb: Ex Ew b(u,v) :=<wu,v> est continue en tout point (a,b) de E x E.

Exercice 4.1.1.5. Soit ¢ : (C([0,1],R), ||.|l1) = R définie par o(f) := f(3) (évaluation
de f € C([0,1],R) au point i) Montrer que ¢ est linéaire mais n’est pas continue en
f=0.
Exercice 4.1.1.6. Soit E l’ensemble des fonctions polynomiales de R dans R.

1. On pose : P € E— ||P| = m[ax} |P(z)].

z€(0,1
Montrer que ||.|| définit une norme sur E.
2. Etant donné xq € R, on définit 0,, : P € E +— 0,,(P) := P(xo).

e Montrer que si xo € [0, 1], alors (la forme linéaire) 0,, est continue en tout point

P de E.

o On fait xo = 2 ici; montrer que Oy n’est continue en aucun point de E.

Proposition 4.1.1.7. (attendue bien sir!)

E 4 oF

gof N\, | g Sif estcontinueen a, et si g est continue en b:= f(a), alors go f
G

est continue en a.

Démonstration

Aucune difficulté.

4.1.2 Aspect global : continuité sur une partie

Définition 4.1.2.1. f : E — I est dite continue sur E si elle est continue en tout
point de E.

Par suite (cf. Proposition 4.1.1.7.), si f est continue sur E et si g est continue sur F,
alors g o f est continue sur E.

Théoréme 4.1.2.2. (Fondamental!). Soit f : E — F. Les assertions suivantes sont
equivalentes :

1. f est continue sur F ;
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2. Pour tout ouvert V de F, f~'(V) est un ouvert de E ;
3. Pour tout fermé W de F, f~Y(W) est un fermé de E ;
4. Pour tout X C E, f(X) C f(X).

Attention aux piéges! Les assertions 2. et 3. [qui sont les assertions équivalentes a 1. les
plus importantes| s’expriment a 1’aide d’images réciproques, tandis que 4. [assertion
équivalente & 1. moins importante, il est vrai] s’exprime a I'aide d’images directes.

Démonstration du Théoréme 4.1.2.2.

1.=4. Soit u € X ; il existe donc (u,), C X de limite u. Puisque f est continue sur E,
en u notamment, la suite (f(u,)), est convergente et de limite f(u) (¢f. Théoréme
4.1.1.3.). Comme f(u,) € f(X) pour tout n, on a bien f(u) € f(X).

X
4.=3. Soit W un fermé de F et soit X := f~'(W). Comme f(X) C f(X) (d’aprés
f

'énoncé 4.) et que f(f~L(W)) = WNf(E) (on est d’accord ?),ona f(X) C W = W.
Donc X C f~1(f(X)) € f7(W) =: X (car Vinclusion X C f~'(f(X)) est toujours

vraie). Avoir X C X c’est bien dire que X est fermé.

3.=2. Avec le jeu de bascule évidemment...
Soit V un ouvert de F. Alors V¢ est un fermé de F et, d’aprés 3., f~1(V°) est un
fermé de E. Mais f~1(V¢) = (f~1(V))¢ (sisi!), d’ou le caractére ouvert de f~(V).
2.=1. Considérons, pour ¢ > 0, 'ouvert B(a, ). Comme f~!(B(f(a),c)) est une ouvert
(d’aprés 2.), et se rappelant ce qu’est une partie ouverte de E, on est aussi assuré
de existence de n > 0 tel que B(a,n) C f~(B(f(a),e)). Et le tour est joué (revoir
la Définition 4.1.1.1. si nécessaire).

Exercice 4.1.2.3. Montrer que f : E — F est continue sur E si, et seulement si, l’image
(f(zy))n de toute suite convergente (x,,), de E est convergente (dans F évidemment).

Exercice 4.1.2.4. Soit f : E — R. Montrer :
(f continue sur E) & (MreR{z e E: f(x)<r}et{xecE: f(x)>r} sont ouverts).
& (VreR{zeFE: fx)<r}et{zreE: f(x)>r} sont fermés).

Bref, on n’a pas besoin de "scanner" tous les ouverts (resp. fermés) de R. Et si 'on
suppose seulement (Vr € R, {z € R, f(x) < r}) est fermé? Hé hé...

Exercice 4.1.2.5. Soit f : R — R.
o Montrer que si f est continue sur R, alors son graphe
gr f:={(z,y) eR?:y = f(x)} est un fermé de R.
o Montrer sur un exemple que la réciproque peut étre fausse.

Exercice 4.1.2.6. Soit f(x,y) € R* — f(z,y) := x, application évidemment (linéaire
et) continue sur R?. Trouver une partie fermée X de R? telle que f(X) ne soit pas fermée.
Cela contredit-il I’équivalence 1.</. du Théoréeme 4.1.2.2. ¢
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Exercice 4.1.2.7. Soit (E, ||.||1) et (F,|.||2) deuz e.v.n., soit f : E— F que l'on suppose

linéaire et continue sur E. Montrer que ker f :=={x € E : f(x) =0} est un fermé de E.
Quid de Imf :={f(x):x € E} ¢

Théoréme 4.1.2.8. Soit f et g: E — F toutes les deur continues sur E. On suppose
qu’il existe A partout dense dans E telle que f(a) = g(a) pour tout a € A. Alors f = g,
c¢’est-a-dire f(x) = g(x) pour tout x € E.

Résultat trés facile & démontrer, résultat important néanmoins. Les exemples de son
utilisation foisonnent...

Opérations préservant la continuité de fonctions numériques.

Proposition 4.1.2.9. Soit f,g: E — R des fonctions continues sur E. Alors sont aussi
continues sur E les fonctions suivantes :

f+g rf (oureR), fg, max(f,g), [fl, f*, f.

Si f: E— R est continue en a et si f(a) # 0, alors % est continue en a.

Les démonstrations sont quasiment les mémes que celles faites pour les fonctions de la
variable réelle ou de plusieurs variables réelles.

Exercice 4.1.2.10. Continuité de la "fonction record”.

Soit 0 : [ty, +oo[— R une fonction continue sur [to, +oo| (0(t) peut étre ’évaluation
la date t d’une température, du cours d’un produit & la Bourse, de la hauteur du niveau
d’eau & un barrage, etc.). On pose : f(t) .= max{0(7) : to < 7 < t}; f marque I’évolution
avec t du record de 0.

Montrer que [ est (croissante et) continue sur [to, +00l.

Exercice 4.1.2.11. Soit f : E — R continue sur E, et A une partie non vide de E.
Montrer :

sup{f(u) : u € A} = sup{f(u): u € A}.
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4.2 Applications uniformément continues. Homéomor-
phismes.

4.2.1 La continuité uniforme

Définition 4.2.1.1. Soit (E,d) et (F,0) deuz espaces métriques, f: E — F. On dit que
f est uniformément continue sur E lorsque :

Ve > 0,3n > 0 tel que : < ud%ui;)vgenE > = (0(f(u), f(v)) <e). (00)

C’est, évidemment une propriété plus forte que la continuité ; sa définition n’est en rien
plus compliquée que celle déja vue et étudiée pour les fonctions numériques de la
variable réelle. Contrairement a la continuité (Théoréme 4.1.2.2.), on ne peut
caractériser I'uniforme continuité sur F par des propriétés d’images réciproques
d’ouverts (ou de fermés).

Exercice 4.2.1.2. Ecrire correctement, o l'aide de quantificateurs, que f n’est pas uni-
formément continue sur E.

Procédé tres commode : Montrer que si l'on trouve (uy,), et (v,), telles que d(uy, v,) tende
vers 0 (quand n — +00) et §(f(un), f(vn)) ne tende pas vers 0, alors f ne saurait étre
uniformément continue sur E.

Exercice 4.2.1.3. Soit (E,< .,.>) un espace préhilbertien réel.
o Montrer qu’a u € F fizé, l'application v € E —< u,v > est uniformément continue
sur E (et méme Lipschitzienne sur F).
e Montrer que b : (u,v) € E X E +— b(u,v) =< u,v > n'est pas uniformément
continue sur £ X F.

Proposition 4.2.1.4. [Résultat attendu] Si f est uniformément continue sur E, et si g
est uniformément continue F', alors go f est uniformément continue sur E.

E L oF
gof N 1 g
G

Exercice 4.2.1.5. [Un grand classique] "La croissance en norme au plus linéaire d’une
application uniformément continue”.

Soit (E,||.|[1) et (F,].|]2) deuz e.v.n. réels ou complexes, soit f: E — F uniformément
continue sur E. Montrer qu’il existe alors a et b réels > 0 tels que :

| f(w)|]2 < allul|y + b pour tout u € E.

4.2.2 La notion d’homéomorphisme.

Origines de ce vocable, utilisé en Mathématiques mais aussi en Cristallographie;
rappelons-nous nos anciens cours de grec (if any!) :

homéo- = semblable +— homoios, semblable ;

morph-/morpho- = forme < morphé, forme;

-isme < ismo-, suffixe servant a former des noms d’aprés les verbes en -izein.
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Définition 4.2.2.1. Soit (F,d) et (F,0) deux espaces métriques, f : E — F. On dit que
f est un homéomorphisme de E sur F lorsque :

1. f est une bijection de E sur F';
2. f est continue sur E ;
3. f71: F — E est continue sur F.

Attention a la derniére exigence 3. que 'on oublie trop souvent! Evidemment dans le
cas ot F = F =R on ne voit pas trop la nécessité de requérir 3. (euh... pourquoi?).

On dit que (E,d) et (F,0) sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme de £
(i.e. de (E,d)) sur F (i.e. sur (F,9)).

Naturellement, I'inverse f~! d’un homéomorphisme f de E sur F est un
homéomorphisme de F' sur E, la composée g o f d'un homéomorphisme f de E sur F' et
d’un homéomorphisme g de F' sur GG est un homéomorphisme de E sur G.

Il n’y aurait aucune difficulté a étendre la définition d’'un homéomorphisme (vue en
Définition 4.2.2.1.) au cas de deux espaces topologiques généraux (E, 1) et (F, 7).

On peut - et ce sera fait plus tard dans I’année, lors du deuxiéme semestre
d’enseignement - introduire des notions semblables (et plus fortes) ou seul le préfixe
change, par exemple :

difféeomorphisme (déja vu en Calcul intégral, dans la technique du changement de
variables) ;

lipéomorphisme (de Lipschitz bien sir).

Exercice 4.2.2.2. Soit f: E :=[0,1[U{2} — F :=[0,1] définie comme suit : f(x) = x
sixz e |0,1], f(2) =1.

Montrer que f est bijective et continue, mais que f~' n’est pas continue.

Pourtant un résultat sur les fonctions numériques de la variable réelle, vu en 17 année
(en L1), assure dans a peu prés les mémes conditions la continuité de f~1... Ou est le
probléme ?

Exercice 4.2.2.3.

1. Donner un exemple de fonction f : R> — R telle que :
o Pour tout ¥ = (o, B) € R2, la fonction "le long de o vz : R — R définie par
o (t) :== f(ta,tB) est continue en 0
et, pourtant,

e La fonction f elle-méme n’est pas continue en (0,0). [C’est la continuité vs la
"continuité radiale"].

2. Un arc o a valeurs dans un e.v.n. (E|||.||) est une application continue de [0,1]
dans E. Soit f: E — R. Montrer I’équivalence suivante :

(f est continue sur E) < (Pour tout arc o a valeurs dans E, foo :[0,1] — R est
continue sur [0, 1]).

Exercice 4.2.2.4. (E, ||.||) est homéomorphe & sa boule unité ouverte.
Soit un e.v.n. (E,|.||) et f: E — B(0,1) définie par : f(u) :=

u
———. Montrez que f
1+ lu]

est un homéomorphisme de E sur B(0,1) (lequel est structuré en espace métrique grice
a la restriction de la distance de E (déduite de ||.||) a B(0,1)).
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u

Tl
Vu A 0,0 £ 0, | f(w) — F(0)] < ﬁnu T

Exercice 4.2.2.5. Dans le.cv.n. (E,|.||) on définit f(u) := des lors que u # 0.

Montrer :

Conséquences sur la continuité ou le caractére Lipschitz de I'application f 7
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4.3 Applications linéaires continues

Ah! en voila un paragraphe important! La linéarité va (complétement) changer notre
univers de continuité...

4.3.1

Dans tout le paragraphe, E et F' sont des espaces vectoriels sur le méme corps de
scalaires K, K = R ou C comme d’habitude; de plus (E, |.||g) et (F,||.||r) sont des
e.V.0..

On note LC(E, F'), ou simplement £(E, F'), 'ensemble des applications A : E — F qui
sont linéaires et continues sur F2. On écrit souvent Au au lieu de A(u) (mais
attention! A n’est pas une matrice).

Lorsque F' = K, I'’ensemble £(E,K) des formes linéaires continues sur F est noté £’
(mais aussi E* dans la littérature internationale). Si ¢ € E’ et u € E Paction de ¢ sur
u, soit p(u), est souvent noté < p,u > (< .,. > est parfois appelé le "crochet de
dualité", mais il n’y a pas de produit scalaire ici! ... quoique dans le cas d’un espace
préhilbertien E on n’en est pas trés loin, cf. infra).

Quand A : F — F est linéaire, sa continuité se vérifie d'une maniére trés particuliére (et
plus facile que dans le cas général).

Théoréme 4.3.1.1. (Absolument fon-da-men-tal!)
Soit A: E — F dont on a déja vérifé qu’elle est linéaire. Alors les propriétés suivantes
sont toutes équivalentes :

1. A est continue en un point (quelconque) uy de E, en ug = 0 par exemple ;
2. A est continue sur E (en tout point u de E, donc);
3. L’image A(B) de toute partie bornée B de E est une partie bornée de F ;

4. Il existe une constante L > 0 tel que :

|A(u)||r < L.||u||g pour tout u € E. (¢09).

Méditer quelques instants sur la puissance de ce théoréme...

Lorsque A est linéaire et qu’on cherche a démontrer qu’elle est continue, on ne revient
jamais & la définition générale de la continuité avec des € > 0,7 > 0, tutti quanti... Le
faire sur une copie est trés mal vu par un correcteur, vous voyez ce que je veux dire? ....
L’équivalence 2.< 4. est celle du Théoréme 4.3.1.1. qui sert le plus souvent.

L’assertion 3. explique pourquoi A € L(E, F') est parfois appelé "opérateur borné".

Démonstration du Théoréme 4.3.1.1.

1.=4. On suppose A continue en ug, en ug = 0 par exemple. Ainsi, il existe n > 0 tel
que : ([[ull <n) = (JA(u)] < 1).°

2. C’est une habitude d’écrire A : E — F plutot que f : E — F pour une application qui est linéaire...
3. Le contexte indique clairement s’il s’agit de ||.||z ou de ||.||F.
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Soit v # 0 quelconque dans E'; considérons ——wv, vecteur de norme égale & n (ca

été fait pour); on a alors :

| A@)]| = [|AG0)l| < 1,
o] o]
d’ou .
A < =|lv]l-
Ui
Le cas v = 0 est trivial puisque A(0) = 0.
En bref, on a 'inégalité de 4. avec L = — par exemple.

Démonstration pratiquement identique si A est supposée continue en ug # 0.

4.=3. Soit B une partie bornée de E : il existe r > 0 tel que ||u|| < r pour tout
u € B. Soit v € A(B) : v = A(u) pour un certain u € B, un au moins. Alors
llu|| = ||A(uw)|| < L||u|]| < Lr. Donc A(B) est bornée.

3.=4. By(0,1) est une partie bornée de E; donc A[Bf(0,1)] est une partie bornée de F.
Autrement dit, il existe L > 0 tel que

(ull < 1) = (AW < L).
Si v est quelconque mais # 0, on procéde par "homogénéisation"
. v
o O AW = A

[A@)I| = [lvl[[[A(

v=||v|]|— ) de sorte que

o H)II < [Jvll L.

Le cas v = 0 est trivial.

4.=2. Démontrons ceci :
Ve > 0,3n > 0 tel que : (Jlu—v| <n) = (||A(u) — A(v)]| < e¢),

ce qui est plus que 2..
£
Le € > 0 étant donné, choisissons 7 := T alors, si ||lu — o] <7,
£
1A(w) = A = lA(u =)l < Lfju —v| < L+ =

2.=1. ne demandant pas de démonstration, la démonstration du Théoréme 4.3.1.1. est
terminée.

L’objectif pour démontrer la continuité de A : E — F linéaire est de trouver un L > 0
pour lequel (¢ ¢ ¢) a lieu. Le "meilleur" de ces L joue un role particulier et fournit
naturellement une norme sur L(E, F').

Théoréme 4.3.1.2. (Essentiel!)
Pour A€ L(E,F), posons v(A) :=inf{L > 0: (¢co0) a lieu }.
Alors :
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1. () = sup A2 o Al = sup 1A e

wro ulle juge=t lull <1
2. v définit une norme sur L(E, F).

La démonstration de 1. est trés facile, il suffit de jouer avec la linéarité de A et la
u
technique d’"homogénéisation" : u = HUHH lorsque u # 0.
u
Dans la démonstration de 2., seule I'inégalité triangulaire demande un peu de travail...

et encore.
|

Cette norme naturelle v sur L(E, F) sera désormais notée |||.|||* (et appelée "norme
triple"). Sauf mention explicite du contraire, I'espace vectoriel L(FE, F) est toujours
supposé muni de cette norme.

Dans le cas ou F' =K, la norme v sur E’ (ou E*) sera notée ||.||" (ou ||.||*).

Quand il s’agit de déterminer ||| A|||, la technique employée est & peu prés toujours la

méme :

e On majore, le plus finement possible, ||A(u)|| par une constante (notée L) fois ||ul| :
Alors L est un candidat a étre ||| A||.

e Pour tout € > 0, on trouve ue, ||u.|| =1, tel que L — ¢ < ||A(us))||. (En effet on n’a
jamais dit - et ce serait faux - que le sup était atteint dans les différentes expressions
de 1. du Théoréme 4.3.1.2.).

Moyennant quoi on est assuré d’avoir L = ||| A]||.

Remarques :

e On a l'inégalité fondamentale suivante (pour A € L(E, F)) :

Vu € B, [|A(w)||r < [||A]]]-lulle. (Z)
e Lorsque A € L(E, F), on a en fait que A est Lipschitzienne sur E :

V(u,v) € Ex E,||A(u) — A()||r < |||A]|]-||u — v||g (on est bien d’accord 7).
e "Lorsque qu’on peut composer..." :

SiAe L(E,F) et Be L(F,G), alors Bo A € L(E,G) bien str, et

1B o All| < [IIBI[[-I[All

1l suffit pour voir cela d’appliquer 'inégalité fondamentale (Z) ci-dessus deux fois
de suite].

En particulier faisons £ = F = G; alors |||A"||| < (|||A]||)" pour tout n € N* (ou
A™ désigne Ao Ao...o A, n fois).

Mais attention! on n’a pas dit - et ce serait faux - que toute norme v sur L(F)
vérifie v(A o B) < v(A)v(B).

Exercice 4.3.1.3. Soit © € [a,b] et §, : (C([a,b],R),||.||sc) —> R définie par :

3.(f) = f(z) (6. s’appelle la fonctionnelle d’évaluation en x ou masse de DIRAC en
x). Alors 6, est une forme linéaire continue sur (C([a,b],R),||.|l) €t ||0z]" = 1 (vous
sauriez le démontrer ?).

4. Naturellement, elle dépend du choix de ||.||g (sur E) et ||.||F (sur F).
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Changeons a présent de structure d’e.v.n. en considérant (C([a,b],R), |.|]1). Alors d, est
une forme linéaire non continue sur (C([a,b],R),|.|[1), ¢’est-a-dire que pour tout (candi-
dat) L >0, on peut trouver f € C(|a,b],R) tel que |f(x)| > L| f||1 ; comment donc ?

Proposition 4.3.1.4. Si (E,||.||) est de dimension finie (espace de départ donc!), alors
toute application linéaire sur E est conlinue sur F.

Toujours ca de gagné...

Démonstration

Soit {ey,...eq} une base de E. Tout u € F s’écrit d’une maniére unique
u = x1€1 + Tos + ... + x4e4. Toutes les normes étant équivalentes sur F (d’accord 7), il
existe C' > 0 tel que max |z;| < Cl|u|| (toujours d’accord 7). Par suite :

7

[A)] |z [[[Ale) || + - + |zal | Alea)

<
< (max|z)([ACe)]| + . + [[Alea) ) < Liful,

ou L := C(||[A(er)]| + ... + || Aleq)]])-
[ |

Une forme linéaire ¢ sur E (¢ : E — K) n’est pas toujours continue ; ¢’est donc bien la
dimension finie de 'espace de départ (et non d’arrivée) qui fait marcher les choses dans
la Proposition 4.3.1.4..

4.3.2 Le cas particulier important des formes linéaires (F' = K)

(E,].]|) est un e.van. sur K=R ou C, ¢ : F — K une forme linéaire sur £. Comment
relier les propriétés de ker ¢ (le noyau de ¢, c’est-a-dire {z € E : p(x) = 0}) et la
propriété de continuité de ¢ 7 C’est I'objet de ce sous-paragraphe.

On supposera que ¢ # 0, car sinon ker ¢ = E, d’un intérét trés limité...

Commencons par un résultat d’Algebre linéaire (ou la Topologie n’intervient
aucunement).

Proposition 4.3.2.1. Les assertions sutvantes sont équivalentes :
1. H est un hyperplan de F ;
2. Il ewiste une forme linéaire non nulle ¢ sur E telle que H = ker ¢ ;
3. Il existev € E tel que E = H® (Kv) (somme directe de H et de la droite vectorielle
dirigée par v, Kv).

Rappelons que la définition premiére d’un hyperplan est comme suit :
Un sous-espace vectoriel H de F est un hyperplan de E lorsque :

V' sous — espace vectoriel de F N V=H
HcCV ouV=F ]

La représentation d’un hyperplan H de E "sous la forme d’équation", i.e. comme en 2. :
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r € H< ¢(x) =0 (ou ¢ est une forme linéaire, non nulle sur F),

ou bien comme un sous-espace vectoriel en somme directe avec une droite vectorielle,
i.e. comme en 3., était habituelle en dimension finie (lorsque dimgFE = d < 4+00) ;
attention aux mauvais tours que pourrait jouer une intuition s’appuyant exclusivement
sur cet environnement (aprés tout, (+o00) — 1 = 4o00!).

Théoréme 4.3.2.2. Soit H un hyperplan fermé de E d’équation ¢(x) = 0 (o ¢ est
une forme linéaire non nulle sur E). Alors ¢ est continue sur E.

Démonstration facile, mais qui ne coule pas de source; on ne pourrait néanmoins
espérer un résultat analogue avec ¢ : E — F linéaire et F' autre que K (on n’a que
'implication : (¢ continue) = (ker ¢ fermé)).

L’adhérence V d’un sous-espace vectoriel V de E est encore un sous-espace vectoriel (a
redémontrer si nécessaire). Par conséquent :

Si H = ker ¢ (¢ forme linéaire non nulle sur F) est un hyperplan de F, on a
deux, et seulement deux, possibilités :

H est fermé < ¢ est continue sur F;

H = E (H est partout dense dans E) < ¢ n’est continue en aucun point de E.

Exercice 4.3.2.3. Soit E = C([a,b],R) structuré en e.v.n. par la norme ||.|| -

b
1. Soit ¢ : E — R définie par : f € E— ¢(f) ::/ f(t)dt.

Montrer que ¢ € E' et déterminer ||pl|.
2. Soit A: E — E définie comme suit :

feEHMm%GMWﬂmmw:/f@M-

Vérifier que A est bien a valeurs dans E, que A € L(E), et calculer ||| A]||.

Exercice 4.3.2.4. (Facile, intuitivement clair, mais important!)

Soit (E,< .,.>) un espace préhilbertien réel, soit a € H fizé, et soit ¢ : E — R définie
par : x € Ew— p(z) =< a,x >.

Montrer que ¢ est une forme linéaire continue sur E, de noyau H = {a}*, et que

lell” = llall,

avec ||@||" norme de la forme linéaire continue ¢ (¢ € E') et |la|| norme de a dans E
(norme hilbertienne déduite de < .,.>).

Exercice 4.3.2.5. Soit E = C([a,b],R) soit p € E donnée (appelée fonction poids), et
soit ¢ : E— R définie par :

fGEHMﬁ:/f@WW-
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1. Soit E structuré en e.v.n. par la norme ||.||s. Montrer que ¢ € E' (c’est facile) et
b
que ||¢] :/ Ip(t)|dt (c’est plus difficile).

2. Supposons E structuré en e.v.n. par la norme ||.||;. Montrer que ¢ € E' (c’est

facile) et que ||¢|| = m[a)bﬁ Ip(t)| (c’est plus difficile).
t€la,

Exercice 4.3.2.6. (Plus difficile que les précédents).
Soit K : [a,b] x [a,b] — R une fonction continue donnée (appelée fonction moyau,
because K is for... ?). Soit E = C([a,b],R) structuré en e.v.n. par la norme |.||s. On

définit :
feE— (A(f) : t €la,bl — [A(f)](?) ::/ K(t,s)f(s)ds).

b
Vérifier que A est bien a valeurs dans E, que A € L(E), et que ||| Al|| = m[a)lf]/ |K(t,s)|ds.
t€la, a

4.3.3 Prolongement des idées et techniques au cas des applica-
tions multilinéaires continues.

Soit (E, ||.|lg), (F,||.||r) et (G,].||c) trois e.v.n. et b: E X F' — G une application

bilinéaire. Ayant mis sur £ X F' une des normes "naturelles" dans pareil contexte (par

exemple celle qui & (u,v) € E x F associe ||(u,v)| gxr := max(||ul|g, ||v]|r)), on peut se

poser la question : comment caractériser la continuité de b7 La réponse est fournie
par le Théoréme 4.3.3.1. ci-dessous, a mettre en paralléle avec le Théoréme 4.3.1.1..

Théoréme 4.3.3.1. Soit b: E x F' — G dont on a déja vérifié qu’elle est bilinéaire.
Alors les propriétés suivantes sont toutes équivalentes :

1. b est continue au point (0,0) ;
2. b est continue sur E X F (en tout point (u,v) € E X F, donc);
3. Il existe L > 0 tel que :

|b(u, v)||le < L||ul|g.||v||F pour tout (u,v) € E X F. (¢ ©00)

La démonstration est une adaptation facile de celle du Théoréme 4.3.1.1.. Il en est de
méme du Théoréme 4.3.3.2. ci-dessous, a mettre en paralléle avec le Théoréme 4.3.1.2..

Théoréme 4.3.3.2. Pour b bilinéaire continue de E X F dans GG, on pose :

v(b) :=1nf{L > 0: (00 00) a lieu}.

Alors :
b
v(b) = sup M = sup  ||b(u,v)|¢
1. wzopz0 [[u]ls-l|v]|F Jull<Llvl <1
= sup  ||b(u,v)||q-
lull=1,|v]|=1

2. v définit une norme sur l’ensemble des applications bilinéaires continues de E X F
dans G
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Cette norme naturelle est parfois notée ||[b||].°

Exemple 4.3.3.3. (Fondamental).
Soit (E,< .,. >) un espace préhilbertien réel et b la forme bilinéaire (u,v) € E X E
b(u,v) :=< u,v >. Alors b est continue. En effet :

| <u,v>| < ||lull.||v] pour tout (u,v) € Ex E

(encore et toujours cette inégalité de CAUCHY-SCHWARZ /). Il n’est d’ailleurs pas difficile
de montrer que |||b]|| = 1.

Exercice 4.3.3.4. Soit (E, ||.||) un e.v.n. réel ou complet, soit

b: FPxE — K
(p,u) = ble,u) = p(u) (noté aussi < p,u >).

Alors b est bilinéaire continue (appelée parfois application bilinéaire de dualité). En

effet :
b(e, u)| = [e(w)] < [lell'lull pour tout ¢ € E' et u € E.

Exercice 4.3.3.5. [Revoir la 3™ remarque du Chapitre 4 page 60 si nécessaire).
c: L(FG)x L(E,F) — L(E,G)
(B, A) — ¢(B,A) = BoA.

Alors c est bilinéaire continue, et on peut méme montrer que |||c||| = 1.

Soit

Proposition 4.3.3.6. Si E et F' sont de dimension finie (composant l'espace E x F' de
départ!), toute application bilinéaire sur E X F est continue sur E X F.

Démonstration
Celle de la Proposition 4.3.1.4. mutatis mutandis. ll

Exemple 4.3.3.7. Soit M,,(K) structuré en e.v.n. & laide d’une norme (quelconque)
|.|. 1l existe alors L > 0 tel que :

|AB]| < L||A||.||B|| pour tout (A, B) € M, (K) x M,,(K).
Que L puisse étre égale a 1 dépend du choiz de ||.|.

Ce que nous avons fait pour les applications bilinéaires s’étend sans grande difficulté
aux applications tri, quadri, ... , multilinéaires. Une application ¢ : F x FF x G — H,
trilinéaire, est continue si, et seulement si, il existe L > 0 tel que

lle(u, v, w)||g < L||u||g||v||r||w|e¢ pour tout (u,v,w) € E x F x G.

Alors v(c) = inf{L > 0 : inégalité ci-dessus a lieu} définit une norme sur ensemble des
applications trilinéaires continues de E' x ' x (G dans H. Et puis on mouline...

5. Attention aux confusions... il faudra parfois préciser de quoi on parle.
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Exemple 4.3.3.8. L’exemple le plus célébre d’application multilinéaire.
Soit

d: K" xK'x .. xK" — K

v=(vh,v% .. v") = d):=det | |

vtovt L

Alors, d est multilinéaire continue.

Quelle que soit la norme ||.|| choisie sur K", on est assuré de l’existence de L > 0 tel que
e R A T
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4.4 Applications continues définies sur un compact.

Revenons au contexte général des applications continues f d’un espace métrique (E, d)
dans un espace métrique (F,0). Plus précisément on a, en pratique, la situation
suivante :

f+EF—F, ACFE et f continue sur A.

Le premier grand théoréme général concernant les applications continues sur un
compact est le suivant.

Théoréme 4.4.1. Soit (E,d) et (F,d) des espaces métriques, A C E une partie com-
pacte, [ : A — F continue sur A; alors f(A) est une partie compacte de (F,0).

In a few words, "L’image continue d’un compact est un compact".

Démonstration

Soit (y,), une suite de points de f(A); on va essayer d’extraire de (y,), une suite
convergente dans f(A).

Pour tout n, il existe z,, € A tel que f(x,) = y,. La suite (x,), étant dans A, il existe
une sous-suite (x,, ) qui converge (disons vers a (€ A)). Puisque f est continue, la suite
(f(zp,))k est convergente de limite f(a) (cf. Théoréme 4.1.1.3., page 51 Chapitre 4).
Donc on a bien ce qu’on voulait.

Lorsque f est une fonction numérique (& valeurs réelles donc), le résultat qui suit est
d’une grande importance dans ce qu’on appelle I’Optimisation (= résolution des
problémes d’extremum) ; il donne une condition suffisante d’existence de minimiseurs
et de maximiseurs d’une fonction sur un compact.

Théoréme 4.4.2. (K. WEIERSTRASS, fon-da-men-tal!)
Soit A une partie compacte de E, soit f: A C E — R continue sur A. Alors :

1. f est majorée et minorée sur A;
2. Il existe u € A et uw € A (peut-élre plusieurs!) tels que
f(u) = inf f(u) , f(@)=sup f(u)

ucA uEA

(on écrit f(u) = meiil f(u), f(uw) = max f(u) dans ces cas-la).

En bref,

"Une fonction numérique continue sur un compact y est bornée et atteint ses bornes".
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Démonstration

Trés simple. D’aprés le Théoréme 4.4.1., f(A) est une partie compacte de R, ¢’est-a-dire

une partie fermée bornée de R.
M :=sup f(u) (:=sup f(A)) < 400 et
€

u€A
po= ingf(u) (:=inf f(A)) > —o0.
ue
Pour tout n € N*, soit u, € A tel que M — 1 < f(u,) (< M) (pourquoi un tel u,
existe 7). La suite (u,), étant dans le compact A, on en extrait une sous-suite (u,, ) qui
converge vers u € A. Comme f est continue sur A, f(uy,) T f(@). Par conséquent :
—+00

Donc

Mo < ) < M
ink ! 1 quand k — 400
M f(@) M

Démonstration mutatis mutandis pour P'existence de u € A tel que f(u) = p.

Il a été vu en 1¢" cycle que si f : [a,b] — R était continue sur [a, b, elle y était
uniformément continue. Le théoréme qui suit est une généralisation de ce résultat au
cadre de travail qui est le notre dans ce paragraphe.

Théoréme 4.4.3. (H.E.HEINE®)
Soit A une partie compacte de E, soit f : A C E — F continue sur A. Alors f y est
uniformément continue.

Exercice 4.4.4. Question : Ou, dans le cadre des fonctions numériques de la variable
réelle (en 1° cycle) ce théoréme a-t-il servi?

Démonstration du Théoréme 4.4.3.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Il existe alors 5 > 0 tel que :

Vn € N*, il existe u, € A, v, € A - d(up,vn) < = et 6(f(un), f(vn)) > €0 (on est
d’accord... ou je parle chinois ?).

De la suite (u,), qui vit dans le compact A on extrait une sous-suite (uy, ) qui

A N . . A
converge vers u € A. Quant a la suite (v, )k, elle tend aussi vers u car :

1
d({\b, U, ) < d(z/}, Uny, ) + d(Upy, Uy ) < d(@,unk) + — — 0 quand k& — +o0.
: )T

A présent, f étant continue en ﬁ, il existe a > 0 tel que

A 3

(d(w,z/)) <a)= (6(f(w), fu)) < 30) (par exemple).

6. Mathématicien allemand (1821-1881) dont les travaux ont porté sur la théorie des fonctions, les
séries de Fourier, la topologie et la (dite) théorie du potentiel.
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Ainsi, pour k assez grand,

de sorte que

(50 S) 6(f(unk)7 f(vnk))

D’on une contradiction.

d(unk,ﬁ) < et d(vnk,ﬁ) < a,

IA
(&%)
—~
~
<
~
=
£
_l’_
(@2

[\

[\
VR
w |
N—3
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4.5 Prolongement d’applications continues.

A passer en premiére lecture car hors programme.
Les deux théorémes de prolongement qui suivent sont donnés sans démonstration ; on
demande simplement de bien comprendre et retenir leur cadres de fonctionnement.

Théoréme 4.5.1. Prolongement par densité d’applications uniformément continues.
Soit (E,d) et (F,)) deux espaces métriques, soit A C E et f: A— F. On suppose :

1. (F,9) est complet;
2. A est partout dense dans E (i.e. A=E);

3. f est uniformément continue sur A.

AN
Alors il existe une application unique f : E — F uniformément continue sur E et

A
prolongeant f (i.e. telle que f 4 = f).

Veérifier sur des exemples simples (fonctions numériques de la variable réelle) que les
conclusions du Théoréme 4.5.1. tombent en défaut si

e f est supposée seulement continue sur A;

e si I’ (espace d’arrivée) n’est pas complet.

Théoréme 4.5.2. Prolongement par densité d’applications linéaires continues.
Soit (E,||.||g) et (F,||.||r) deuz e.v.n. sur K (K est R ou C), soit V' un sous-espace
vectoriel de E, soit A:V — F. On suppose :

1. (F)||.||r) est complet (espace de BANACH, donc);
2. V est partout dense dans E ;
3. Ae L(V,F) (A est linéaire continue de V' dans F).

AN AN
Alors il existe A € L(E, F) unique prolongeant A (i.e. telle que Ay = A), et on a :

A
A ze,m) = 1Al 2v,r)-

Cas particulier des formes linéaires (trés fréquent dans 1'utilisation du théoréme) : si

v € V', il existe g/g € E' unique prolongeant ¢, et ||gA0||E/ = ||¢llv-

Ces techniques de prolongement sont utiles dans des procédés constructifs : on sait
définir f(u) lorsque u est un objet "simple" (symbolisé par "u € A") et on voudrait
définir f(v) pour des objets v (bien) plus compliqués que u (ceux de E); on peut le
faire pourvu que :

e v puisse étre approché par les objets "simples" de A (A = E);

e f n’est pas trop "chahutée" sur A (unif. continuité sur A).

Parfois les prolongements sont plus simples & obtenir; revoir I'Exercice 1.1.2.9 (page 7,
Chapitre 1) par exemple pour les prolongements lipschitziens.
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Chapitre 5

Deux grands résultats et techniques
d’analyse appliquée :

Point fixe des applications
contractantes. Méthode des
approximations successives.
Projection sur un convexe complet
d’un espace préhilbertien.

"L’idée que les mathématiques devraient se faire "sans calculs”, si elle est vraite dans
certains domaines, est en fait souvent mise en défaut. Ce qu’il faut supprimer, ce sont
les calculs inutiles - mais pas les autres!”

R. GODEMENT
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5.1 Point fixe d’une application contractante. Méthode
des approximations successives.

Il a été vu en 1°" cycle des énoncés de théorémes et des exercices sur ’existence et
’approximation (de maniére itérative) de points fixes de fonctions numériques f de la

variable réelle x (:/E est appelé point fixe de f lorsque f(:/L\’) = yAc) La 1¢¢ partie de ce
chapitre contient un seul grand résultat, mais il est fondamental tant par son énoncé
que par sa démonstration. C’est une condition simple d’existence d’un point fixe, point
obtenu par une méthode constructive appelée méthode des approximations
successives *.

Soit f: S — S (ensemble d’arrivée = ensemble de départ). On appelle point fixe de f

tout point & de S tel que f(ﬁ) = 1.

5.1.1 Le résultat de base.

Théoréme 5.1.1. Fon-da-men-tal! Point fize d’une contraction.
Soit (E,d) un espace métrique complet, soit S C E une partie fermée de E et soil
f S — E une application vérifiant :

1. f(S)cCS;

2. [ est une contraction (ou est contractante) sur S, c’est-a-dire : il existe un réel
positif k < 1 tel que

d[f(u), f(v)] < kd(u,v) pour tout u,v dans S.

Alors :

1. Existence et unicité d’un point fixe : il existe un et un seult € S tel que f('z/)) = ﬁ;

2. Algorithme de calcul : la suite (uy), des points de S construite de la maniére sui-
vante

(x) ug € S, Upni1 = f(uy,) pour tout n € N
est convergente et de limite .

3. Estimation de la distance de l’itéré u, au point fire U

(rx) d(un, 1) < f_k

A 1
(x* %) d(ug,u) < 1% (uo, f(uo))-

d(ug, f(up)) pour tout n € N; en particulier

Bien noter :
k <1 (et non k < 1, ce qui ne ferait pas I'affaire) ;
uo (point de départ) est quelconque dans S';

(xx) donne une estimation a priori de d(u,, QAL) en fonction de k et des deux itérés ug
et uy = f(up).

1. ou méthode de BANACH et PICARD. Emile PICARD, mathématicien francais (1856-1941) ; fut Pro-
fesseur & la Faculté des Sciences de Toulouse de 1879 & 1881.
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Démonstration

Etape 1. Tout d’abord, si un point fixe u existe, alors il est unique.

AN . .
En effet, si u et v étaient deux points fixes, on aurait

AN A A A VARAY
d(u,v) = d[f(u), f(v)] < kd(u,v),
d’ou o
(1 —Fk)d(u,v) <0.
. . . AN A AN AN
Puisque 1 — k > 0, cela induit que d(u,v) < 0, soit u = v.
Etape 2. (u,), est une suite de CAUCHY de S.
Par construction méme, puisque ug € S et que f(S) C S, u, € S pour tout n € N.
On prétend que

(% * xx) d(Upy1,un) < k™d(ug, f(ug)) pour tout n € N,

La démonstration se fait aisément par récurrence sur n. Nous la faisons rapidement.
(% * *x) est assurée pour n = 0 (puisque £ = 1 et que u; = f(ug))-
Supposons (* x xx) vraie a 'ordre n et démontrons-1a a Uordre n + 1.

On a :
d(“n-ﬁ-?a un-i—l) = d[f(un+1>7 f(un)] (d7aprés (*))
< kd(Upy1, Un) (propriété de contraction de f)
< k.k"d(ug, f(ug))  (par hypothése de récurrence)
< k:"*ld(uo, f Uo)),

C’est ce qu’il fallait démontrer.
A présent on utilise a répétition I'inégalité triangulaire : Pour tout entier p > 0,

A(Untp, un) < d(Ungp, Ungp-1) + oo + d(Upp1, Un)
d(Unyp,un) < K" d(ug, fug)) + ... + k"d(ug, f(ug)) [d’aprés (x x xx)]
d(Unipy un) < k"d(ug, f(uo))(1+k+ ...+ kP71)
(ke kk k) d(Upp, un) < k"d(ug, f(ug)) <%) < k™d(uo, f(uo)) . i =
1

Puisque k™d(ug, f(uo)) T % e 0 (on est d’accord ?), on a bien démontré que :

Ve > 0,3n(e) tel que d(upip, u,) < € pour tout n > n(e) et pour tout p € N*. La suite
(un)n est bien une suite de CAUCHY de S.

Etape 3. (u,), est convergente et de limite le point fixe de f.
S est une partie fermée de 'espace complet F, elle est donc compléte (cf. Théoréme
3.3.0.4 du Chapitre 3).

La suite (uy,), est donc convergente de limite ueSs.

Reste & démontrer que U est effectivement un point fixe de f.
On a par définition méme de la suite (u,),

f(un) = upyq pour tout n.

. A .
Du fait que v, — u, on tire :
n—-+o0o
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Ups1 — U et fluy,) — f(ﬁ) [car f est continue!];
n—-+00 n—-+o0o

A

doi f(1) = u.

Etape 4. Majoration de d(umﬁ).
Dans (% x x * x), n étant fixé on fait tendre p vers +oo (en gardant n fixé) :

A . N . . .
Up+p —> U, d(.,u,) est continue; d’ott la majoration annoncée.
p—r+00

Exercice 5.1.2. (du 1°" cycle).
Soit f : [a,b] — [a,b] continue (et rien d’autre!). Montrer que f a un point fize au moins.

Exercice 5.1.3. (du I1°" cycle).

Soit f : |a,b] — [a,b] continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b| (tiens... ¢ca rappelle les
hypothéses d’un théoréme... de quoi déja ?). Prouver que f est une contraction sur [a,b]
st et seulement si

sup |f'(t)] < 1.
t€]a,b|

Exercice 5.1.4. Soit K un compact de (E,d), soit f: K — K vérifiant :
d[f(u), f(v)] < d(u,v) pour tout u # v dans K.

(noter que c’est bien moins qu’une hypothése de contraction sur f!).
Montrer que f posséde un et un seul point fize.

() ‘n)p =: g uoygouof
D] 425N D Josuad 101 9]]919Uassa 159 3 ap apondwiod ap (aquabiza) asgyjodfiy, 7 puy

5.1.2 Variantes.

Une premiére variante du résultat de base (Théoréme 5.1.1) est comme suit.

Théoréme 5.1.5. Soit (E,d) un espace métrique complet, soit B(ug,r) (boule ouverte
de E, de rayonr > 0), soit f : B(ug,r) — E une contraction sur B(ug,r) de constante
(de contraction) k (< 1, rappelons le).

Sous Uhypothese df (o), ug] < - r

7 il existe un unique point fize ue B(ug,r) de f.

Démonstration

Selon les mémes techniques que celles utilisées pour démontrer le Théoréme 5.1.1 :
e on définit la suite (u,), par : u,+1 := f(u,) pour tout n € N;
e on démontre que u, € B(ug,r) pour tout n;

e on vérifie que (u,), est de CAUCHY et que sa limite U est bien dans B(ug,1);

e on démontre que U est I'unique point fixe de f.
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Il peut arriver que f ne soit pas une contraction mais qu’'un de ses itérés fP
(:= fofo..of, pfois) le soit. Si f: S — FE est une contraction de constante (de
contraction) k, alors il est aisé d’en déduire pour f? :

(D) d[fP(u), fP(v)] < kPd(u,v) pour tout u,v dans S.

Toutefois, requérir (O) sur f pour un certain p est moins que demander que f soit une
contraction [méme si cela ne se voit pas a U'ceil nu).

Théoréme 5.1.6. Soit (E,d) un espace métriqgue complet, soit S une partie fermée de
E et soit f: S — E une application vérifiant :

1. f(S)CS;
2. 1l emiste p € N* tel que fP soit une contraction sur S.

Alors [ posséde un point fize et un seul (celui de fP).

Démonstration

La fonction g := f? vérifie les hypotheéses du Théoréme 5.1.1; donc g admet un point
fixe et un seul.

Si 4 est un point fixe de f, de f(z/}) = 4 il vient fz(ﬁ) = f(ﬁ) = 1AL; on continue jusqu’a
avoir fp(ﬁ) = 1AL, de sorte que 2 est un point fixe de g. Voila donc déja le caractére
d’unicité d’un point fixe de f.

Soit & présent u point fixe de g; de fp(zAL) — 4 on déduit

A

fPLf (w)]

iy =

FUFP ()] = flu), don f2Lf ()] = f(u).

Donc f('z/)) est aussi un point fixe de f?(= g). Comme g n’a qu’un seul point fixe, il

s’ensuit que f(ﬁ) = u.

5.1.3 Exemples d’applications.
Existence et unicité de la solution d’une équation différentielle.

(situation qui sera reprise et développée dans un cours du second semestre).

0 : [to,t1] xR — R

(t,u) — O(t,u)
une application continue (des deux variables t et u!) vérifiant 'hypothése dite de Lip-
schitz par rapport a la seconde variable : Il existe L > 0 tel que

Vt € [to, 1],
(©Q) { V(u,v) € R xR, [0(t,u) —0(t,v)| < Llu —v|.

Théoréme 5.1.7. Soit

Alors Uéquation différentielle avec condition particuliére en ty (appelée aussi probléme
de CAUCHY, encore lui!) que voici
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Z(t) = 0(t,z(t)) pourt € [to, t]
(C>{ o) — w0 (ER)

admet une et une seule solution x : t € [ty t;] — x(t) € R.

Démonstration

On commence par observer que ¢ —» %(t) est solution de (C) si et seulement si

(QO) Z(t) = xo + / te(r,;%(T))dT, t € [to, t1].

to

Ensuite on considére E := C([to, t1], R) muni de la norme ||.||» et Papplication
f: E — E définie par

t
ve€ B (f(z):t—[f(2)]F) = —l—/ (7, z(7))dr).
to
f est bien a valeurs dans F (c’est facile a vérifier) et, pour p assez grand, f? est une
contraction sur F. En effet, on montre par récurrence sur p € N que :

wmwﬂ—ﬁ@WMg@iﬁf

L[z = ylloo-

(t1 —to

to)? 1
—')Lp < 5 (par exemple), on obtient
p!

1£72) = PP@)llo < =1l — oo

Ainsi, en choisissant p de sorte que

Il existe donc un et un seul point fixe de f sur E. Or, étre un point fixe de f, c’est
exactement vérifier (OQQ), c’est-a-dire étre solution de (C).

Existence et unicité de la solution d’une équation intégrale.

Soit ¢ : [a,b] — R continue, soit K : [a,b] X [a,b] — R continue (des deux variables) une
fonction appelée noyau (comme dans le Chapitre 4, Exemple 4.3.2.6), soit enfin A € R.
Le probléme qu’on se propose de résoudre est le suivant :

Trouver w : [a,b] — R continue telle que

(QOQ0Q) _ )\/ K (t, s)u(s)ds + o(t) pour tout t € [a, b].

Ce type de probléme (1ssu de la Phy51que) est appelée équation intégrale (on
comprend pourquoi) : comme dans (VOQ), le u cherché est & gauche et sous le signe
intégrale & droite dans I’équation de (QOQQ).

Considérons E := C([a,b], R) muni de la norme |.||«, et soit A : E — E définie par

uGEH(A() t— —)\/Kts ds+go())
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Des majorations pas du tout difficiles conduisent & :
[A(u) = A(v)[loe < M (b= a)lju — ]|,

ou M désigne : max |K(t,s)]|.
(t,s)€la,b]?

En conséquence : Si |A\| < i , on est assuré que le probléme posé en

1
(b—a)
(OOOQ) a une et une seule solution (on est d’accord 7).
La méthode itérative dite des approximations successives prend ici la forme suivante :
up € C([a, b],R) quelconque;

b
Wn €N, tpyr : t s i (t) = A / K (t, s)un(s)ds + (1),
La suite (u,) C E ainsi définie converge (au sens de ||.||«) vers la solution de (OQQQ).
Exercice 5.1.8. L’opérateur de primitivation.

Soit E = C([a,b],R) structuré en e.v.n. grice a ||.||e. On définit A : E — E de la
maniere suivante :

ueE s (A(u) Lt [Aw)](t) = / tu(T)dT).

On a déja vu que A € L(E) et méme envisagé de calculer |||A||| (Chapitre 4, Ezercice
1.8.2.3).

1. Montrer que pour tout n € N
u(T)dr.

AM(u) st = [A™(u)](t) = / %

[Autrement dit -et c’est fort intéressant- on donne une expression explicite de la
primitive n®™¢ de u dont les dérivées d’ordre 1, 2,..., n — 1 s’annulent en aj.

(b—a)

2. Montrer que |||A™]|| = '
n!

grand.
Conclusion ¢

. En déduire que A™ est une contraction pour n assez

Exercice 5.1.9. Résoudre I’équation intégrale suivante dans C([0,1],R) :

f(t):/o f(s)ds +sint, t € [0, 1].

t
(Réponse. f(t) =sint +/ e~ sin sds.)
0
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5.2 Projection sur un convexe complet d’un espace pré-
hilbertien.

5.2.1

On considére dans ce sous-paragraphe le contexte suivant :

(H)

(H,< .,. >) est un espace préhilbertien réel et C' # () est une partie convexe et
compléte de H.

Les réalisations les plus fréquentes de ces hypothéses sont les suivantes :

e (H,<.,.>)est un espace de Hilbert réel et C' # () est une partie convexe et
fermée de H.

e (H,< .,.>) est un espace préhilbertien réel et C' # () est une partie convexe fermée
contenue dans un sous-espace vectoriel de dimension finie de H (par
exemple, C' est un sous-espace vectoriel de dimension finie).

Pour tout u € H on note Po(u) :=={v € C : ||u—v| =dc(u)}.
A priori, Po(u) peut étre vide, peut contenir plusieurs points, etc. Le mieux pour voir
cela est de faire quelques essais dans le plan (et les dessins qui vont avec).

Théoréme 5.2.1. Fon-da-men-tal! Projection sur un convezxe.
Sous Uhypothése (H) indiquée plus haut :

1. Ezistence et unicité. Pour tout u € H, Pco(u) contient un et un seul élément
(on notera désormais Po(u) l'unique élément de Pe(u)).

2. Caractérisation variationnelle de Po(u).

vedlet
(©) (v=Fc(u)) & ( <u-—wv,c—v><0 pour tout c € C )
3. Deux propriétés essentielles de Uapplication Po : Pour tout u,u’ de H,
(O<O) < Po(u) — Po(u'),u —u >> 0 ["Monotonie" de Pg|;

(OOO) ||Po(u)—Pe(w)|| < |lu—|| [Propriété de Lipschitz sur H, de constante 1].

L’assertion de droite dans ({) est une inéquation variationnelle caractérisant
I'élément Po(u); elle est aussi utile - sinon plus - que la définition originelle de P (u).
La meilleure facon de retenir ({) est de garder en téte le dessin que voici :

2. On rappelle que C est convexe lorsque :

(ueC,velCetAe|0,1])= M+ (1-Xvel).
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"L’angle (01, v¢) est toujours obtus"

Dans le cas particulier ou C' est un sous-espace vectoriel (ou méme un sous-espace
affine) complet de H (par exemple lorsque C' est un sous-espace fermé d’un espace de
Hilbert H, ou lorsque C' est de dimension finie), I'inéquation de caractérisation de
Pc(u) devient une équation :
e (' s.-e.vectoriel

veClet

(OOO0) (v=Fo(u)) & < <u—v,c>=0pour tout ce C )’
[Pc(u) est I'unique point v de C' tel que u — v € C*]

o ( s.-e. affine

(OO0O0) (v = Po(u)) ( veC et

<u—wv,c—v>=0 pour tout c € C
& (velCetu—wveCly), ouCest le s-e.v. "direction" de C.

v C se. affine C
(=v,+C,, o v€C)

C,  sewv. direction de C.

Exercice 5.2.2. A l'aide de la caractérisation () et des propriétés particuliéres d’un
sous-espace vectoriel (resp. d’un sous-espace affine), démontrer les caractérisations (OOOO)

et (GOOO0).

Démonstration du Théoréme 5.2.1.
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Etape 1. Mise en évidence d’une suite de CAUCHY de C.
Puisque d¢(u) := inf{||u — al| : @ € C'}, pour tout n € N*, il existe a,, € C tel que

(A) do(u) < [lu—ay| < de(uw) +%

(non non... on n’est pas assuré de lexistence de @ € C' tel que ||u — @|| = do(u)... sauf si
H est de dimension finie (pourquoi cela ?)). Grace a U'identité de la médiane valable
dans un espace préhilbertien (voir Chapitre 1, paragraphe 1.3.1), on a :

Ay + A,

4||u —
2

I+ lan — aml* = 2[llan — l® + llam — ull?].

A

a .
Comme a, et a,, sont dans C et que C est convexe, est aussi dans C'. Donc

Ay, + Ay

Ju— 2

| > dc(u) [par définition méme de de(u)],

d’on
(AA) [lan — am|® < 2Allan — u|l® + llam — ull’] — 4d% (w).

Comme la suite (||a, — u|), converge vers dc(u) quand n — 400 (¢f. (A)), pour € >0
donné, il existe un rang N (¢) tel que

n > N(eg) N lan, — u|| < dc(u) + ¢
m = N(e) lam —ull < dc(u) +¢ )7
de sorte que, via (AA),

(239) oot st 99

La suite (ay), est donc une suite de CAUCHY de C.

Etape 2. Existence d’un élément de Pc(u) (i.e. Po(u) n’est pas vide).
La suite (ay,), C C est convergente vers un élément a de C' (c’est ici que le caractére
complet de C intervient). Alors :

lan, —ul] — ||@a —u| (d’accord ?),
n——+oo

et comme ||a, — ul| — do(u) (¢f. (A)), on a en définitive : ||@ — u|| = de(u), soit encore
a € Pc(u)

Etape 3. Pc(u) est un singleton.
Soit v et w dans Pe(u) supposés différents et montrons que cela conduit & une
contradiction.

Par définition de d¢(u) (ou de Pe(uw)) :

lu = vl = de(u) et flu—wl| = do(u).
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4+ w

Considérons le point milieu du segment joignant v & w. Puisque C' convexe,

U+ w .
est encore dans C. Par suite :

v+ w u—v  u—w de(u)  do(u)
< — = —
o) < - DY) < 1Y B < Sl el g
. v4w
d’ou ||u — | = de(u).

Ceci est impossible car la sphére S(u,dc(u)) est "bien ronde" ; explicitons ce que nous
voulons dire. L’identité du parallélogramme dans un espace préhilbertien (¢f. Chapitre
1, paragraphe 1.3.1) conduit ici & :

12 = (v + w)[* + [lv — w]]* = 2[fju = v[|* + [lu — wl|?],
4dg () + |lv — wl|* = 2[dé(u) + dg(u)] = 4de (u),

ce qui est intenable lorsque ||[v — wl|| > 0, comme cela & été supposé au début de cette
étape de démonstration.

Etape 4. Caractérisation variationnelle de I’élément P (u).
Supposons v = Po(u), i.e. v € C et vérifie : ||u — v|| < ||u — a|| pour tout a € C.

Prenons a € C arbitraire ainsi que n € N*. L’élément —a + (1 — —)v = v + —(a — v) est
n n n
encore dans C puisque C est convexe. Par conséquent :

1 1
—o|? < fju— (= 1— =)o)
lu =" < Jlu (na+( n)v)H ,

ce qui implique
2 2 2 1 2
lu =" < Jlu—vllf == <u—v,a—v>+—lla—vf
n n
D’ou
1 2
<u—v,a—v>< —la—v|*
2n

et, en faisant n — +oo, on obtient bien < u —v,a —v >< 0.
Réciproquement, supposons qu’on ait :

velCet <u—v,a—v><0 pour tout a € C.

En écrivant a — v sous la forme a — u + u — v, on déduit de ce qui
précede (< u —v,a —u > +||Ju — v||? <0, et donc

lu—v|)? <<u—v,u—a>.
On applique 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour obtenir :
(AAA) flu—2|? < flu—ol.[lu—all.

Siu—v=0,ie v=u,cest que u € C etily aplus rien & démontrer. Si u — v # 0, on
déduit de (AAA) :
lu =l < lu—a.

On a bien démontré que v = Po(u).
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Etape 5. Propriétés essentielles de ’application F..
D’aprés la caractérisation variationnelle de Po(u) et Po(u'), on a :

Vae C: <u-— Po(u),a— Po(u) ><0
<u' — Po(u'),a — Po(u') ><0.

Faisons a = Po(u') dans la premiére de ces deux inégalités, et a = Po(u) dans la
seconde. Il s’ensuit, aprés addition des inégalités obtenues,

(AAAA) ||Po(u) — Po(u)|* << Po(u) — Po(u),u —u' > .

Alors, ($<) vient trivialement, et ($<<) résulte d’une nouvelle application de
I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

On a donc défini une application Po : H — C' C H, dite application (ou opérateur) de
projection, qui a des propriétés fort séduisantes, notamment (AAAA) dont sont tirées

(OO) et ($O). Mais attention! P n’est pas une contraction (why 7).

Exercice 5.2.3. Déterminer Po dans les cas simples suivants :
e C'=10,1] CR; on tracera le graphe de Po et observera la "monotonie” (propriété
(O<)), c’est-a-dire ici la croissance, de Pe.
o O =R} :={x=(21,....,2,) : ; > 0 pour tout i = 1,2,...,n} CR" (appelé souvent
Uorthant positif de R™).
e C = B(0,7) d’un espace de Hilbert H.

Exercice 5.2.4. Démontrer (et illustrer géométriquement) la nouvelle caractérisation
variationnelle de Po(u) que voici :

(v = Po(u) & vel et
<u—c,c—v><0 pour tout c € C.

Exercice 5.2.5. Intéressant et utile. Projection et distance a un hyperplan fermé.
o Soit Vo un hyperplan fermé de l’espace de Hilbert (H,< .,.>).
Vo peut s’écrire sous la forme suivante :

Vo={x € H: p(x)=0},

ot @ est une forme linéaire continue Z 0 sur H. Comme cela a déja été vu en 1°7
cycle lorsque H est de dimension finie, et comme cela sera vu au Chapitre 7 dans
le cas général, il existe c € H unique tel que p =< c,. > (i.e., p(u) =< ¢,u > pour
tout u € H).

Montrer alors que pour tout u € H :

| <c,u>|
dv(U) = 7
O,
Py, (u) =u — H’TC.
c
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o FEtendre les résultats ci-dessus au cas ou V, est un hyperplan affine fermé de H,
c’est-a-dire lorsque
Vi={xeH:<cx>=r}, reR
(V.. est alors "dirigé" par Uhyperplan vectoriel fermé Vi d’équation < c¢,x >=0).
Exercice 5.2.6. Une hypothése vous mangque... and everything breaks down.
Soit C([0, 1], R) muni de la norme ||.||o. On considére

C:={feC(0,1],R): f est croissante sur [0, 1],
f>0sur0,1], 1 < f(0) <2,

/Olf(t)dtJr 1~ £(0) = 0}.

e Montrer que C est une partie (non vide) convexe, compléte, el méme bornée de
C([0,1],R).

e Démontrer que dc(0) =0 et que Po(0) = 0.
Quelle est I’hypothése du Théoreme 5.2.1. qui fait défaut ?

5.2.2 Propriétés additionnelles lorsqu’on projette sur un sous-
espace vectoriel.

Le contexte dans ce sous-paragraphe est le suivant :

(H)'

(H,< .,.>) est un espace préhilbertien réel et V' # () est un sous-espace vectoriel
complet de H.

Exemples de telles situations (déja dites au début du paragraphe 5.2.1) :
e (H)":(H,< .,.>) est un espace de Hilbert et V est un sous-espace vectoriel
fermé de H.

e U est un sous-espace vectoriel de dimension finie de I’espace (seulement)
préhilbertien H.

On a vu au Chapitre 1, définition 1.3.3.4, ce qu’était A+, oit A est une partie non vide
de H. Nous allons a présent pouvoir en dire un peu plus sur la structure topologique de

At
Proposition 5.2.7.
1. Si0+#ce H, I'ensemble {c}*, noté aussi ¢+, est un hyperplan fermé de H.

2. Si A est une partie non vide de H, A' est un sous-espace vectoriel (toujours)
fermé de H.

3. "Prendre l’orthogonal de" est une opération insensible o "la prise d’adhérence” ou
a "la prise du sous-espace vectoriel engendré”, c¢’est-a-dire :

(V) At = (A)*, A+ = (vect A)*

(vect A ou lin A sont des notations pour signifier le sous-espace vectoriel engen-
dré par A, c’est-a-dire le plus petit (au sens de Uinclusion) sous-espace vectoriel
contenant A).
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Démonstration

1. {c}* est par définition {v € H :< ¢,v >= 0}, c’est-a-dire le noyau de la forme
linéaire continue ¢, : v — @.(v) ;=< ¢,v > (rappelons que . € H', et méme que
llecll” = llell)- Donc {c}* est bien un hyperplan fermé de H.

2. At est par définition {v € H :< a,v >= 0 pour tout a € A}, soit encore

ﬂ {v € H :<a,v>=0}. D'ou le résultat annoncé, puisque l'intersection

acA
(quelconque) de sous-espaces vectoriels fermés est un sous-espace vectoriel fermé.

3. Puisque A C A, on a au moins (A)* C A* (is that clear ?). Soit & présent u € At

A — A .
eta€ A;a= hl}rl a, avec a, € A pour tout n, de sorte que < u,a, >= 0 pour
n—-+0o0

tout n; la continuité de la forme linéaire < u,. > fait qu’ensuite < u,é\z >=0;
donc u € (A)*.
Puisque A C vect A, on a (vect Ayt C AL, Soit u € AL et a € vect A;
a = Z Aia; o \; € Ret a; € A, avec I ensemble fini; par suite
icl
< u,a >= Z)\i < u,a; >= 0 car < u,a; >= 0 pour tout 7;
iel

donc u € (vect A)*.

Théoréme 5.2.8. Fon-da-men-tal!
Sous U'hypothese (H') indiquée plus haut (avec V' # {0} pour éviter des trivialités) :

(i) L’application de projection Py : H — V C H est linéaire continue, avec
[Pyl =1.

(ii) Im Py =V, ket Py = V-, H=V & VL.
(i) VAL (= (VH)L) nlest autre de V.

Sous Uhypothése un peu plus précise (H)" indiquée plus haut, & savoir que V est un
sous-espace vectoriel fermé de espace de Hilbert H (avec V' # {0} pour éviter des tri-
vialités) :

g} application de projection Py, (licite 1ct!) n'est autre que idg — Py, t.e. :
Y Loapnlication de proiection Po. (licite icil) n AP
(VV) Pyi(u) =u— Py(u) pour tout u € H.
(i)
(vVV) ||ul|® = ||Py(u)||* + || Pye(w)|* pour tout u € H.
(i5)
(VVVV) < Py(u),v >=<u, Py(u) > pour tout u € H.
Non, V+ n’est pas nécessairement complet lorsque V est complet ; mais lorsque V est

fermé dans I'espace de Hilbert H, V' est & son tour fermé dans H, donc complet... Ceci
explique le léger distinguo dans les deux parties du théoréme.
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Démonstration du Thoéréme 5.2.8.
(i) On a vu en (OOOQ) (¢f. ce qui vient aprés le Théoréme 5.2.1) que :
(VVvvY) (u= Py(u)) < (WeV et <u—7mu,z >=0 pour tout z € V)

[ est 'unique point v de V tel que u —u € V4.
De <u— Py(u),z >=0
<u — Py(u),r >=0 pour tout x € V,
il vient pour A\, u € R :

< M+ pu’ — [APy(u) + pPy(u')], 2 >= 0 pour tout x € V.
On a donc trouvé un élément de V', a savoir w := APy (u) + pPy(u'), tel que
< A+ pu' —w,x >= 0 pour tout x € V';
c’est donc Py (Au + pau').
(i)’ D’aprés le Théoréme 5.2.1., pour tout u € H,

1Py () = Py ()] < [lu = O],

soit || Py (uw)| < [Jul| [car 0 étant dans V', Py (0) = 0].
Ainsi Py est continue et |||Py||] < 1.

Mais Pinégalité || Py (u)|] < |||Pyv|||-Jull, écrite pour un u # 0 de V' (de sorte que

Py (u) = u) conduit & 1 < ||| Py|]].
Donc ||| Py||| est bien égal a 1.

(ii) Im Py =V, c’est clair.

u€kerP, < Py(u)=0<<u—0,2>=0pourtout z € V [(¢f. (VYVVV))],

&S ueVt

VNV+ = {0}, c’est clair (du moins je I'espére). Soit u € H ; u = Py (u)+[u—Py(u)];
il ne nous reste plus qu’a vérifier que u — Py(u) € V4. Or < u — Py(u),z >= 0
pour tout x € V (cf. toujours (VVVVV)); ceci revient exactement a dire que

u — Pv(U) S VJ'.
On a donc démontré que H =V @ V+.
(iii) Soitu e Vet Ve V<L;ona <u,v>=0.
Donc : (u € V) = (< u,v >= 0 pour tout v € V=+), c’est-a-dire
(weV)= (ue (VHt =V,

Réciproquement, soit u € (V+)*. Comme u — Py (u) € V1 (déja vu un peu plus
haut), < u— Py (u),u >= 0. Par ailleurs, comme u— Py (u) € V* et que Py (u) € V,

on a < u— Py(u), Py(u) >= 0. Tl résulte des deux inégalités obtenues :
<u—Py(u),u— Py(u) >=0, dotu=Py(u),ie,ucV.
(= llu = Py (u)[*)
Passons & présent a la démonstration de (j), (jj) et (jjj)-
(j) L’élément T := u — Py (u) vérifie :
u e V*E (déja vu)
et <u—u,y >=< Py(u),y >= 0 pour tout y € V-~

Donc, au vu de la caractérisation (VVVVV), @ = Py (u).
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(§j) Comme Py (u) et Py i(u) sont orthogonaux, on a (VVV) par le théoréme de Py-
THAGORE (Chapitre 1, paragraphe 1.3.3).

(jjj) D’aprés la caractérisation (VVVVV) :
<u—Py(u),r >=0et <v— Py(v),z >= 0 pour tout =z € V.
Faisons © = Py (v) dans la 17 relation et © = Py (u) dans la 2°7¢ :
<u— Py(u),Py(v) >=0et <v— Py(v), Py(u) >=0.
Ainsi :
< u, Py(u) >=< Py(u), Py(v) >
<, Py(u) >=< Py(v), Pv(u) >,
d’ot le résultat (VVVV) escompté.

Une partie A de H est dite totale si vect A est partout dense dans H, i.e.

(vect A) = H. La question se pose notamment lorsque A = {e,, : n € N} (famille
d’éléments de H, indexée par N (ou N*)). Ce qui suit est un corollaire facile de la
Proposition 5.2.7. et du Théoréme 5.2.8..

Corollaire 5.2.9. Soit V' un sous-espace vectoriel d'un espace de Hilbert (H,< .,.>).
Alors V = V14,
Si A est une partie non vide de H, alors (vect A) = AL, En particulier :

A est totale < v,u >=0 pour B
(v)(dansH )ﬁ{(toutueA ):>(U—O):|.

Dans (V), c’est surtout 'implication [<] qui sert (pour démontrer précisément qu’une
partie A est totale).

[(Vn e N, <v,e, >=0) = (v=0)] = [{e,,n € N} est totale dans H].

Exercice 5.2.10. Soit {e, : n € N} une famille totale dans H.
On pose V,, = vect{eg, e1,....,e,}, n € N, de sorte que

Vi, C Va1 pour tout n € N

Soit u e H.
e Rappeler pourquot 'opération de projection sur V,, est licile.

e Démontrer que Py, (u) — u.
n—~+00

Exercice 5.2.11. Soit V| et V5 deux sous-espaces vectoriels fermés d’un espace de Hilbert
(H, < .,.>), tels que V; C V5.
Montrer qu’alors :

Py,

2

OIDVIZPVIOPVQZPV2

[théoréme dit des trois perpendiculaires (vite un dessin s.v.p.!)|
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Chapitre 6

Connexité(s) ; Convexité

"L’étude de la convexité est ['occasion d’appliquer les idées de la Mécanique
auxr Mathématiques."
J.-J. MOREAU (1923-)
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Ce chapitre un peu a part, et venant aprés avoir étudié pas mal de choses en Topologie
(notamment les applications continues au chapitre 4), traite en premiére partie de la
connexité (et non la "connexion" ; connectedness en Anglais). On peut dire
qu’intuitivement la connexité étudie le nombre de morceaux dont est fait un
sous-ensemble S de E. Deux notions de connexité seront introduites et étudiées : la
connexité par arcs et la connexité tout court.

La deuxiéme partie du chapitre traite de la convexité, notion purement vectorielle
mais aux propriétés topologiques tout a fait intéressantes. On a déja rencontré des
convexes fermés d’un espace de Hilbert dans la deuxiéme partie du chapitre 5.

6.1 Connexité(s)

6.1.1 La connexité par arcs

(E,d) est un espace métrique, parfois seulement un espace vectoriel normé.

Définition 6.1.1. On appelle arc ou chemin de S C E toute application continue
d’un segment |a,b] de R vers S

v: la,b] = S
t = ()

A = ~(a) est Dorigine de l'arc, B = ~(b) son
extrémité. On dit que v joint ou relie A a B.

Fig. 1
Il n’y aurait pas de perte de généralité a supposer [a,b] = [0, 1], mais nous gardons [a, b]
pour plus de flexibilité.
On dit que I'arc est simple si

(t £t t et t dans Ja,b) = (v(t) #~(t)).

La partie v([a, b]) est appelée 'image ou la trajectoire de !

Exemple 6.1.2. Soit (E,||.||) un e.v.n. réel, et soit A et B deuz points (différents) de
E. Alors, l'arc
v:te0,1]]—~(t)=(1—-t)A+1tB

joint A & B ; son image est un segment dans E (qu’on note parfois [A, B] tout simple-
ment). Bref, on tire un trait entre A et B.

1. Seule la continuité est requise sur 7 ; la trajectoire de v peut donc étre une ligne brisée.
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La Définition 6.1.1. est trés "géométrique" ou "cinématique", il ne faut donc pas se
priver de faire des dessins dans le plan (2D) ou dans I'espace (3D) pour soutenir son
intuition ou raisonnement.

B B

A A=B A

Arc qui n’est pas simple Lacet (appelé ainsi) Segment joignant A & B
Fig. 2

Définition 6.1.3. On dit qu’une partie S C E est connexe par arcs si, pour tout
couple (A, B) de points de S, il existe un arc d’origine A et d’extrémité B (entiérement)
contenu dans S.

En d’autres mots : deux points quelconques de S peuvent étre reliés par un chemin tracé

dans S.

Exemple 6.1.4. o Soitac R et S=R\{a}. Alors S n'est pas connexe par arcs.
o Soit Ay, ..., A, p points de R* et S = R*\ {Ay,...,A,}. Alors, S est conneze par
arcs. .
o La connexité par arcs de S n’implique pas celle de S ou de S. Que S ne soit pas
nécessairement connexe par arcs est un peu subtil...
o 5i S et T sont deux parties connexes par arcs de (E,d) telles que SNT # 0, alors
SUT est connexe par arcs.

Exemple 6.1.5. Dans un e.v.n. (E, ||.||), on dit qu’une partie de S est étoilée par rapport
a A€ S si, pour tout B € S, le segment [A, B] est contenu dans S. Bref, du point A on
"voit" tout point de S.

Fig. 6

Si S est étoilé (par rapport & A par exemple), alors S est connezxe par arcs.
Le démontrer (c’est facile).

Exemple 6.1.6. Si S C E est connexe par arcs, et si' T C F est connexe par arcs, alors
SxT CFE xF est connexe par arcs.

Théoréme 6.1.7. Soit f : E — F une application continue, soit S C E connezre par
arcs. Alors f(S) est conneze par arcs.

En une seule phrase : "L’image continue d’un connexe par arcs est connexe par
n
arcs'.
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Démonstration

(Trés simple). Soit A" et B’ deux points dans f(S), c’est-a-dire A’ = f(A) et B’ = f(B),
ot A et B sont deux points de S. Considérons un arc v joignant A & B dans S. Alors, le
nouvel arc ¢ := f o~ joint A’ & B’ dans f(.5).

[ |
Comment sont faites les parties connexes par arcs de F =R?7

Théoréme 6.1.8. S C R est connexe par arcs si, et seulement si, S est un intervalle.

Démonstration

(Idée). Utiliser le fait que I'image continue d’un intervalle est un intervalle.

6.1.2 La connexité

Voici une notion un peu plus générale que celle de connexité par arcs... Elle est aussi un
peu plus délicate. Si I’étudiant-lecteur se sent perdu dans ce paragraphe, qu’il se
contente d’étudier (et de maitriser) le paragraphe 6.1.1 sur la connexité par arcs.

Plutot que de dire d’emblée ce que nous entendons par partie connexe, nous expliquons
ce que nous entendons par partie non connexe (ou disconnexe).

Définition 6.1.9. S C E est dite non connexe (ou disconnexe) si on peut écrire

S =51USy (Sy et Sy non vides) (1)
et sl existe deux ouverts U et V tels que
51CU,SQCVGtUmV:®. (2)

Les propriétés (1)-(2) traduisent 'idée intuitive que S est "partagé en deux morceaux"
(au moins).

Si les propriétés (1)-(2) ne sont pas possibles pour S, on dira que S est connexe ; cela
traduit I'idée intuitive que "S est d’un seul tenant".

Exemple 6.1.10. 57 S et T sont connezes et si .S et T ont un point commun, alors SUT
est connexe.

Le théoréeme suivant fait le pont avec la notion de connexité par arcs vue au paragraphe
6.1.1.

Théoréme 6.1.11. 5@ S est connexe par arcs, il est alors connexe.
Si on fait un distinguo entre connexité par arcs et connexité, c’est qu’il y a des

ensembles (méme dans R?) qui sont connexes et ne sont pas connexes par arcs.
Voici une propriété utile dans des démonstrations de connexité d’ensembles.
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Propriété 6.1.12. Si S C E est une partie conneze, alors S est encore connexe. En fait,
"tout ce qui est coincé entre S et S est connexe” :

(ScTcCS)= (T est connexe).

Comme cela a déja été signalé plus haut, cette propriété n’est pas vraie si on remplace
"connexe" par "connexe par arcs".

Les deux théorémes qui suivent sont les pendants des deux théorémes (Théoréme 4.4.1
et Théoréme 4.4.2) vus au chapitre 4 (paragraphe 4.4) a propos de la compacité. Le
premier, le Théoréme 6.1.13, est a rapprocher du Théoréme 6.1.7 du paragraphe 6.1.1.

Théoréme 6.1.13. Soit f : E — F une application continue, soit S C E connexe. Alors
f(S) est conneze.

In a few words : "L’image continue d’un connexe est connexe'.

Démonstration

Elle est simple, typique d’'une démonstration de connexité par ’absurde. Supposons que
f(S) ne soit pas connexe. Utilisant la Définition 6.1.9, on peut donc écrire

f(S) = T1 U T2 (T1 et T2 non VidGS)7
et il existe deux ouvertes U et V (de l'espace image F) tels que
T1CU,T2CV€t UﬂV:Q)

Mais alors, désignant S; = f~1(T), So = f~H(T»),
S = S1USy (S; et Sy non vides), (3)
S1 C fTHU), S C fTHV) et fTHU) N fTHV) =0 (4)
Comme f est continue, f~H(U) et f~' (V) sont des ouverts (de E). Donc, (3)-(4)
traduisent que S n’est pas connexe (cf. Définition 6.1.9). D’ou la contradiction.

On a vu (¢f. Théoréme 6.1.8) que dans R il n’y a pas de différence entre "étre connexe
par arcs" et "étre un intervalle". En fait, il se trouve qu’il en est de méme pour "étre
connexe" (ouf, toujours ¢a de gagné!).

Lorsque f est une fonction numeérique (& valeurs réelles donc), le résultat qui suit étend
celui vu en 1°" cycle (théoréme dit des valeurs intermeédiaires) : "L’image continue
d’un intervalle est un intervalle".

Théoréme 6.1.14. (fon-da-men-tal!)
Soit S une partie connexe de E, soit f : E — R continue. Alors f(S) est un intervalle
de R.

Un exemple d’application : Sous les hypothéses du Théoréme 6.1.14, s’il existe u € S tel
que f(u) > 0et v e Stel que f(v) >0, alors il existe T € S tel que f(7) = 0.

Pour ne pas effrayer I’étudiant-lecteur, nous terminons ce paragraphe 6.1.2 en indiquant
un situation ou les deux notions voisines introduites aux paragraphes 6.1.1 et 6.1.2
coincident.
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Proposition 6.1.15. Soit Q0 une partie ouverte d’un espace vectoriel normé (E, ||.||).
Alors Q est conneze si, et seulement si, §) est connexe par arcs.

Exercice 6.1.16. Soit Q l'ensemble des matrices inversibles de M, (R). Montrer que

QO nlest pas connexe par arcs. Indication : Utiliser la fonction déterminant (fonction
continue sur M, (R)).

Exercice 6.1.17. (a reprendre en Calcul différentiel au second semestre).

1. Soit Q un ouvert de R™ et f : Q — R différentiable sur Q0 (et méme C* sur €, si

on veut). Avoir "7 f(x) = 0 pour tout x € Q" implique t-il que fest constante sur
tout €.

2. Supposons que ), en plus d’étre ouvert, est connexre (ou, ce qui est équivalent ici,
conneze par arcs). Montrer qu’alors :

(Vf(x) =0 pour tout x € Q) < (f est constante que Q).

Question additionnelle de réflexion : A quoi peut servir ce type de résultat ?
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6.2 Convexité

Connexité, convexité... une seule lettre est changée et pourtant la notion de convexité
est complétement différente de celle de connexité (avec laquelle elle a pourtant
quelques... connexions). Tout d’abord, la convexité est une notion purement vectorielle,
mais aux conséquences topologiques fort intéressantes.

Le contexte de travail est ici :(E, ||.||) espace vectoriel normé réel. Rappelons :

Définition 6.2.1. On dit qu’une partie C' C E est convexe (on dit aussi "C' est un
convexe") si :

x ety dans C
( Ne [0,1] ) = A+ (1-Nyel). (2.1)
C' est convexe C n’est pas convexe
Fig. 4

Quelques propriétés (immédiates ou faciles a démontrer)
e Si C et D sont convexes, il en est de méme de C' + D.
e Si (C})icr est une famille de convexes, alors C' := ﬂ C; est convexe.
iel
e B(0,7) et B(0,7) sont convexes.

e Si C est convexe, il en est de méme de C et C.

Définition 6.2.2. Une combinaison convexe d’éléments x1, ...,z de E est un élément
de la forme
a1y + oo + g, 0 p + ...+ oy, =1 et a; >0 pour tout i =1,....k  (2.2)

En géométrie du plan ou de 'espace, on pourrait parler de a;zy + ... + gz, comme du
barycentre des points x; affectés des poids «;.

Proposition 6.2.3. C est convexe si, et seulement si, il contient toute combinaison
conveze d’éléments de C'.

Démonstration
e La définition (2.1) utilise simplement les combinaisons convexes de deux éléments.
Dongc, si la propriété de la proposition au-dessus est acquise pour C, C' est convexe.
e Réciproque (plus intéressante). Soit C' convexe au sens de la Définition 6.2.1. Soit
X1, ..., T dans C| soit aq, ..., oy des réels positifs de somme égale & 1. L’un de ces
coefficients «; est > 0, par exemple ;. Alors formons
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s T L ( + )
=+ ——— 1y |= —— (71 +
I B T

qui est dans C' (d’aprés la Définition 6.2.1). Puis

a1 + Qg 4 Qa3 1 ( i + )
= T3 |= ————— (011 + g + a3
Y3 a1+a2+&3y2 a1+ oo + asg 3 a1+ o + Qg 1 272 38
qui est dans C' (pour la méme raison qu’au-dessus). Ainsi de suite jusqu’a
oy + ..o+ o Qg 1
Y = 1 Yk—1 T TIk = I(Oéll’l + ...+ ozkxk) .

Avec la propriété que 'intersection d’une famille quelconque de convexes est convexe et
la Proposition 6.2.3, nous sommes préts pour la définition et les propriétés suivantes.

Définition 6.2.4. Soit S C E. On appelle enveloppe convexe de S ’ensemble convere
noté coS (ou convS) et défini par :

coS = {C conveze, S C C}. (2.3)
On appelle enveloppe convexe fermée de S ['ensemble convexe fermé noté coS et défini
par

coS = [{C convexe fermé, S C C'}. (2.4)

On montre trés facilement que ¢oS est 'adhérence de coS, ce qui fait que la notation
dans (2.4) ne présente pas d’ambiguiteé.

Proposition 6.2.5. Soit S C E. Alors :
coS = {combinaisons convexes d’éléments de S}. (2.5)

Démonstration

Facile ; a faire sous forme d’exercice.

A priori, dans les combinaisons convexes permettant de construire coS (¢f. (2.5)), on est
obligé de considérer tous les k = 1,2, ..., ... € N*. Toutefois, lorsque E est de dimension
finie, disons n, on peut s’arréter & un nombre k bien déterminé (fonction de n). Voici
donc, sans démonstration, deux résultats dans ce sens.

Théoréme 6.2.6. Supposons E de dimension n et S C E.
e (C. CARATHEODORY) Tout élément x de coS peut étre représenté comme une
combinaison convexe de n+ 1 éléments de S.
e (W. FENCHEL ET L. BUNT) Si S est conneze, tout élément x de coS peut étre
représenté comme une combinaison convexe de n éléments de S.

Ces résultats sont trés expressifs du point de vue géométrique, il est fortement
recommandé de les illustrer par des petits dessins dans le plan (dimension n = 2).
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Fig. 5 :de S a coS.

Un lecteur intéressé pourra compléter sa culture sur le sujet en étudiant le chapitre A
de I'excellent livre, par d’excellents auteurs :

J.-B. HIRIART-URRUTY et C. LEMARECHAL, Fundamentals of convex analysis,
Grundlehren Text Editions, Springer (2001).

A retenir absolument.

Dans £ = R, "étre connexe par arcs", "étre connexe", et "étre convexe" sont des notions
équivalentes ; ¢’est la seule fois ol on peut se permettre cette faute de frappe : vSn. Les
seules parties vérifiant cette propriété sont les intervalles.
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Chapitre 7

Analyse hilbertienne (suite) :
L’isométrie de F. RIESZ d’un Espace de
Hilbert ; Opérateur Adjoint d’un
Opérateur ; Une Application :
Problémes de moindres carrés ; Bases
hilbertiennes

"Les espaces hilbertiens ou espaces de HILBERT sont l’outil fondamental des
applications de I’Analyse a la Physique et aux Sciences de lingénieur”.
L. SCHWARTZ
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On a eu dans chaque chapitre 'occasion de parler des esapces préhilbertiens ou des
espaces de Hilbert, notamment Chapitre 1 page 15 a 19, Chapitre 2 page 27 a 32,
Chapitre 5 page 79 a 87... Nous poursuivons dans ce chapitre I’Analyse hilbertienne
avec le théoréme de RIESZ, la notion d’opérateur adjoint d’un opérateur, les bases
hilbertiennes, etc.

7.1 L’isométrie de F. RIESZ d’un espace de Hilbert
Soit (H,< .,.>) un espace préhilbertien réel. Pour tout u € H fixé, la fonction

o, H — R
v (V) =< u,v >

est une forme linéaire continue, et ||@,||" = ||u|| (cela a déja été vu a plusieurs reprises).
Nous montrons que par ce moyen nous retrouvons 'effet de tous les éléments de
I’ensemble H’ des formes linéaires continues sur H.

Théoréme 7.1.1. (F. Riesz')

On suppose que H est un espace de Hilbert (Attention ici!). Alors, J: H — H' définie
par :u— (J(u) 1 v [J(uw)](v) :=< u,v >) est linéaire, bijective et isométrique.

J est appelée Uapplication de dualité de H ou l'isométrie de F. RIESZ de H.

Démonstration
Etape 1. J est linéaire. En effet :

VAN € R, Vu,u' € Hy J(Au+ Nu') = AJ(u) + NJ(u);
comme cela est aisé a vérifier.

Etape 2. J est une isométrie (linéaire).
Comme on a : [|[J(u)||" = ||@u]l’ = ||u|l, J est bien une isométrie linéaire.

Etape 3 (I'essentielle). J est surjective (c’est la seule chose qui reste a vérifier, cf.
Chapitre 1 page 7 en bas si nécessaire).

Soit ¢ € H'; il nous faut démontrer qu’il existe U € H tel que ¢ = @, nécessairement.
Si ¢ = 0, le vecteur & = 0 fait I'affaire (0 = o).
Supposons ¢ # 0. Considérons V' := ker ¢ ; c’est un hyperplan fermé de H, donc complet

(car contenu dans H qui a été supposé complet). On peut donc appliquer le théoréme
de projection orthogonale du chapitre précédent (Chapitre 5, Théoréme 5.2.8.) :

H=Va&Vt Vi=Ra (oua#0)

(a peut étre trouvé comme suit : soit w € H \ V' (ce choix est possible car V ¢ H
(puisque ¢ # 0)), on prend ensuite a = u — Py (u)).

1. Les deux fréres RiEsz, Frédéric et Marcel, sont deux mathématiciens hongrois. F. RIESZ est né en
1880 et mort en 1956.
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Donc, tout v € H va s’écrire : v = w + Aa, ou w € V. D’ou

<wv,a>=<w,a > +Mal|* =0+ Ma|? car < w,a >= 0.

< >
Ainsi v =w + ﬁa (représentation qui "se lit" sur une figure).
a
On a donc : (@
<v,a> p(a)a
Vo € H,p(v) = p(w) + ——5—p(a) =< T05,v >,
lall? el
c’est-a-dire :

A (a) a
© = pr, 0U U= p(a)—.
v el

. e . A .
(Noter que, bien entendu, deux choix différents de a donnent lieu au méme u (puisque
les deux a en question sont colinéaires)).

Grace au Théoréme 1.1. on peut donc dire que, d’une certaine maniére, H' et H sont
"identifiables" :

7.1.2. Yo € H',Ju € H unique tel que p =< u,. >.

On gardera toutefois en téte lisométrie J qui a servi o cette identification, car on peut
vouloir (ou avoir besoin) dans certaines situations d’autres maniéres de "représenter” H',
et donc d’autres isométries.

Une premiére conséquence du théoréme de F. RIESZ : un produit scalaire sur H'.
I1 est naturel de penser a poser sur H’

<@ >pr=<J @), JTH W) >u -

On vérifie facilement que < .,. >y est un produit scalaire sur H’, et que ce produit
scalaire donne lieu & la norme ||.||" utilisée sur H' : ||.||' = /< ., >n.
A Taide de 'isométrie J ou de son inverse J~! on passe de H sur H' et vice versa.

Un modéle ou espace-pivot d’espace de Hilbert de dimension infinie est I'espace de
LEBESGUE L?([a, b]).
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7.2 Opérateur adjoint d’un opérateur

On rappelle le résultat suivant d’Algébre bilinéaire (cf. 1¢" cycle).
Soit (Ey, < .,.>1) et (Ey, < .,.>2) deux espace euclidiens et v € L(E1, E»). L’adjoint
u* de u est 'application linéaire de Fy dans F; définie comme suit :

Vo € E17y € E27 < U(l‘)my >E2:< x7U*(y> >E1 .

Si Ey et E5 sont munis de bases orthonormées pour < .,. >p, et < .,. >p,
respectivement, les matrices de u et de u* dans ces bases sont transposées ['une de
I’autre.

Ce qui suit est un prolongement de ces notions au contexte hilbertien (on ne
considérera que celui-1a).

Théoréme 7.2.1. Soit (Hy,< .,.>p,) et (Hs, < .,. >p,) deuz espaces de Hilbert, et
soit A € L(Hy, Hs). Alors A posséde un et un seul adjoint A*, c’est-a-dire une application
A* . Hy — Hy telle que :

(A)Yu € Hy,v € Hyy, < A(u),v >p,=< u, A*(v) >pg,.

A* est linéaire continue, et |||A*|||zmy,m) = ||| Al 20, m)-

Démonstration

Etape 1. S’il existe, ’adjoint est unique.
Supposons en effet : Vu € Hy,v € Hy,

< Au),v >=< u, A} (v) >=< u, Aj(v) >

On en déduit : Yu € Hy,v € Hy, < u, Aj(v) — Aj(v) >= 0, soit en choisissant
u = Aj(v) — A3(v), [[A;(v) — A5(v)]]? = 0. Ainsi : Yo € Hy, Aj(v) — Aj(v) =0, i.e.
A = Al

Etape 2. S’il existe adjoint A* de A est linéaire.
Il suffit de revenir aux définitions pour vérifier qu’effectivement :

VA, N € R Vo, 0" € Hyy A*(Av 4+ M) = AA*(v) + N A* (V).

Etape 3. Si A* existe, (A*)* existe aussi, et (A*)* = A.
En effet, si A* existe, on doit avoir :

Yu € Hy,v € Hy, < A(u),v >=< u, A*(v) > .

Mais < A*(v),u >=< u, A*(v) >=< A(u),v >=< v, A(u) > (d’aprés ce qui précéde).
On a donc tout ce qu’il faut pour dire que (A*)* existe et vaut A.

Etape 4. Si A* de A € L(Hy, H) existe, A* € L(H,, Hy) et |[|Al|| = |||A*|]]-
Par l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ appliquée en (A), on a :
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| <u,A*(v) >| = | <A(u),v>|
puis | <u,A*(v)>| = | <A(u),v>|

A [[v]l;
ANl o]

On fait u = A*(v); alors :
1A () ]* =< A*(v), A" (v) >< [JJAl[]A* ()] ][v]]-
Donc, pour tout v € Hy tel que A*(v) #0;
1A= ()] < [HA[[- vl
Les v € Hj tels que A*(v) = 0 ne génant en rien dans 'inégalité ci-dessus, on a bien :
(a8) [[A*()[| < [[|A]]]-l[o]] pour tout v & Ha.

A* étant linéaire (cf. Etape 2), I'inégalité (AA) indique bien que A* est continue, avec
A= < [[]A[[l-

Si ’on change A en A* dans la démonstration, sachant que (A*)* = A (¢f. Etape 3), on
obtient ||| Al|| < |||A*|||. D’ou I'égalité annoncée.

Etape 5. A € L(H,, Hs) posséde bien un adjoint A*.
77Z)v - H — R

u = Py(u) =< A(u),v >
1, est une forme licaire (c’est clair), continue car :

Pour tout v € H, fixé, considérons

[Yo(u)] = [ < A(u), v > [ < [JA)I[|[oll < [[JAN]-flall- o]

1, est donc un élément de Hi, on applique le théoréme de F. RIESZ (¢f. 7.1.2.) :
da, € H; tel que ¥, =< a,,. >. On a ainsi défini une application
B: HQ — H1
v +— B(v):=a, (défini comme au-dessus).
Par construction méme :
< A(u),v >

/!
pN

< u,B(v) >

Vu € Hy,Yv € Ho,y(u) =< ay,u >=

Donc, par définition méme de ce doit étre A*, on a B = A*.

Un petit formulaire sur les adjoints (semblable & celui vu en Algébre linéaire)

(A = A, (A+ B)" = A" 1 B, (AA) = AA", (idy)" = idy, (Bo A) = A" 0 B”
Si A est inversible et que A™! est continue, A* est & son tour inversible et (A*)™! = (A71)*.

Exemple 7.2.2. V est un sous-espace vectoriel fermé de Uespace de Hilbert (H, < .,.>).
Alors, d’apres le (VVVV) du Théoréme 5.2.8 du Chapitre & :

(Pv)" = Py
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Exemple 7.2.3. Soit ¢ € H', donc ¢ =< a,. > pour un a € H unique (cf. 7.1.2.)
Comme :

Yue H,Vr eR, p(u).r =<a,u>r=<u,ra >,

produt sealaive dans &
on a o : R — H définie par ¢*(r) = ra.
Exemple 7.2.4. Soit 6 € C([a,b],R) donné et
A ¢ L(a,b) — L*([a,b)
f = (Ag(f) st = [Ae(HI(E) = 0(1) f(1)).

Ag(f) € L*([a,b]) (facile & voir). Comme
< Ao(f)s 9 >r2(jap)= /[ ) O(t)f(t)g(t)dt pour tout f,g € L*([a,b]),

on a bien
((Ag)* =:)As g = Aj(g) = t = [A5(9)](t) = 0(t)g(1),

c’est-a-dire : Ay = Ayp.
Exercice 7.2.5. Etant donné K : [a,b] X [a,b] — R continue, soit
A ¢ L*(a,b) — L*([a,b])
u — (A(u) 2t [a(w)](t) = K(t, s)u(s)ds).

[a,0]

A est linéaire (c’est clair), et continue car

IA1Z2 0.y < [/{ - |K<t78)|2d8dt:|'||u||%2([a,b]) (d’accord ?).

La relation de définition de A* est :
Yu,v € L*([a,b]),
< A(u), UV >12(jap) =< U, A*<U) >12([ab]) -

Exploitons ceci, pour obtenir :

/[b}{ [ b}K(t, S)u(s)ds] w(t)dt = K(t, s)u(s)v(t)dsdt

[a,b]?
N
Utilisation du théoréeme de FUBINI
( cf. Cours de Calcul intégral. )

v
_ /[ . [ e S)U@)dt} ls)ds.
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on voit mieuz (et on compare mieur avec A) en écrivant

[A*(v)](t) = - K(s,t)v(s)ds.

A* est donc comme A : a la place du noyau K : (t,s) — K(t,s), on a le noyau

K*: (t,s) — K*(t,s) := K(s,t).

Définition 7.2.6. A € L(H) est dit auto-adjoint lorsque A = A* (i.e. A est son propre
adjoint).

C’est le cas dans ’Exemple 7.2.4 au-dessus, ainsi que dans I’Exemple 7.2.5 lorsque le
noyau K est "symétrique" (K (s,t) = K(t, s) pour tout s,t dans [a, b]).

Exercice 7.2.7. Intéressant.
Soit A € L(H) auto-adjoint. Montrer qu’alors

Al = sup | < Az, z > |.

llzll=1

Les résultats qui suivent ressemblent fort & des résultats vus dans le contexte des
espaces euclidiens (en 1°” cycle), mais attention aux fermetures (inutiles dans un
contexte de dimension finie)!

Théoréme 7.2.8. D’une utilisation fréquente.
Soit (Hy,< .,. >1) et (Ha, < .,. >3) deux espaces de Hilbert, et soit A € L(Hy, Hs).
Alors :

1. ker A = (Im A*)*, ker A* = (Im A)*;
2. Im A = (ker A*)t, Im A* = (ker A)*.

A A*
H, — H? H, — H?
U U U U
ker A Im A Im A* ker A*

Pour se souvenir de ce qu’il faut fermer et ce qu’il est inutile de fermer dans ce nouveau
"jeu de bascule", se rappeler que ker B est toujours fermé lorsque B est linéaire
continue, alors que Im B ne 'est pas.

Démonstration du Théoréme 7.2.8

Comme (A*)* = A, il suffit de démontrer la "moitié" de 1. et 2..

1. (u€kerd) < (Au=0) = (Vv € Hy, < Au,v >=0)
= (Yv € Hy, < u, A'v >=0) & (Vw € Im A", < u,w >=0).
Donc ker A C (Im A*)*.
Réciproquement, soit u € (I'm A*)*.
(Vw € Im A", < u,w >=0) & (Yv € Hy, < u, A*v >=0)
= (Vv € Hy, < Au,v >=0) & (Au = 0).
Donc (Im A*)* C ker A.
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2. D’apres le Corollaire 5.2.9 du chapitre précédent, si V' est un sous-espace vectoriel
d’un espace de Hilbert, V++ = V. Appliquons ce résultat & V = ker A; on obtient :

(ker A)t = (Im A*)*+ = Im A*. CQFD.
|

Exercice 7.2.9. Soit A € L(Hy, Hs). Montrer que Im A est fermé si et seulement si
Im A* est fermé.

Montrer : ker(A* o A) = ker A (et donc ker(A o A*) = ker A*).

L*([0,1]) — L*([0,1])

f = A(f) st = [AUNIE) = Lf (D).
Montrer que Im A est dense dans L*([0,1]) mais que Im A G L*([0,1]) (en montrant
par exemple que la fonction qui vaut constamment 1 sur [0, 1] n’est pas dans Im A).

Exercice 7.2.10. Soit 4
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7.3 Une application : Problémes de moindres carrés.

On étudiera ce qui suit dans ce paragraphe en gardant a l'esprit ce qui a été fait dans

un cours parralléle (Analyse numérique matricielle) concernant 'équation Az = b, ou
Ae My, (R) et be R™

Théoréme 7.3.1. Résolution du probléeme auzx moindres carrés.

Soit Hy et Hy deuzr espaces de Hilbert, A € L(H,, Hs) telle que Im A soit fermée
(dans Hs), soit v € Hy. Alors la probleme (P), dit "des moindres carrés” qui consiste a
minimiser

(0) uw € Hy — ||Au — v|| g,

sur Hy admet des solutions ; elles sont caractérisées comme étant les solutions de [’équa-
tion

(00) (A*0 A) u= A*v,

appelée "équation normale du probléme de moindres carrés (P)". En particulier, si
A*o A (€ L(H,)) est inversible, alors (P) a pour unique solution

(000)uw= (A% 0 A)~1A*v.

Remarquons que minimiser u — ||Au — v||g, sur H; équivaut a minimiser
u— ||Au — v}, d’ott Pexpression "les moindres carrés" ("least squares" en Anglais).

Démonstration du Théoréme 7.3.1

1¢7¢ démonstration. w € H; est solution de (P) si et seulement si

|AT — v|| g, < ||w — v||g, pour tout w € Im A,
c’est-a-dire
Aw est la projection orthogonale de v sur I'm A.

Comme Im A a été supposés fermée (eh ouil), 'opération de projection sur Im A est
licite et parfaitement déterminée (on est d’accord 7). Il vient de la caractérisation de

P[m A(U) .
(00 00) < Au — v, Au >pg,= 0 pour tout u € Hy

(Au € Im A, et ce qui est au-dessus est la traduction du fait que Az — v doit étre dans
I'orthogonal de I'm A).
Mais (¢ © ©0) est encore équivalent &

< (A* o A)u — A*v,u >pg,= 0 pour tout u € Hy,

ce qui revient a avoir :

(A*o A)ju— A™v =0.
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2¢ démonstration. [cf. Cours de Calcul différentiel] "Variationnelle", en utilisant les
ressources du Calcul différentiel et la convexité de la fonction a minimiser.

Soit f:u € Hy — f(u) = ||Au—v||},. Il est tout d’abord facile de vérifier que f est
convexe sur Hy (i.e., flau+ (1 — a)u') < af(u) + (1 — a)f(u') pour tout w,u’ dans Hy
et o € [0,1]). Ensuite, parce que la norme ||.||2 utilisée est la norme hilbertienne, la
fonction ||.||3 est extrémement "lisse", ¢’est une fonction C* sur Hy avec

(I I17,)(w) = 2 < w,. > pour tout w € H,. En conséquence, la fonction f est
différentiable sur H; avec

he H +— 2 < Au—v,Ah >

2 < (A*oAu— A*v,h >
= <vf(u),h>
comme différentielle en v € H;.

La convexité et la différentiabilité de f sur H; font que uw € H; minimise f sur H; si et
seulement si 7 f(uw) = 0. D’ou le résultat annoncé vu que 7 f(u) = (A* o A)u — A*v.

Siwv e Im A, mettons Au = v, il est clair que u est solution du probléme des moindres
carrés associé a A et v (dans ce cas, la valeur minimale dans (P) est 0 bien sir).
L’ensemble des solutions de ’équation Au = v est alors u + ker A. Parmis ces solution il
y en a une et une seule "plus courte" que toutes les autres, c’est-a-dire de norme
minimale.

U+kEer A

=

Théoréme 7.3.2. Solution de norme minimale de l’équation Au = v.
Sous les hypotheses du Théoreme 7.3.1, avec v € Im A, il existe parmi les solutions de

) . . . A .
I’équation Au = v une et une seule de norme minimale. Cette solution u est construite
de la maniere suivante :

(00000) (we Hy vérifiant (Ao A )w = v) ~ (ﬁ = A*w)

[ des w € Hy différents vérifiant (Ao A*)w = v conduisent au méme ﬁ]

On vérifie rapidement ce qui est dit en commentaire ci-dessus, a la fin de I’énoncé du
Théoréme.
(Ao A wy =
et = (Ao A*(w; — wy) = 0) = (A*(wy — wy) = 0)
(Ao A¥)wy =
[ car ker(A o A*) = ker A*, ¢f. Exercice 7.2.9].
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Démonstration du Théoréme 7.3.2

Comme on 'a dit en préambule a I’énoncé, ’ensemble des solutions de ’équation
Au =wv est S:=u+ker A, ou w est une solution particuliére de I'équation Au = v. S est

donc un sous-espace affine fermé de H;, et I’'élément 4 de S de norme minimale est la
projection de 0 sur S. Cet élément U est caractérisé de la maniére suivante (cf. Chapitre

5, page 79) :
(x) W€ S et 0—u e (ker A)L.

Comme (ker A)t = (Im A*)*+ (Théoréme 7.2.8), que (Im A*)1+ = Im A* (Chapitre 5,
Corollaire 5.2.9), et que I'm A* est fermé (car Im A est fermé par hypothése, cf.
Exercice 7.2.9), on a en fait la caractérisation :

(**)IALESG’C{\LGITTLA*.

Il existe donc w € Hy tel que U= A*w; de plus
v=Ali = (Ao Aw

Réciproquement, si w € Hy vérifie (A o A*)w = v, Pélément u := A*w vérifie (+x) :

~ ~ ~ , ~ A
Au=v,doncu € S, et u € Im A*; en conséquence u = u.
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7.4 Bases hilbertiennes

7.4.1 Définition et propriétés des bases hilbertiennes.

Soit (H,< .,.>) un espace préhilbertien réel et (e;);c; une famille d’éléments de H
(I'ensemble d’indices I est souvent N ou N*). Cette famille est dite orthogonale lorsque

Vi,e; 0 et Vi # 5 < ejej >=0,
et orthonormale lorsque, de plus,
Vi, |le;|| = 1 (définition déja vue au Chapitre 1).

Une famllle orthogonale peut toujours étre rendue orthonormale (il suffit de remplacer

(c’est un exercice facile que de vérifier cela).

Etant donné une suite orthonormale (e, ),eny de H, on appelle i-éme coordonnée de
u € H (ou i-éme coefficient de FOURIER de u € H) dans (ou par rapport a) (e, )nen le
réel

e; par ) Les vecteurs d’une famille orthogonale sont linéairement indépendants

(k% %) &(u) =< u,e; >.

Proposition 7.4.1. Inégalité de BESSEL?

Soit (en)nen une suite orthonormale de ’espace préhilbertien réel (H, < .,. >). Alors
la série numérique de terme général (&,(u))nen est dans I2(N), et on a (pour tout u € H)
["tnégalité :

(% * %% Z 2 < ||ul|®. [Inégalité de BESSEL.
n=0

Démonstration

Soit N un entier > 0. Notons &, le réel &,(u). On a :

N N N
fu=S el = Jull =2 <, > uew >+ S Gucnl?
n=0 n=0

(aprés développements) = ||ul* — ng

Par suite
N
> <l
n=>0

On a tout ce qu’il faut pour affirmer ce qui est annoncé dans la Proposition (d’accord 7).

2. Friedrich BESSEL (1784-1846), de nationalité allemande ; mathématicien géodésiste et surtout as-
tronome.
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Pour espérer avoir une égalité dans (x  #x), il faut que la famille (e, ),en soit
suffisamment "riche", qu’elle "remplisse tout H" par des combinaisons linéaires. C’est
ce qui motive la définition suivante.

Définition 7.4.2. Une suite orthonormale (e,),cn de U'espace préhilbertien
(H,< .,.>) est dite base hilbertienne de H (ou base orthonormale de H, en Physique
on dit aussi systéeme orthonormal complet de H ) lorsque

(% % % % %) vect{e, :n € N} = H
(i.e., {en : n € N} est une partie totale de H ).

Ce que dit (% * % * x) est, rappelons-le,

) Niei: N €RI fini} = H.
iel
Cette notion de base hilbertienne est topologique et non algébrique ou vectorielle
(lorsque H est de dimension infinie) ; voir 'expression (QQ) ci-dessous (qui justifie

'appellation de "base"), la notion de "somme infinie" n’a aucun sens en Algébre
linéaire...

Théoréme 7.4.3. Fon-da-men-tal!
Soit (en)nen une base hilbertienne de ’espace préhilbertien réel (H, < .,.>). Alors :

1. Pour toutu e H, on a :
(V) > [< u,en >)* = ||ul|* [Egalité de PARSEVAL.?|

n=0

2. Pour tout u € H, la série (d’éléments de H) de terme général &6, =< u,e, >
en,n € N, est convergente et de somme u :

(QQ) u= Z < u,e, > e,. [Série dite "développement de u dans la base
n=0
(en)nEN ”]-

3. Pour tout w,v € H, la série numérique de terme général &,(u)&,(v),n € N est
convergente et de somme < u,v > :

[e.e]
(QOQ) < u,v >:Z<u,en> < U, e >

n=0

3. Marc-Antoine PARSEVAL (1755-1836), mathématicien francais.
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Démonstration

1. Soit u € H, soit ¢ > 0. Puisque {e, : n € N} est totale, il existe v. = Z Aie; (ou les
icl

A; sont réels, [ fini) tel que [ju — v || <e.

Soit V :=wect{e; :i € I}. V est un s.-e.v. de H, de dimension finie, donc complet ;

l'opération de projection Py sur V est donc licite (Chapitre 5, paragraphe 5.2.2).

Le vecteur u — Py (u) est orthogonal & V', donc a e; pour tout ¢ € I :

Viel, <u— Py(u),e; >=0,

soit : Vi € I, < wu,e; >=< Py(u),e; >.
Comme Py (u) = Z < Py(u),e; > e; (on est d’accord ?), il s’ensuit :
i€l

On a par conséquent :

=PI = flu= S &tuel?
il = e 6 ()]

(aprés développement) =
< &2 [par définition de v.].

Donc, en utilisant I'inégalité de BESSEL (% * ),

+00 +o0
D [ < Jull? < Z[&(U)]Q +e? <) leaw) + €

On a donc démontré :
+o0o +oo
Ve >0, Y [Ga(w)]® < [lull® <D € (w)] + €%,
n=0 n=0

ce qui équivaut a I'égalité annoncée (Q)

N
. 2 2 - :
[1. = 2.] Puisque Z%[< u, €, >] N ||u||* en croissant, on a :
n=
N
Ve > 0, 3N, tel que : N > Ne = 0 < [jul|? — Z[< u, e, >* <&
n=0
Par ailleurs,
N N
llu — Z <u,e, > en® = Jlul® - Z[< u, e, >]? [toujours aprés le méme type de
n=0 n=0
calculs].
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Par conséquent :

N
Ve > 0,dN, tel que : N > N, = Hu—z<u,en>enﬂ2§€2.
n=0

On a bien démontré 2.

[2. = 3.] Par l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, pour tout entier N > 0 :

[iy@(u)\mn(v)@? < {i[gn@)]z}{i[gn(vﬂz}

n=0 n=0

< {f}{f} =l

La série numérique de terme général (£n(u)£n(v))n€N est donc convergente (et méme
absolument convergente). Reste a calculer sa somme. Utilisons pour cela l'identité (de
polarisation) :

<w,v> = Sflu+ol* = flul* = o]

Sl

- Y > 6(0) + 0 ~ sl - aod

= D &wé(v).

Exemple 7.4.4. Soit H = [*(N) et, pour tout n € N*, e, = (0,...,0,1,0,...) [1 a la n-éme
place, 0 partout ailleurs|. Alors (e,)nen+ constitue une base hilbertienne de H (on s’en
serait douté!), elle est appelée base canonique (ou naturelle, ou standard) de I*(N).

Exemple 7.4.5. Soit Cr(R,R) [’espace vectoriel des fonctions continues sur R et T-
périodiques (T > 0, T = 27 par exemple). Le produit scalaire déja utilisé maintes fois sur

Cr(R,R) est
<f,q >::/O f(t)g(t)dt.

. 27 "y ) . . : : :
Soit w = T (quantité appelée pulsation ou fréquence angulaire ou circulaire, dans

ce contexte).
La suite de fonctions (n € N*)

t— 1, t+ cos(wt), t > sin(wt), ...
t — cos(nwt), t — sin(nwt), ...

est orthogonale dans (CT(R, R), < .,. > ); on la rend orthonormale en "rectifiant le

T
tir", sachant que ||t — 1||> =T, ||t = cos(nwt)|* = ||t = sin(nwt)|* = =.

Que cette suite donne bien lieu o une base hilbertienne n’est pas chose immédiate, c’est
un théoreme d’approzimation de WEIERSTRASS sous forme trigonométrique (cf. Chapitre
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Considérer [ € Cr(R,R) revient a considérer f € C([0,T],R) telle que f(0) = f(T) (is
that clear ?). Or

{f € C([0,T],R) : f(0) = f(T)}
se trouve étre dense dans (C([0,T],R),].|l2), o |.||2 est la norme déduite de < .,. > [le
démontrer est un excellent petil exercice].

fenétre de fenétre de
travail travail
—
o T 2T o\J T 2T
f € CT(RuR) f € C([OaT]7R)

Donc, en fait, on a mis en évidence une base hilbertienne de (C([O,T],R), <. .> )

C’est la suite de fonctions :

(VD) vr_f¢iawwt/¢janwt

V;g%mwt,¢;ammw)“«ner.

Ainsi, si f € C([0,T],R),

P_{V;m+§ﬂ%¢ngw)+m¢gmmmﬂ}

n=1

1 e
ot ap =< f, T >=\/7 f(t)dt,
0

—<f,\/751nnw \/>/ f(t) sin(nwt)dt (n € N*).

Comme C([0,T],R) est partout dense dans L*([0,T]) (cf. Cours sur l'intégration de LE-
BESGUE), ce qui a été mis en évidence en (VQVQV) est une base hilbertienne de L*([0,T])
(appelée parfois base hilbertienne de FOURIER).
Attention! La convergence dans (QOQQQ) est au sens de ||.||2, elle n’est pas uniforme
(faut pas réver!), ni méme simple (i.e. convergence en toul point de [0,T]). Toutefois
pour les applications ou les interprétations, cette convergence en moyenne quadratique
est tout a fait satisfaisante (|| f|o est & un coefficient multiplicatif prés U'énergie de f(t),
représentant l’amplitude en fonction de t d’un phénomene vibratoire).
1l ne doit pas y avoir de difficulté a adapter ce qui a été présenté ci-dessus :

— au cas d’une fenétre de longueur T', autre que (0,7 ;

— au cas des fonctions a valeurs complezes.

(QVVVV)
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T T
Ainsi, C<[ — 5 5} L <> ) ot < f,g >:= f(t)g(t)dt est un espace préhilbertien

T T
compleze dont le complété est L? ( [ — 3 5} ,(C).

2imnt
{en cten(t) = \/je T }
t nez

T T
est une base hilbertienne de L* ( [ 3 5} ,C).

La suite

7.4.2 Existence de bases hilbertiennes.

Nous considérons ici le cas des espaces préhilbertienns séparables exclusivement, ce
qui n’est pas trés génant pour les applications. On rappelle (Chapitre 3) que H est dit
séparable g’il existe une partie dénombrable de H partout dense dans H.

Théoréme 7.4.6. (admis)

1. Tout espace préhilbertien réel (H, < .,.>) séparable posséde une base hilbertienne.
Celle-ci est finie si H est de dimension finie, dénombrable (indezable par N, donc),
si H est de dimension infinie.

2. Un espace de Hilbert réel (H,< .,.>) séparable est :
linéatrement isométrique a l’espace euclidien usuel R™, si dim H =n ;

linéairement isométrique a (I*(N),||.||2), st dim H = +oo.

Alinsi, vite dit, un espace de Hilbert réel séparable est une "duplication" de R™ ou de

12(N).

Théoréme 7.4.7. Procédé d’orthogonalisation de GRAM-SCHMIDT *.
Soit (H,< .,. >) un espace préhilbertien réel, et soit eq,eq, ..., e, ... des vecteurs de H
linéairement indépendants. On pose pour tout n € N :

Vy, := vect{eg, €1, ..., en }.
On définit une nouvelle suite (f,)nen de vecteurs de H comme suit :

(O) fo = eo, frr1 = ery1 — Py, (exy1), k €N
Alors :
1. La famille (fy)nen est orthogonale (i.e. f; L f; dés que i #j);
2. Vo =vect{fo, f1, .-, fn}-

On dit que (f,,)nen est déduite de (e, )nen par le procédé d’orthogonalisation de
GRAM-SCHMIDT. Si 'on veut que la famille considérée soit orthonormale, on remplace

Ja
1l

4. Erhard SCHMIDT (ou SCHMITT), mathématicien allemand (1876-1959) qui a étudié plus particu-
lierement la géométrie des espaces hilbertiens.

n € N.

fn par
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Démonstration du Théoréme 7.4.7.

Par récurrence sur n € N.

e fo = eg engendre Vi, {fo} est une "famille" orthogonale.

e Supposons que (fo, f1,...fn) constitue une base orthogonale de V,,, et démontrons que
(fo, f1, -+ fn, fne1) constitue une base orthogonale de V.
V,, de dimension finie, est complet : il est bien licite de projeter sur V,,. Comme
ent1 & Vi, ent1 — Py, (en41) # 0, et il vient de la caractérisation méme de Py, (en41)
que e,11 — Py, (eny1) € an. Ce vecteur, dénommé f, 1, étant dans an, il s’ensuit que
la famille (fo, f1, .., fu, fni1) est orthogonale dans V., donc libre. On a donc
construit une base orthogonale de V4.

e
VV\.
[ |
En pratique, on procéde comme suit :
k
Supposons construits fy, fi, ..., fr- On suppose fri1 = exy1 + Z «; fi, ol les ay; sont des
i=0

réels a déterminer; pour cela on écrit

< fra1, fi >= 0 pour tout i = 0,1, ..., k.

Ayant ainsi déterminé les «y;, donc fr.1, on recommence pour fi o, etc.

Pour des révisions sur ces choses-la dans le contexte des espaces euclidiens, voir les
exercices 5.29 a 5.35 de (I'excellent ouvrage (!))

J.-B. HIRIART-URRUTY et Y. PLUSQUELLEC, Exercices d’Algébre linéaire et
bilinéaire, Editions CEPADUES, 1989.

Exercice 7.4.8. Matrice et déterminant de GRAM®.
Soit {vy,...,v,} une famille de n vecteurs d’un espace préhilbertien réel (H,< .,.>). On
désigne par G(vy, ..., v,) la matrice de M,,(R) (dite de GRAM) dont le terme général est
< V5, V5 >.

1. Montrer :

( U1, V2, ..., Uy SONE ) = (det G(v1, .y V) # 0)'

linéatrement indépendants

5. J. Pedersen GRAM (1850-1916), mathématicien danois. Avec SCHMIDT il constituait une fameuse
deuxiéme ligne...
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det G(vy,...,v,) est appelé le déterminant de GRAM associ€ a vy, ..., V,.

2. Montrer que st vy, vs, ..., v, sont linéairement indépendants, en fait
det G(vy,...,v,) > 0.

3. On suppose désormais que les vy, vs,...,v, sont linéairement indépendants, et on
pose V, := vect{vy, vy, ..., v, }. Soit v € H\'V,.
a) Montrer que la projection orthogonale Py, (v) de v sur v, s’exprime sous la forme
n

Py, (v) = E vy, ot (aq, ..., ) est solution du systéme linéaire suivant :
i=1

o <v,U1 >

Qi < V,Vg >
G(Ula . 7vn) =

oy, < V,U, >

b) Déduire des calculs précédents :

det G(vy, ..., U, 0)
det G(vy,...,vp)

Exemple 7.4.9. Quelques familles de polynémes orthogonaux.

La construction de familles de polyndmes orthogonauz reléve, dans le cadre des espaces
préhilbertiens réels, d’une méthodologie unique. Soit I un intervalle fermé de R, soit

dy, (v) = [lv = Py, (0)|* =

p: I — R, une fonction continue sur I, strictement positive sur I et telle que
|2" |p(z)dx < +00 pour tout n € N (p est appelée "fonction-poids”). On considére
I

alors
&= {f € C(I,R): /|f(x)|2p(a:)da: < +oo},
I
que 'on structure en espace préhilbertien réel grice au produit scalaire suivant :
(frg) €& xE =< f,g>= /[f(:v)g(m)]p(x)dx
I

Comme P; : x — Pi(x) = ' est dans &, pour tout i € N, on construit & partir de
Py, Py, ..., Py, ... par la méthode d’orthogonalisation de GRAM-SCHMIDT de nouveaux po-
lynomes Qo, Q1, ..., Qn, ... orthogonaux pour < .,. >. De plus, on ne perd rien puisque

vect{ Py, P, ..., P,} = vect{Qo, Q1, ..., Qn} pour tout n € N.

]R;Tm]

Suivant I et la fonction-poids p sur I, on fabrique ainsi différentes familles de polynémes
orthogonauz :

Intervalle fermé I | fonction-poids p polynomes dits de
[—1,+1] constante > 0 LEGENDRE.
[—1,+1] \/%372 TCHEBYCHEV de premiére espéce.
[—1,+1] V1—a? TCHEBYCHEV de deuziéme espéce.
[0, +o00] e " LAGUERRE
] — 00, +00| e HERMITE
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mais il y en a bien d’autres!

Les polynomes orthogonauz servent dans la théorie et la pratique de I’Approximation,
dans des calculs de Physique aussi. C’est aussi une véritable tarte a la créme pour les
sujets d’examens et concours...

n

Si I est borné, la suite (%) est une base hilbertienne de &,.
n neN

C’est encore vrai pour le contexte LAGUERRE ou HERMITE présenté dans le tableau au-
dessus.
(&p, < .,. >) nlest pas complet, son complété serait l'espace de LEBESGUE Li([), ot
désigne la mesure d,(t) = p(t)dt. On a ainsi mis en évidence une base hilbertienne de
LA(I).

I

7.4.3 Projection sur le sous-espace engendré par les premiers élé-
ments d’une base hilbertienne.

Soit (H,< .,.>) un espace préhilbertien réel, soit vy, ..., v, n vecteurs de H et
Vy i=vect{vy, ..., v, }. On sait que I'opération de projection sur V,, est licite et que
Py, (u) est caractérisé de la maniére suivante :

(u=Py,(v) & (TeV,etu—uec V).
On exploite le fait que u —wu soit orthogonal & V,, en disant, de maniére équivalente, que :
(00O) < v —u,v; >= 0 pour tout i = 1, ..., n.

Cela conduit généralement au calcul explicite de w = Py, (u) (plusieurs exemples seront
traités en séances de T.D.).

Supposons & présent que (vy, ..., v,) constitue une famille orthonormale (les premiers
éléments d’une base hilbertienne de H par exemple, ou obtenus par le procédé
d’orthogonalisation de GRAM-SCHMIDT & partir d’une base non orthonormale).
Peut-on alors avoir un forme explicite de Py, (u)? Le théoréme qui suit, dont la
démonstration a pratiquement été faite lors de celle du Théoréme 7.4.3. apporte une
réponse positive a cette question.

Théoréme 7.4.10. Soit {ey, es, ..., e, } une famille orthonormale de (H,< .,. >), soit
Vi i=vect{ey, eq,...,e,}. Alors :
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n
1 Py(u) =) <ue>e,
=1

n

2. dy, (u) = [Jull® =Y (< use; >)%

i=1

Le "modéle" R™ équipé du produit scalaire usuel < .,. > et de la base canonique
{e1, eq,...,e,} est 1a pour conforter I'idée que les résultats de ce théoréme n’ont rien de
surprenant.

Démonstration du Théoréme 7.4.10.

n

On sait que Py, (u) est de la forme Zaiei, avec a; € R pour tout i = 1,2, ..., n.
i=1

Ecrivons que u — Py, (u) est orthogonal a V,,, c’est-a-dire a eq, es, ..., €, :

< u— Py, (u),ep >= 0 pour tout k =1,2,...,n.

Cela conduit & :

n
< u,ep >= E a; < eep>=ag, k=1,2,....n.
i=1
D’oul 'expression annoncée de Py, (u).
Ensuite,

n
&) = Ju=Po@]?=lu=> <ue>el?
=1

n n
= JulP+ 13 <we>elP —2<u Yy <ue>e
=1 i=1

Le résultat annoncé s’ensuit du fait qu’en raison de 'orthogonalité de la famille

{e1,...,en},

n

n
1) <uer>ell> =) (<ue >)
=1

i=1

Les espaces préhilbertiens ou de Hilbert sont les espaces fondamentaux pour les

applications de I’Analyse a la Physique et aux Sciences de l'ingénieur. L’ Analyse

hilbertienne abordée dans ce Cours pourrait se prolonger par :

— L’étude de la topologie faible sur un espace de Hilbert (voir Chapitre 3 pour I'un des
problémes posés & ce sujet), qui doit conduire a des résultats du style : Soit (u,), une
suite bornée d’un espace de Hilbert séparable (||u,| < K pour tout n); on peut alors

en extraire une sous-suite faiblement convergente (u,, — u).
k—4o00

— L’étude des opérateurs (éléments de L£(Hy, Hy)) dits compacts (on dit aussi
complétement continus) et la théorie spectrale (valeurs propres, vecteurs propres,
etc.) qui va avec.
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— La recherche de bases hilbertiennes de Li(l ) appropriées : systémes de HAAR, de
WALSH, "ondelettes" en Théorie et traitement du signal.
— etc.

mais, a chaque jour suffit sa peine... Le Cours est terminé.

Our!
Références

Il existe des m3 de références sur les sujets traités dans ce Cours; allez les consulter

dans la section dédiée de la BU.

Nous nous contenterons d’en signaler un, particuliérement soigné et pédagogique; le

présent document s’en est d’ailleurs inspiré.

Y. SONNTAG, Topologie et analyse fonctionnelle. Cours de Licence avec 240
exercices et 30 probléme corrigés. Editions Ellipses (1998).
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[BHU conduisant ses etudiant-e-s vers des sommets..
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