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Trois problemes (ouverts) de courbes

optimales

par Jean-Baptiste Hiriart-Urruty*

Résumé.

jour.

Nous présentons trois exemples de problemes en géométrie (du plan ou de I’espace), du
type « Trouver la courbe de longueur minimale telle que... ». Pour chacune d’entre elles,
nous indiquons jusqu’a quel point le probleme a pu étre traité, c’est-a-dire les meilleures
propositions connues. De fait, aucun de ces problémes n’a été complétement résolu a ce

Introduction

Les problemes dits ouverts, les conjectures... ont
toujours été des moteurs dans 1’avancée des connais-
sances en mathématiques, mais aussi dans leur apren-
tissage, a tous les niveaux : colleges, lycées, forma-
tions post-baccalauréat. En proposer, sous forme de
défis « Qui fera le mieux ? » est méme une activité
suggérée dans les enseignements, car tres formatrice.
Ajouté a cela la nécessité de démonstration ou preuve
d’une assertion avancée : proposer la meilleure so-
lution connue ne signifie pas qu’il n’y en a pas de
meilleure ; une solution est la meilleure des lors qu’on
a démontré qu’elle 1’est... La théorie des nombres
comme la géométrie sont des domaines grands pour-
voyeurs de problemes pour lesquels on peut proposer
la meilleure solution connue, mais sans savoir, pour
autant, si ce sont les meilleures possibles, autrement
dit sans avoir pu démontrer 1’optimalité de ces solu-
tions (dans un sens a définir). L’ ouvrage référencé en
[1] est un exemple illustrant la démarche décrite ici :
une question anodine au départ, une recherche de solu-
tions par améliorations successives apportées au cours
du temps.

Nous proposons ci-dessous trois problemes de géo-
métrie (avec des variantes) du type « Trouver la courbe
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de longueur minimale telle que... » ; la premicre est as-
sez classique, les deux suivantes sont plus originales.
Dans les trois cas, nous indiquons jusqu’oll on a pu
aller ; aucune d’elles n’a été completement résolue a
ce jour. Bien entendu, nous n’attendons pas du lecteur
qu’il résolve ces problemes... Mais ce que nous pro-
posons peut servir de matériau a une démarche de re-
cherche, entre éleves, entre amis, en famille, sur « com-
ment apporter et/ou améliorer » une réponse a un pro-
bleme donné, chacun faisant travailler son imagina-
tion.

| Le probleme du square opaque
(Géomeétrie 2D)

Considérons dans le plan un square (ou placette)
carré(e) dont les cOtés sont de longueur ¢, mettons
10 metres. Les habitants dans les maisons dont les fa-
cades sont les quatre cOtés « ne peuvent pas se VOir »
et donc « ne veulent pas se voir » (autres que les voi-
sins sur la méme facade)... Il s’agit donc de construire
une palissade dans le square, de longueur minimale
(car tous rechignent a payer), de sorte que de chaque
coté du square on soit sfir de ne voir aucun des trois
autres cotés. Dans une version plus « technologique »
du probléme, on peut imaginer que les cotés du carré
émettent des radiations nocives dirigées vers 1’inté-
rieur du carré, et on voudrait construire dans le carré
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une barriere de métal (rare et coliteux) qui arréterait les
radiations et protégerait les autres cotés. En termes ma-
thématiques, voici ce que cela donne. Désignons par
K les quatre cotés du carré ; trouver une courbe C
de longueur minimale, contenue dans le carré, telle
que toute droite coupant K coupe aussi C.

Une premiére idée, basique, est de placer les palis-
sades sur les quatre cotés, mais en fait les placer sur
trois cotés suffit (solution (@) sur la figure ci-dessous) ;
cela fait une longueur totale de 3 £. Une autre idée, qui
vient rapidement a I’esprit est de placer des palissades
sur les deux diagonales du carré (solution (b)) ; la lon-
gueur totale en serait 2v/2 £ ~ 2,828 ¢. Ce n’est pas
si mal... Mais posez la question autour de vous et vous
verrez que des propositions plus originales surgissent.
En voici deux. La premiere, qui ne surprendra pas les
concepteurs de trajets minimaux !, ressemble structu-
rellement a (b) (voir la solution (c) dans la Figure 1) ;
sa longueur est (1++/3) £~ 2,732 ¢. La deuxiéme est
comme suit : placer une palissade le long de deux cotés
adjacents et sur une demi-diagonale qui part du coin
opposé pour protéger mutuellement les deux cotés ad-
jacents non couverts (solution (d) dans la Figure 2) ; la
longueur totale est (2++/2/2) £~ 2,707 ¢. Oui... mais
peut-on faire plus court encore ? Si oui, comment ?

Figure 1. (a), (b), (c).

Une premiere difficulté est de préciser ce qu’on
entend par « courbe »... Sans entrer dans les détails
mathématiques, disons qu’il s’agit de morceaux de
courbes usuelles raccordées, avec embranchements
éventuels, en plusieurs morceaux s’il le faut (C non
connexe donc)?. Les quatre exemples proposés jus-
qu’a présent sont bien de ce type. La meilleure pro-
position connue a ce jour ressemble structurellement
a (d) (solution (e)) : comme en (c), un embranche-
ment se fait avec une répartition en trois angles égaux
de 27/3 = 120° ; comme en (d), une demi-diagonale,
deconnectée de I’autre morceau, protege deux cotés
adjacents. La longueur de cette derniére proposition
est (2++/3)/v/2 £~ 2,639 £. On notera une certaine
«dissymétrie » dans les configurations (d) et (e) propo-
sées.

Les questions qui restent posées sont :

1. C’est un arbre de JACOB STEINER, soit la fagon la plus
courte de joindre les 4 sommets du carré.

2. Dans un contexte mathématique rigoureux, ce serait via la
mesure de HAUSDORFF 1-dimensionnelle.

Figure 2. (d), (e).

- La solution (e) est-elle la plus courte parmi toutes
celles possibles ? Il apparait que oui si on impose a
la courbe C de n’avoir que deux morceaux d’un seul
tenant (deux composantes connexes donc) ([2,5]).

- Si on autorise n morceaux pour C, peut-on amé-
liorer encore la meilleure longueur obtenue ? Au fond,
peut-étre qu’en autorisant n aussi grand que I’on veut,

_on peut toujours améliorer la solution... et le probleme

posé n’aurait pas de solution (une borne inférieure oui,
mais pas de minimum). Un minorant grossier de la so-
lution éventuelle est 2 /.

Une variante du probléeme posé est comme suit : fi-
nalement, deux habitants dans deux sommets opposés
(seulement deux sur les quatre) souhaitent aller I'un
chez I’autre en passant par le square, sans avoir a esca-
lader la palissade. Question : peut-on toujours trouver
une palissade C de longueur minimale respectant la
contrainte énoncée plus haut et la nouvelle introduite
ici ? Il est clair qu’ici C ne saurait étre d’un seul tenant,
il lui faut au moins trois composantes connexes...

Le probleme que nous venons d’exposer, celui
de «la palissade opaque la plus courte » dans un
carré, pourrait étre posé pour n’importe quel polygone
convexe, et c’est ainsi qu’il fut formulé a I’origine
par le mathématicien polonais STEFAN MAZURKIE-
WICZ en 1916. Voici ce qui est connu, par exemple,
pour le triangle équilatéral et I’hexagone régulier (lon-
gueur d’un coté toujours ¢). Pour le triangle équilaté-
ral, la situation la plus simple sans doute, la configu-
ration (f) de la Figure 3 a été démontrée comme étant
la meilleure (la longueur de la palissade optimale est
donc de 1,732 #). Pour I’hexagone régulier, ce qu’on a
pu trouver de mieux est présenté en (g) de la Figure 3 ;
la courbe C 'y est de longueur (7 ++/3)/2 £ ~ 4,366 (.

Figure 3. (f), (9).
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Il Le probléme de ’armature de la
plus grande tente en volume
(Géométrie 2D et 3D)

C’est un probléme incroyablement simple a décrire
et incroyablement difficile a résoudre (comme souvent
les conjectures !), en fait il est toujours ouvert en 3D.
Le probléme est de trouver une armature unidimen-
sionnelle connexe I', de longueur totale fixée L, telle
que son enveloppe convexe est d’aire ou volume
maximal. Expliquons : mesure signifie aire en 2D et
volume en 3D ; I doit étre connexe (d’un seul tenant)
sinon on peut « agrandir sans limite » le convexe qu’on
a a mesurer ; ’enveloppe convexe de I est le plus petit
convexe (au sens de I’inclusion des ensembles) conte-
nant I'(3).

Les mathématiciens se sont attaqués a ce probleme,
ont écrit des articles a son sujet, sans le résoudre com-
pletement ([6,7]). Voici ce qu’on en sait en 2D et 3D.

En 2D, avec quelques difficultés, on peut démontrer
que la solution au probleme posé est un demi-disque

S* de rayon L/m ; I’armature optimale I'™* est le demi-

cercle constituant le bord de S* ; I’aire maximale vaut
donc L2 /27.

En 3D, ce qu’on a trouvé de mieux est une armature
I'* en forme d’arc hélicoidal (appelée encore courbe
de NUDEL’MAN ([6])), d’équations paramétriques :

#(t) = cost
y(t) = sint ;
t
Z2(t) = —, 1t €10,27].

V2

Voir la Figure 4 ci-dessous. La courbe I'* ici est de
longueur L = /67, et le «berlingot » S* enveloppe
convexe de ['* (longueur normalisée a 1) est de volume
V =1/(187+/3).... De fait, on conjecture que cet arc
hélicoidal est solution du probleme posé, dans toute
sa généralité. Des études tres récentes, confortées par
des test numériques, par GIUSEPPE BUTTAZZO (Pise)
et EDOUARD OUDET (Grenoble), vont dans le sens de
cette conjecture.

3. Comme I est connexe, on obtient cette enveloppe convexe
en tirant des segments joignant deux points quelconques de I'. En
effet, il n’est pas nécessaire, comme le théoreme de CONSTANTIN
CARATHEODORY le suggérerait, de « badigonner » des triangles
reliant trois points de I'. Cela est di a un trés joli résultat de
WERNER FENCHEL et LUCAS BUNT, peu connu a vrai dire et
qui dit ceci : Quand un ensemble S de R” a au plus n composantes
connexes, alors on construit son enveloppe convexe en prenant des
barycentres de n points de S.

Figure 4

lll Trajectoires de surveillance de
la terre de longueur minimales
(Géomeétrie 3D)

Le probleme de courbe de longueur minimale que
nous présentons ici a déja été évoquée dans notre pu-
blication [3]; il est résolu dans le plan (en 2D donc)
mais reste ouvert dans I’espace (en 3D).

Dans le plan, le probleme posé est le suivant. Etant
donné un cercle de rayon 1, mettons 1km, déterminer
la courbe de longueur minimale, issue du centre et qui
rencontrerait toute droite tangente au cercle. On peut
«habiller » ce probleme de différentes facons : un chas-
seur de champignons perdu dans une forét, a 1km de la
route ou il a laissé son véhicule ; un bateau perdu dans
le brouillard mais qui sait qu’il est a 1km de la cote...
Quelle est la trajectoire la plus courte qu’il faudrait
suivre, dans le but de rejoindre la route ou le bord ? Ce
probleme est résolu, dans le sens ot il a ét€ démontré
que la courbe proposée (en Figure 5) est de longueur
la plus petite possible.

Figure 5

Prenons le méme probleme dans I’espace. Quelle
serait la courbe de longueur minimale, issue du
centre d’une sphére de rayon r fixé, qui rencontre-
rait tout plan tangent a la sphere ? Ici aussi, cette
recherche de courbe optimale peut étre « habillée »
dans des histoires, de science-fiction par exemple [2].
Il y a bien des propositions de courbes remplissant
la condition imposée (toucher tout plan tangent a la
sphere),... mais aucune démonstration mathématique
n’est 12 pour assurer I’optimalité. On en est donc a pro-
poser des courbes candidates... en voici des exemples.
Libre au lecteur d’y réfléchir et d’en proposer, pour-
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quoi pas, une plus courte (a condition de s’assurer que
la condition imposée est bien satisfaite).

La courbe proposé en Figure 6 est constituée de
segments de droites exclusivement. Pour la construire,
on a considéré un octaédre régulier dont la sphere de
rayon r est la sphere inscrite ; le chemin OABCDEF

est de longueur =~ 14,62 r, ce qui n’est pas si mal.

Dans ce contexte (uniquement des segments de droite),
c’est probablement la plus courte.

Figure 7.

Parmi les trajectoires du style de celles proposées
dans la Figure 7, ce qu’on a trouvé de mieux est de
longueur =~ 13,66 r. Mais rien ne nous dit qu’on ne
peut pas faire (un peu) mieux, ni qu’une solution pro-
posée est la plus courte possible.

Une variante du probleme, posée par ALAIN GRI-
GIS, et déja signalée dans [3], est comme suit : Quelle
est la longueur minimale d’une courbe de I’espace
qui peut étre vue de tout point de la sphére ?

Conclusion

Les trois (petits) exemples de problemes de courbes
optimales, toujours ouverts, que nous venons de dé-
crire, peuvent servir de matériau aux lecteurs qui par-
ticipent a des ateliers de recherche par les éléves en
colleges et lycées, via des associations comme Maths
en Jeans ou Fermat Science.
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