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I. Matrices

1.1. Définitions de base.

K désignera R ou C; ses éléments seront appelés des scalaires (des nombres réels ou complexes). Une
matrice a coefficients dans K est un tableau rectangulaire présenté habituellement de la maniere
suivante :

all a2 . A1n
. asy ago N 0 oY)
m lignes
aAml aGm2 ... Qmn
n colonnes

ot les coefficients a;; sont des éléments de K (des scalaires donc).
a;; - terme de la i-eme ligne et de la j-eme colonne.
Notation recommandée : LI-CO, ligne puis colonne dans l'indice 75 de a;;.

M (K) : notation pour I'ensemble des matrices m x n (ou (m,n)) a coefficients dans K. Si m = n,
on parlera de matrices carrées et on se contentera de la notation M,,(K).

Comme R C C, M,;, »(R) C My, (C). Pour certains résultats concernant M,, ,,(R), on passera dans
M (C) puis on reviendra dans M, ,(R) (comme, par exemple, pour la résolution des équations
du second degré a coefficients réels).

Dans A = [a;;] € My n(K), il y a m x n coefficients. Dans des calculs matriciels en Sciences de
I'ingénieur, m et n peuvent atteindre des millions.

I.2. Matrices (trés) spéciales.

— Les matrices (dites) scalaires : m =n =1 et A = [a], ou a € K. On peut identifier K et M (K).

1 0 ... 0
o s o 1 - : .
— La matrice identitée : I,, = (des 1 sur la diagonale, des 0 partout ailleurs).
. 00
0 ... 0 1

Un peu plus général : les matrices (carrées) diagonales :

a0 0
diag(ay,a an) = 0 ag - (ai,...,ay sur la diagonale,
S @2 = 0 des 0 partout ailleurs)
0 0 an

Les matrices (carrées) triangulaires (inférieures, resp. supérieures)



0

A= ou A= O
(aij:0sii<j) ((lijZOSii>j)
a
a2
— Les matrices unicolonnes (ou matrices colonnes) : A = | | € My, 1(K)
Qm
ai
az
On peut identifier cette matrice unicolonne avec le vecteur : . de K™,
am

Matrices unilignes (ou matrices lignes) : définition mutatis mutandis.
A = [a;j] € My, »(K) comporte m x n coefficients a;; € K.

La matrice diag (a1, ..., ay,) comporte n(n — 1) coefficients nuls; les n autres coefficients aq, ..., a,
la déterminent.

La matrice triangulaire

O n(n—1)

A= comporte ——5— coefficients nuls; les n(n;l) autres coeflicients a;; la détermine.
Noter que n? — "("271) = n(n;l) ... qui est aussi 1 +2+ ... +n.

Dans une matrice A € M, (K) , il y a n termes diagonaux et n> —n =n(n—1) = 2 x @ termes
non diagonaux.

Exemple:
Matrice des coefficients dans un systéme linéaire.

br—2y+z=1 . '
D ;
ans { 3%+ dr — 5 (2 équations, 3 inconnues x,y, z)

5 =2 1
3 0 4

la matrice des coefficients des inconnues x,y,z est A = [

I1.3. Transposition.

Si A € M, (K), la matrice transposée de A, notée AT ou A (A! est & éviter, car génératrice
de confusions) est la matrice n x m dont le terme (i,7) est le terme (j,7) de A (les lignes de A
deviennent les colonnes de A7 les colonnes de A deviennent les lignes de A”).

Exemple:

5

4
A= 5 —8 1 devient AT = | =8 0
4 0 0 10

Lorsque A est a coefficients complexes, on définit aussi la transconjugée (ou adjointe) A* de A :

A* = (AT) (ou, ce qui revient au méme, (A)7).



En bref, on transpose A et on prend les conjuguées des termes de la matrice (ou dans 1’ordre inverse).
Par exemple,

5 1 . « | 5 1
A_[l 2@.] devient A _[—i _21_].

Une matrice (carrée) A € M, (R) est dite symétrique lorsque AT = A, antisymétrique lorsque
AT = — A (notions qui n’ont d’intérét que pour des matrices & coefficients réels).

Une matrice (carrée) A € M,,(C) est dite hermitienne lorsque A* = A, antihermitienne lorsque
A* = — A (notion généralisant les deux précédentes au cas complexe).

1.4. Egalité de matrices.

A = [a;5] € Mpyn(K) et B = [bij] € My n(K) (les deux matrices sont donc de méme format!) sont
égales lorsque :
aij = bij pour tout i =1,....met j=1,...,n.

I.5. Addition de matrices, multiplication d’une matrice par un sca-
laire.

A = [a;j] € Mpumn(K) et B = [bi;] € Mpn(K) (les deux matrices sont donc de méme format!)
peuvent étre additionnées pour donner une nouvelle matrice [¢;;] = C' = A+ B définie comme suit :

¢ij = a;j + b;; pour tout ¢,j (addition coefficient par coefficient).
Si A = [aij] € My n(K) et ¢ € K, la nouvelle matrice cA est définie naturellement comme ceci :

pour tout i,j le coef ficient (i,j) de cA est ca;j.

Quelques propriétés (faciles) :
.A+B=B+A; (A+B)+C=A+ (B+C) (écrit A+ B + C sans ambiguité)
. Si 0 est la matrice nulle (i.e. des coefficients 0 partout),
A+0=A4,
A+ (-A)=0.
. ¢c(A+B)=cA+cB; (c+d)A=cA+dA; c¢(dA) = (cd)A.
. (A+B)T = AT + BT (cA)T = cAT; (AT)T = A,
L (A+ B)* = A* + B*; (cA)* =¢A*; (A%)* = A.

(attention)

I[.6. Multiplication de matrices.
Non, ce n’est pas en multipliant les coefficients terme a terme... too bad! Mais ¢a n’est pas difficile
pour autant. Le produit C' = AB (dans cet ordre) de A = [a;j] € My, »n(K) par B = [by] € M, ,(K)

n’est défini que si r = n, c’est-a-dire : le nombre de colonnes de A = le nombre de lignes B,
auquel cas, C' = [c;j] € Mp, »(K) a pour coefficients :

n
Cij = Z aikbkj = ailblj + aigbgj + ...+ aipbpj.
k=1

Pour s’en souvenir, rien de plus simple, adopter le schéma de calcul suivant :



/ ’bkj
A I'important est le n commun,

m Q@ -./ﬁ o AP
@ik

(AB);j

peu importe m et p ...

Propriétés (lorsque les multiplications en jeu sont possibles):

. (AB)C = A(BC) (on écrira ABC sans ambiguité).

. A(B+C)=AB+ AC.

. (A+B)C = AC + BC.

. (cA)B = A(¢B) = cAB.

. Si 0 est la matrice nulle, 04 = A0 = 0.

. Si I, est la matrice identité, I,A = AL, = A.

. (AB)T = BT AT, (attention a ’interversion de I’ordre!)

. Si A et B sont diagonales, il en est de méme AB.

. Si A et B sont triangulaires inférieures (resp.supérieures), la matrice AB est triangulaire inférieure
(resp. supérieure).

Exemples particuliers :

I
a] ... Qip x9 a11r1 + a12T2 + ... + apTy
a1 ... Qop as1r1 + a9oexry + ... + aonTn
aml --- GOmn aAm1T1 + am2xy + ... + GmnTn
x ; ;
Ae Mpn(K) =77 matrice unicolonne (€ My, 1(K))
all o Q1p
as co. Q9n m m m
[?/1 Yy2 .- yn} . . :l Zailyi Zaizyi Zainyi
: : i=1 i=1 i=1
aml ... Amn . 7.
matrice uniligne (€ M ,(K))
A e My, n(K)

[ vy } [ Z b ] l y 1 = [ ax® + by® + 2cxy ] (Attention, c’est bien 2c!)

b (1
—— . .
A My(K) matrice scalaire
Y1
Y2 L
[ o ][ = |
: i=1
Yn

matrice scalaire



1 Ty ... Tp

I .%'% r1r2 ... T1Tp

xT9 o1 ZL‘% e 2T
2

I Il ITpT2 ... Ty

matrice carrée (n,n) symétrique

Mises en garde!
AB # BA en général.
AB = 0 n’implique pas A =0 ou B =0, ni méme BA = 0.
AB = AC n’implique pas B = C, méme si A # 0.

1.7. Trace d’une matrice carrée.

Si A € M,,(K), on appelle trace de A la somme des éléments diagonaux de A,
A= [aij], trA=a11 +ax+...+ap,.

Propriétés :

. tr(AB) = trA +trB; tr(cA) = ctrA; tr(AT) = trA.

. Soit A € My, »(K), B € My, n(K), de sorte qu'on peut effectuer les deux produits AB et BA;
ainsi AB € M,,(K) et BA € M,,(K) (elles peuvent donc étre de tailles tres différentes). Alors

tr(AB) = tr(BA)|

Ceci est un résultat trés utile ... Attention, il est faux de dire que tr(AB) = (trA)(trB).

Exemple:
. tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) (utiliser deux fois le résultat précédent)... mais on ne peut pas
mettre A, B et C' dans n’importe quel ordre.

Ty
, T2 T T ~ - A
S X = XX =X X) = sz (Revoir pour ce cas extréme les exemples de la
(n.n) @y =l
Tn

page 8).

1.8. Matrices inversibles.

Une matrice (carrée) A € M,,(K) est dite inversible, ou réguliére, ou encore non singuliére s'il
existe B € M,,(K) telle que
AB = BA = 1I,.

En fait, il suffit d’avoir AB = I,,... sans se préoccuper de BA (cela se démontre & l'aide des
déterminants).

Une telle matrice B est (unique et ) appelée I'inverse de A ; elle est notée A1,

Lorsque A n’est pas inversible, on dit qu’elle est singuliére.

Propriétés et régles de calcul :

- Si A est inversible, il en est de méme de AT et (AT)~! = (A™HT (de sorte que la notation A=7
est acceptée pour désigner (A~1)T = (AT)~1).

- Si A et B sont inversibles (et de méme taille), il en est de méme de AB et

(AB)"' = B~'A™!| (attention a I'interversion de I’ordre!)




- Si A est diagonale (resp. triangulaire inférieure, triangulaire supérieure) et inversible, alors A~!
est diagonale (resp. triangulaire inférieure, triangulaire supérieure).

Exemple:
ai1i
a2
A= O —— | est inversible dés lors que tous les a; sont différents de 0, auquel cas
aTLTL
-
aii q
_ azg ——— . P — . .
A~ = O .. —— | ; ce qui est marqué — dans les 2 matrices ne peut se comparer direc-
1
Ann

tement.

- Si A est inversible et ¢ # 0, cA est inversible et (cA)~! = 1471,

- Si A est inversible, (A~!)~! = A (On retombe sur ses pieds comme pour I'opération de transpo-
sition).

- Attention! Si A et B sont inversibles, on ne sait rien dire de A+ B.. ..

- Soit A € M,,(K) et p un entier positif, alors la notation AP signifie AA...A. Si p = 0, on convient

p fois
de ceci : AY = I,.
Avec la régle d’inversion rappelée plus haut, on obtient : si A est inversible, AP I'est aussi et (AP)~! =
(A=1P ( de sorte que la notation A~ est acceptée pour désigner (AP)~1 = (A~1)P).

Ainsi AP est bien définie sans ambiguité pour p entier relatif (p € Z).

1.9. Explication de la multiplication matricielle a ’aide des trans-
formations linéaires.

Le produit AB de deux matrices peut sembler bizarre .. .d autant que le terme (i, j) de AB n’est pas
le produit des termes (7, j) de A et de B. D’ou cette maniére de faire AB (cf. partie 1.6) vient-elle ?

Considérons les 2 variables x1 et xo sur lesquelles on fait une transformation linéaire :

=aj1r1+a X2, A i
(1){ Y1=011T1Ta1222 [(z1,2z2) ont donné (y1,ys2) via (1)]

Yo=0a21T1+ a22T2

Supposons que z1 et xo étaient elles-mémes le résultat d’une transformation linéaire & partir de
variables initiales wy et ws :

[(w1,w2) ont donné (x1,x9) via (2)]

(2) r1=b11w1+b12wa,
Ta=bo1 w1+ baows

Question : comment obtenir a présent y; et ys a partir de wy et we 7 Un simple calcul a partir de
(1) et (2) conduit a :

y1=a11(b11w1 + biowa)+ai2(barwi + baaws),
ya=ao1(b11wy + biowa)+ asa(ber1wy + bagws)

soit encore :

(3) Yy1=c1r1wi+crawa,
Yo=Co1W1+ C22W2

10



ou

(4 cri=a11bi1+aizbo1, cia=ai1bia+ai2baa,
co1=a21b11+0a22b21, c22=0a21b12+ a22b22

En reformulant (1) et (2) sous la forme matricielle :

y:[yllex:[an a121[$1]
Y2 a1 a2 x2
on reconnait en (3) et (4) :

ou C = AB précisément.

1.10. Définitions complémentaires.

- A et B dans M, (K) sont dites semblables s’il existe une matrice P inversible telle que
B=P AP

Comme le suggere 'appellation, deux matrices semblables A et B ont un certain nombre de
propriétés communes; par exemple : trB = trA (mais avec des matrices semblables, on est loin
des matrices égales!)

Exemple:

. A est semblable a elle méme.
. 87 A et B sont semblables, B et A le sont aussi.
. Si A et B sont semblables et si B et C sont semblables, alors A et C sont aussi semblables.

- A et B dans M,,(K) sont dites congruentes s'il existe une matrice P inversible telle que
B=PrAP
- A€ M,(R) est dite orthogonale si A7 = A~!

(attention)
Manieéres équivalentes de le voir :
CAAT =1,
ou bien
. les colonnes de A (ou les lignes de A) sont des vecteurs unitaires orthogonaux deux a deux

(on dit qu’elles forment un systéme orthonormal).
- A € M,(C) est dite unitaire si A* = A~!,

(attention)
De méme que “hermitienne” était le pendant complexe de “symétrique” (cf. p.7), “unitaire” est
le pendant complexe de “orthogonale”.
Note : Si P est orthogonale et que B = P~ AP(= PTAP), A et B sont semblables et congruentes
(le pied!).

11



1.11. Exercices.

Exercice 1:

On sait que 0A = A0 =0, ou 0 désigne la matrice nulle. Trouver deux matrices A et B de Ma(R)
telles que le produit soit la matrice nulle.

. =0=4gV anb a1[1u490 U0 f = el =V 2 dwazra 4vd 910G : I ‘da

Exercice 2:
. |1 3
Soit A = [ 4 _3 ]

1°) Touver un vecteur colonne non nul u= z tel que A. u=3 u.

2°) Déterminer tous les vecteurs vérifiant cette relation.
D
‘onbuoojanb (994 augowound UN 389 D NO ‘( e > QULLOJ D] 2P S4N2220 $IT (.G
€

9)dwiara un 359 ( g > =n £0 = fig — xg 1onba) unod nu uou N 4N27920 JNO], (1

1 g Aoy
Exercice 3:
1 0 2 -1 2 2
Montrer que A= |2 —1 3 | etB=| —4 0 1 |. sont inverses l'une de l’autre.
4 1 8 6 -1 -1
T 00
0 T 0| =Ff=gVvonbaypaug : g dyg
0 0T

Exercice 4:
Déterminer les inverses, s’ils existent, des matrices suivantes :

5 3 2 -3 -2 6
S U )
6/c 6/1— ¢/e— ¢
*9701542aUl sd 159U ¢ = ¢ =
i Poa D [S/I /1 ] -4 [ ¢/¢ I—] v

: ¥ odoy
Exercice 5:
Trouver une matrice A € Ma(R) non diagonale, telle que A? soit diagonale.

[ é 8 ] — .17 9nb 2408 2p ‘[ IZ_ ((I: ] =V dwozs avg : g -doy

Exercice 6:

Trouver une matrice triangulaire supérieure A € Ma(R) telle que A3 = [ 8 57 ]

0 27
€ 0
= J ‘da
[g z] V9 doy

12



Exercice 7:
Soit A € Mu(K) et B € My (K) deuz matrices triangulaires supérieures. Montrer que AB est
encore une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont a11b11, as2boo,...,annbny

(A = la;;], B = [b]).

Exercice 8:
Trouver une matrice A € Ma(R) orthogonale dont la premiére ligne soit un multiple positif de (3,4).

a/e— o/¥ /e o/v—
=}/ U219 no =y : g8 ‘do
l o/v 9/8] v [9/17 /e |~V 8
Exercice 9:
Vérifier que la matrice P € M3(R) suivante est orthogonale.
1/V/3 1/v/3  1/V/3
P = 0 —1/vV2 1/V2
V2/3 —1/v6 —1/V6
Exercice 10:
Montrer que la matrice A € M3(C) suivante est unitaire :
A - 1/3 —i2/3 i2/3
N —i2/3 -1/3—142/3
Exercice 11:
Calculer le produit AB par la technique du produit par blocs, avec :
1 21 12 3.1
A=13 4.0 etB=145 6,1
0 0:2 0001
¢ 0 0 O
LO 0
L €€ 9¢ 61 | = [ ] = gV sS40y
_|_
{ v 4I ¢l 6 Ld T SE A
‘(21207 2wwi 9p $§20)q s9p DA JUOS U () §9] “UOLUIND) L0 _ q- D07 _ V:Ir day
S 4 d H

Exercice 12:
Soit M diagonale par blocs, M = diag(A, B,C), ou

S HEE OS]

Calculer M? en se servant de la technique ot “on éléve chaque bloc au carré”.

13



Exercice 13:

Soit A € My (R) ; montrer que :

i) A+ AT est symétrique ;

ii) A — AT est antisymétrique ;

iti) A= B+ C, ou B est symétrique et C antisymétrique.

Exercice 14:

Soit A € M,,(C) ; montrer que :

i) A+ A* est hermitienne ;

it) A — A* est antihermitienne ;

iti) A= B+ C, ou B est hermitienne et C' antihermitienne.

Exercice 15:
On dit que les matrices A et B commutent lorsque AB = BA.

Les matrices sutvantes commutent-elles ¢

1 2 -2 0 0 1
a) A—[i _43]@3—[_62 _92] b) A=|2 4 -5|eB=|1 -1 0
0 -4 1 1 1 0

0 0 -
g oa-[32 2 an- [V 5] w sy e[ 70]
11 I

Exercice 16:
Calculer (A + B)? et A2 +2AB + B? lorsque

11 1 0
a3 a1 0],

Sous quelle condition (portant sur A et B) a-t-on (A+ B)? = A2 + 2AB + B% ?

Exercice 17:
«

0 ] (ot «v est un scalaire quelconque) commute avec toutes les

Vérifier que la matrice aly = [

matrices (2,2).

Montrer qu’il n’y a pas d’autres matrices qui jouissent de cette propriété.

01 0 0 ¢
: =g 19 = ap spuDAINS
lo 0] a1 ll 0] q g 2p Sjuva]

§42UN01LUDd T20YD $9) unod Vg = gV 18 4oL1ion 9D 210859 U0 ¢ z a4 Jupuasd Uy : puy

14



II. Systémes Linéaires

I1.1. Définition.

Un systéme linéaire de m équations a n inconnues x1, x2, ..., 2, est un ensemble d’équations de
la forme :

a1171 + a12r2 + ... + a1pTy = by
a2171 + a22%2 + . .. + GopTn = b

(1)

Am1T1 + Amaxa + ... + GmnTn = b,

ou les a;; et b; sont des scalaires donnés. Si les b; sont tous nuls, on parle d'un systéme homogene,

et 11 =0,20 =0,...,z, =0 est automatiquement solution.
Forme matricielle de (1) :
I b1
xT9 b2
AX =b, ou A =la], X = ) et b= } (2)
T bm

I1.2. Procédé d’élimination de GAUSS.

Nous le présentons sur plusieurs exemples différents.

Exemple 1:
Matrice | Ai b ]
pivot 1 o _ _ \
(1m) — (@) xg + w3 = 0 1 -1 110
a éliminer — 10z2 + 25z3 = 90 0 10 25, 90
20x1| + 10xo = 80 20 10 0,80
1¢7¢ étape : Elimination de x;.

A Uaide de la 1°7¢ équation et du terme pivot x1, on va éliminer 1 dans les autres équations.
Pour cela, on ajoute Ly (1°7¢ ligne) d la 2™, on ajoute (—20L1) d la 4™, on ne s’occupe pas
de la 3°™¢ puisque x1 n’y figure pas. Cela conduit a :

T — X9 + xzz3 =0
0 =0
10xzs + 25x3 = 90
30xy — 20x3 = 80
2¢me étape : Elimination de 5.

La 17¢ équation, qui a servi d’équation pivot, reste telle quelle. La 2™ ne contenant pas z2, on
change lordre des équations de maniere a avoir un pivot non nul. On obtient ainsi les équations

réordonnées :

15



T, — ) + xs = 0 1 -1 110
pivot 10 (10z5) —(10z3) + 2523 = 90 0 10 25' 90 A
o dliminer —[30z5] — 20z3 = 80 0 30 —20, 80 )

0 = 0 00 0,0

A Uaide de la 2°™¢ équation et du terme pivot 10xs, éliminer xo dans les autres équations (1 seule
a traiter ici) ; pour cela : on ajoute (—3Ly) a la 3°™¢ équation. Cela donne :

r1—x9+x3 = 0 1 -1 110
1029 + 2525 = 90 0 10 25 : 90 5)
—9525 = —190 0 0 =95, —190
0= 0 0 0 0, 0

(Attention a ne pas oublier de transformer les scalaires bj de droite dans ces opérations succes-
sives!)
3¢me étape : Résolution en remontant dans les équations.
De la 3°™¢ équation de (5) on tire directement x3 = 2 ; avec cette information, de la 2°™¢ équation
on tire xo = 4 ; connaissant x3 et xo, de la 1°7¢ équation on tire x; = 2.
Résumé : (3) était un systéme de 4 équations d 3 inconnues; on en a tiré une solution unique
(I‘l = 2,$2 = 4,.@3 = 2)

Cet exemple illustre les diverses opérations dans une élimination de GAUSS :
- Multiplier une équation par un terme non nul

- Ajouter (ou soustraire) le multiple d’'une équation a une autre

- Echanger l'ordre de deux équations.

Les opérations correspondantes sur la "matrice augmentée” [A:b] sont : multiplier une ligne par un
terme non nul; ajouter (ou soustraire) le multiple d’une ligne a une autre ; échanger deux lignes.

Définitions:

Le systéme linéaire (1) est dit sur-déterminé s’il y a plus d’équations que d’inconnues (m > n),
déterminé si m = n, et sous-déterminé s’il y a moins d’équations que d’inconnues (m < n).

Le systéme linéaire (1) est dit compatible (ou consistant) s’il a une solution au moins, incompa-
tible (ou inconsistant) s’il n’a aucune solution.

Exemple 2 (Systéme linéaire & une infinité de solutions):

Matm'ce[Aib]
I
pivot — (3z1) + 229 + 223 — bBrg = 8 3 2 2 -5 8
oo 0,6z] + 1,50 + 1,523 — 5,4y = 2,7 0,6 1,5 1,5 —5,412,7 |(6)
a climiner — 19 90| 0329 — 0,333 + 24wy = 2,1 1,2 —0,3 —0,3 2,4 121
I

m Elimination de x1 dans la 2°™° et 3°™¢ équation.

On ajoute (—0,2L1) a la 2°™¢ équation, on ajoute (—0,4L1) a la 3°™¢. Cela conduit a :

\
2 2 -5 | 8

3z1 + 29 +  2x3 — 54 = 8 3
pivot — + 1,1lzs — 4,424 = 1,1 0o 1,1 1,1 —-441 1,1
a éliminer —s[—1,1xz9 — 1,1z3 + 4,4z4 = —-1,1 | 0 —1,1 —1,1 4,4 '-1,1

[
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2¢me gtape : Elimination de xo dans la 3¢™¢ équation.

Pour cela : ajouter Ly a Lz (3°™¢ équation) ; cela donne :

\
3r1 + 219 + 213 — By = 8 3 2 2 -5 | 8
Llzs + 1,1zz — 44z = 1,1 0 1,1 1,1 —4,411,1
0 = 0 0 O 0 0 o0

3¢me étape : Résolution en remontant dans les équations.

De la 2°™¢ équation on tire xo = 1 — x3 + 4x4 ; de ceci et de la 1°7¢ équation, on tire x1 = 2 — x4.
Les valeurs de x3 et x4 peuvent-étre choisies comme on veut; une fois ce choix fait, on
a x1 et x9. Les solutions du systéme proposé sont donc : (2 — xy,1 — w3 — dxy, x3,24) T3 €l x4
quelconques.

On a traité ici un systéme sous-déterminé : (6) comportait 3 équations da 4 inconnues.

Exemple 3 (Systéme linéaire & une et une seule solution):

Matrice | Ai b]
. \
puwot — (“g)) 4+ oz + 2a3 = 2 1 1 2,2
3z1 | — x2 + x3 = 6 3 -1 116 (7)
a éliminer — —x1 |+ 3x9 4+ 4dx3 = 4 -1 3 4'4
\
167¢ étape : Elimination de x1 dans la 2™ et 3¢ équation.
ajouter (3L1) a Lo, faire Ly — Ly. Cela donne :
\
—r1 + =y + 2x3 = 2 -1 1 2,2
pivot — (2x9) + Txg = 12 0 2 7112
délimmer—>+ 203 = 2 0 2 212
\
2tme étape : Elimination de x4 dans la 3°™¢ équation.
Pour cela : ajouter —Lo a Lg ; cela donne :
\
-1 + X2 + 2.’E3 = 2 -1 1 2 | 2
29 + Txs = 12 0 2 7 1 12
—bxrg = -10 0 0 —-51-10
\
3¢me étape : Résolution en remontant dans les équations.
De la derniére on tire x5 = 2, puis de la 2°™¢ xo = —1, enfin de la 1°7¢ z; = 1.
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On a traité dans cet exemple un systéme déterminé : ((7) comportait 3 équations a 3 inconnues).
En définitive, ce systéme linéaire (7) posséde une seule solution (x1 = 1,29 = —1,23 = 2).

Exemple 4 (Systéme linéaire sans solution):

Matm'ce[Aib]
\
pivot — (3z1) + 220 + x3 = 3 3 2 1,3
i Eliminer —s 221! + 2 + z3 = 0 21 110 (8)
6x1| + 229 + 4x3 = 6 6 2 416
\

167¢ étape : Elimination de x, dans la 2°™¢ et 3¢ équation.
Pour cela, on ajoute —%Ll a Lo, on ajoute —2L1 a Ls3; cela conduit a :

3r1 + 2z + x3 = 3 3 2 1,3
pz’vot—> + %xg = =2 0 —% %\—2
a éliminer — |—2x9| + 223 = 0 0 -2 210
\
2¢me gtape : Elimination de xo dans la 3°™ équation.
Pour cela, on ajoute —6Lo a L3 ; cela donne :
\
3r1 + 229 + x3 = 3 3 2 1,3
—izy + fmy = -2 0 -+ 21-2
0 = 12 0 0 0112
\

3¢me étape : Fin de la résolution.
En raison de la 3°™¢ équation qui est impossible, le systéme (8) traité (3 équations, 3 inconnues)
n’a pas de solution.

A T’aide des opérations élémentaires du procédé d’élimination de Gauss, on peut toujours arriver a
mettre un systéme linéaire sous une forme dite échelonnée, c’est-a-dire comme ceci :

anry + apera + .o + apr, = b .
/ €222+ + copxTn = 5 .
#0 Ve : )
# 0 ,ICTT:UT + k’l”?’l/x’n = b?" m Z r
/ 0 = b 0
# 0 : ||
0 = Bm Y

avec a1 £ 0, coo 0, ..., kpr # 0.
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En clair : les lignes de A commencent par un nombre strictement croissant de zéros & mesure que
I’indice des lignes augmente.

Il y a 3 cas de figure concernant le schéma général(9) :
. Sir <m et quel'undes bj, r+1 < j < m, n’est pas nul : le systéme est incompatible, (9) n’a

aucune solution. C’était le cas dans 'exemple 4, avec r =2 < m = 3 et Er+1 = 53 =12

*
— | %
12

. Sir=mnetsilesbyt1,...,by, sont nuls (s'ils sont présents) : le systéme a alors une et une seule

solution. Il suffit de remonter & partir de la r = n®™¢ équation de (9). C’était le cas dans 'exemple
l,avecr=n=3et m=4

S ¥ ¥ ¥

~

. Sir<mnetsiles ETH, ..., by, sont nuls (8’ils sont présents) : le systéme a alors une infinité de

solutions. On choisit en effet x,41, ..., 2, comme on veut ; ensuite la (r — 1)°*¢ équation conduit
a x,y—1 en fonction de x,, xr41,. .., Ty ; puis on continue en remontant dans les équations. C’était
le cas dans 'exemple 2 avec r =2, n =4 et m = 3.

* * * * *
* * x| | %
0 0

I1.3. Rang d’une matrice.

Définitions:
Le rang d’une matrice A = [a;;] est le nombre maximal de vecteurs lignes de A qui sont linéairement
indépendants. On note rgA cet entier.

Noter que rgA n’est nul que si A est la matrice nulle.

Exemple:

30 2 2
A=| -6 42 24 54 | € M34(R) (10)
21 —21 0 —15

est de rang 2 car :
- Les 8 vecteurs lignes sont linéairement dépendants,

1
6L1 - 5[12 —Lg :0;

- Les 2 premiers vecteurs lignes sont linéairement indépendants (ils ne sont pas colinéaires).

Propriétés (essentielle):
Le rang de A est aussi le nombre maximal de vecteurs colonnes de A qui sont linéairement indépen-
dants. Ainsi :

rg(AT) =rgA
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Exemple:

Reprenons la matrice A de (10) : puisque son rang est 2, il y a au moins 2 vecteurs colonnes
linéairement indépendants; et chaque fois qu’on prend 3 vecteurs colonnes, on est sur qu’ils sont
linéairement dépendants. Avouez que ¢a ne saute pas auzr yeux !

Retenir que pour A € My, »(R), rgA < m et rgA < n.

Note: Dans un systéeme linéaire AX = b, avec m < n (moins d’équations que d’inconnues, ce qui
est le cas usuel), il est fréquent qu’on ait rgA = m (i.e. A est de "rang maximal").

Exemple:
Dans une matrice rectangulaire (m # n), soit les vecteurs lignes soit les vecteurs colonnes sont
(toujours) linéairement dépendants.

I1.4. Solutions de systemes linéaires : existence de solutions, unicité.

Théoréme:
— Existence. Le systeme linéaire

AX = b, A€ My, n(R) et b e R™ (11)

a des solutions si et seulement si la matrice A et la matrice "augmentée" A = [A } b] € My, ni1(R)
ont le méme rang.
— Unicité. Le systéme linéaire (11) a une et une seule solution si et seulement si rgA = rgA = n.
— Infinité de solutions. Si rgA = rgA < n, le systéme linéaire(11) a une infinité de solutions.

Cas particulier :
AX =bavec A e M,(R) et b R" (12)

(A matrice carrée, il y a autant d’équations que d’inconnues).

Alors :
rgA=mn . .
< ( ) > & ( A est inversible )

rang maximal donc

Dans ce cas, (12) a une et une seule solution, qui est X = A~1b.

I1.5. Exercices.

Exercice 1:
En utilisant le procédé d’élimination de Gauss, transformer le systéme linéaire suivant :

r — 3y — 22= 06 x 6
(8)S 2z — 4y — 3z2=8 , (AX=b), X=|y |, b= 8
-3z + 6y + 8z= -5 z -5

en un systeme équivalent de la forme TX = c, ou T est une matrice triangulaire supérieure.
Résoudre (S).

¢
e— | = Xx ¢ (9) pmrur owgshis np ouop 19 ‘quajpainby a.u0nbuiy 2wlslis np UowNJOG
!

L 0 0 VL =21

I ¢ 0|=L v—=7% + fig

¢— ¢ 1 9 =27 — fig — x
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Exercice 2:
Mettre les systémes linéaires suivants sous forme échelonnée :

1 + x99 — 2x3 + 4dxy4 =5 1 + 9 — 223 + 3x4 =4
(S1)% 221 + 229 — 3x3 + x4 =3 , (S2)% 221 + 3z + 33 — w4 =3
3r1 + 3x0 — 4dx3 — 24 =1 51 4+ Txo + 4dx3 + x4 =5
S—1 0 0 00 01 0 000
G—, L= L 1 0| |L2=y2= 10 0](9)
ple - 11 6-'01— 0 T T

‘g tday
Exercice 3:
Déterminer si chacun des systémes linéaires homogénes suivants a une solution non nulle :

r + y — 2z =0 r + y — 2z =0
(S1)4 22 — 3y + 2z =0, (S2)8 22 + 4y — =z =0,
z — 4dy 4+ 2z=0 3z + 2y + 2z=0
r1 + 229 — 3x3 + 4x4 =0
(83) 201 — 3x9 4+ bxry — Try =0
51 + 6x9 — 9x3 + 8z, =0

“UOLSTIIUO0D 99199 D JUUDA 4n0d UOJIYIP JWLLOS STLOS .4379U P 101 UL0SIQ DA 159,U J1 L SU0LDNDY §10.4]
JuawWaINas unod sanuuodug 243onb v fi pp,nbsind opnu uou uoYNOs aun LaPIssod J1op (£Q) awigyshis o

0=7
0=" | apnu uoynjos ) anb vu aw)shis o7
0=7
0=~=T1
0=z + fig
0= =2 — A + =z
. (%) ap 29uu0]YI9 2ULLOf STOS ISIPT
G=z
‘(9492 21quruva z) | ¢ = A | 259 249Yn21uDd 2))NU UOU UOYN]OS U[)
t=c
0=72¢ + fig —
0 = Z — f —|— T

: 9QUUO0]PYIP JULLOf STOS ISIY “Sanuuodul p anb suoyonby, p quvino v (1Q) : & dayy

Exercice 4:
On considére le systéme linéaire suivant :

z + 2y + =z 3
(S) ay + 5z =10 , ou a et b sont des réels.
22 + Ty + az= 1>

1°) Mettre (S) sous forme échelonnée.
2°) Pour quelles valeurs de a le systéme (S) a-t-il une et une seule solution ?
3°) Pour quelles valeurs du couple (a,b) le systéme (S) a-t-il plus d’une solution ?
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(=9 ‘¢-=1) 12 (31=q ‘G=D) : $97171q2550d TNAP dUUOP D] SINU JUOS

24QUIDUL PUOIIS 9] 12 Z 2P JUILJ200 2] 15 (1a0f U2 PpruUYUL DUN) UOYNJOS dun, P snyd D dwlshis o (&
"€— # D19 G # D anbs.io] aup-p-153,0 L () £ 152 (,9) 2p uoywnbhy

2.491ULOP D] SUDP Z 2P JUIIIY[20D 2] ‘IS JUIWDINAS 12 ‘1S UONJOS IJNIS JUN 12 dUN D dwRPshis o (&

0€ — P9 — g0 = z(GT — D — ;D)
0T = zg + fio (,s)
¢ = z + fig + =«

(.1
Py eday
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III. Déterminants

A toute matrice carrée n x n, A = [a;;], on associe un scalaire particulier, appelé déterminant de
A. Cet objet s’avere étre un outil indispensable a I’étude des propriétés des matrices carrées.

Le déterminant de A est noté détA ou |A| (comme une valeur absolue ou un module). Cette deuxieme
notation peut étre utilisée dans les calculs intermédiaires pour alléger les notations ; dans les autres
cas elle est génératrice de confusion, la premiere notation est préférable.

I11.1. Déterminants d’ordre 1 et 2.

) & ©
Si A=[a], détA=a;si A= [ i p 1 détA = ad — be ><
Exemple:
4 3 ) , .
A= l 9 5 1 ; détA =14, dét(—A) = 14 aussi.

I11.2. Déterminants d’ordre 3.

a1l a2 a3
. Soit A = | ag1 age az3 |. Son déterminant est défini comme suit (c’est une des définitions

azr a3z as3
équivalentes possibles!) :

détA = (11022033 + 12023031 + A13021a32 — Q13022031 — G12021033 — 11023032

Il y a dans ce développement 6 produits de 3 éléments de la matrice A, trois sont comptés avec les
signe +, et les 3 autres avec les signe —.

. Autre expression du déterminant d’ordre 3

détA = ay(a22a33 — azzase) — ai12(aziass — azzasi) + aiz(azazy — azasy)
a2 a3 az1 @23 az1 a2
as2 ass as1 ass as1 asz
= combinaison linéaire de 3 déterminants d’ordre 2,

= a1 — a12 + a3

dont le calcul est représenté sous la forme suivante :

042*&13 a11**a13 a11—ai2
a21 |a2y 23 a21 @23 a3 G212 23 (1)
as1 |az2  ass asl  as2  ass as1  agz| ass
a11( ..... ) — a12( ..... ) + a13( ..... )
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Exemple:

-2 3 4 3 4 -2
-2 3 |=1 -2 +3 | =55
0 5 —1 5 -1 0 —1 0 5
II1.3. Déterminants d’ordre quelconque.
II1.3.1. Définition a ’aide des permutations.
Une permutation o de I'ensemble {1,2,...,n} est une bijection de {1,2,...,n} sur lui-méme ou,
de fagon équivalente, un réarrangement (ou mélange) de ses termes.
Notation pour désigner o :
1 2 3 e n
< o) o2) o(3) ... o(n) > 1 donne (1), 2 donne o(2), ..., n donne o(n).
Exemple:
1 2 3 .
est une permutation de {1,2,3}
3 21
1 2 3 4 .
( 49 1 3 ) est une permutation de {1,2,3,4}
L’ensemble de toutes ces permutations de {1,2,...,n} est noté S,, elles sont au nombre de n!

Si 0 € S,, on désigne par « le nombre d’inversions dans o, c’est-a-dire le nombre de paires
(0(i),0(j)) pour lesquelles (i) > o(j) alors que i < j (ou encore, « est le nombre d’échanges
nécessaires pour repasser de (o(1) 0(2) ... o(n))a (12 ... n)).

La signature de o est ¢, = (—1)%, c’est-a~dire 1 si « est pair, —1 si « est impair.

Exemple:
1 2
o=1 49 ,a=1et e, =—1.
(1 2 3 T 1 2 3 _
7\3 21 )T 797 321 ) 7"
1 2 3 4 5
U—<3 5 1 4 2),04—6(%60—1.

Une transposition est une permutation particuliere : elle échange 2 éléments i et 7, en laissant
tous les autres a leur place, soit :

1 2 T . J n
T = ><
1 2 j i n
Dans ce cas, a = 1, de sorte que ¢, = —1.
Si €, = 1, on dit que la permutation est paire; si ¢, = —1, on dit qu’elle est impaire.

La moitié des permutations de S, (n > 2) sont paires, et celles de ’autre moitié sont impaires.
Voici une premiére définition de détA pour A = [a;;] € My (K) :

détA = Z egala(l)a%@) N am(n). (2)
o€Sn
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Exemple:

1 2 1 2
Pourn =2, il y a 2 permutations : et . Ainsi, avec A = @ a2 , détA =
1 2 2 1 a1 a2

a11G22 — 12021 -

I11.3.2. Développements suivant une ligne ou une colonne.

Soit A = [a;;]. On désigne par M;; la matrice carrée de taille n — 1 obtenue en supprimant de A
sa i€ ligne et sa j¢¢ colonne; le déterminant |M;;| s’appelle le mineur du coefficient a;;; le
mineur "signé" (—1)"7 | M;;| = A;; est appelé le cofacteur de a;;.

Observer que le coefficient (—1)™7 est 41 suivant la parité de la somme i + j des numéros de ligne
et colonne de a;;.

Théoréme:
détA est égal a la somme des produits obtenus en multipliant les éléments d’une ligne (ou d’une
colonne) quelconque par leurs cofacteurs respectifs :

détA = ajnAp + appAip + ... + ainAin

3
= alelj + CLQjAQj + ...+ anjAnj ( )

Revoir (1) a la page 23 pour un exemple avec n = 3.

Ces relations (3), conjuguées avec les opérations élémentaires sur les lignes (ou colonnes), permettent
des simplifications substantielles des calculs.

IT1.4. Propriétés générales des déterminants (important!).

- Si tous les éléments d’une colonne (ou d’une ligne) sont multipliés par une constante ¢, le déter-
minant est multiplié par c.

- Echanger 2 colonnes (ou 2 lignes) change le signe du déterminant.

- Ajouter a une colonne le multiple d’une autre colonne ne change pas la valeur du déterminant
(idem pour les lignes).

- Si 2 colonnes (ou 2 lignes) sont les mémes, la déterminant est nul.

Exemple:
dét(cA) = c"détA (attention! c" et non c ...)

IT1.5. Regles importantes.

all 0......... 0
_ (I]_Q 0 ..... 0
. Si A est triangulaire, A= | — - . , détA = aq1a99 . .. Qnyp.
"Gnn
Un cas particulier est celui des matrices diagonales : si A = diag(cy,...,cn), détA = cica...cy.

Tout aussi utile est le cas des matrices diagonales par blocs (ou encore triangulaires inférieures ou
supérieures par blocs) :

0

si A= , détA = produit des déterminants par blocs diagonaux
] (lesquels sont des matrices carrées de tailles diverses)
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Pour les calculs, on a donc intérét a transformer A, a I'aide d’opérations sur les lignes et colonnes,
de maniere a la rendre la plus "creuse" possible, c¢’est-a-dire avec le plus de zéros possibles comme
éléments de A.

Exemple:
Calcul du déterminant d’une matrice (4,4)

2 0 -4 6 2 0 -4 6
4 5 1 0 B 0 5 9 -12/| ligne 2 - 2x (ligne 1)
0o 2 6 -1 N 0 2 6 -1
38 9 1 0 8 38 10 | ligne 4 + 1,5 (ligne 1)
2 0 -4 6
- 05 9  -12
N 0 0 24 88 | ligne 3-0,4x(ligne 2)
0 0 -11,4 29,2 ligne 4 - 1,6x (ligne 2)
2 0 -4 6
B 0 5 9 12
= 0 0 24 38
0 0 0 47,25 ligne 4 + 4,75 (ligne 3)

Le format auquel on est rendu est triangulaire ; en conséquence, le déterminant en question vaut

2x 5 x2,4x 47,25 = 1134

.dét(AT) = détA
’ dét(AB) = dét(BA) = détA.détB ‘ (& la différence du calcul sur les traces!)

Ainsi, si A est inversible, dét(A™!) = .

Mais il n’y a pas de regle (simple) concernant dét(A + B) !

Les 3 énoncés suivants (concernant A € M, (K)) sont équivalents :
(i) A est inversible;

"I (ii) le systeéme linéaire AX = 0 n’a que la solution nulle X = 0;
(iii) détA # 0.

.Le rang de A en termes de déterminants.

Le rang de A (=le nombre maximal de vecteurs lignes (ou colonnes) de A qui sont linéairement
indépendants) peut étre déterminé par calculs de déterminants de sous-matrices de A.

Théoréme:

La matrice A, non nulle, est de rang r si et seulement si :

— Il existe une sous-matrice (carrée) de A, de taille (r,7), dont le déterminant n’est pas nul;

— Toutes les sous-matrices (carrée) de A, de taille plus grande que (r,r), ont un déterminant
qui est nul.

II1.6. Inversion d’une matrice.

On appelle comatrice de A, ou matrice des cofacteurs de A, la matrice cof A dont le terme (i, j)
est le cofacteur du terme a;; de A :

cof A =[A;] (Aij = cofacteur de a;j) (4)

cof A est de méme format que A.
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Propriété (générale) fondamentale :
Alcof A)T = (cof A)TA = (detA)I,

Lorsque A est inversible, on a :

At (cof A)T (5)

1
 détA

(attention & ne pas oublier cette opération de transposition).

Exemple:
9 11 5
23 16 23
2 3 —4
CdStA — “1_ | =1 =7 2
A=1|0 —4 2 |, Alors : détA = —46 et A~ = 3 T 5
1 -1 5
-2 -5 4
23 16 23
Exemple
. A= l ch 2 ] € Ms(K) avec détA = ad — be # 0. Alors :
o ! d (suffisamment simple pour étre retenu par coeur)
ad—bc| —c a pep p :
B 0
. A= avec B et C inversibles (pas de méme taille nécessairement).
0 C
Alors
B~ 0
A7l =
0 | Cc!

Résolution de systémes linéaires a ’aide de déterminants, autant
d’équations linéaires que d’inconnues (systemes dits de CRAMER).

Théoréme:
Le systeme linéaire (ou d’équations linéaires) AX = b, détaillée en

annxy + apry + ... apr, = b b1
a21r1 + a22rs + ... Gy, = bo by

A= [aij] c Mn(K), b= . c K"
an1T1 + ap2r2 + ... AT, = by bn

pour lequel D = détA # 0, a exactement une solution, qu1 est donnée par

— Ty = — (régle de Cramer) (6)
= . = cgle de ame

D ) y dn D I T T

olt Dy, est le déterminant d’une matrice modifiée de A en remplacant la k™ colonne par le
vecteur colonne b.
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Exemple:
Résoudre par cette méthode (qui n’est pas la meilleure ici!) le systéme :

r + y + z = 5
z - 2y — 3z = -1
2r + y — 2z = 3

Réponses : D =5,D, =20,D, = —10,D, =15, d'oux =4, y= -2, z = 3.

I11.8. Déterminants et volumes.

La notion de déterminant est intimement liée & la notion d’aire (cas ou n = 2) et de volume (cas
ou n = 3).

-,

Dans le plan (n = 2,2D) ou dans 'espace (n = 3,3D) repéré par un repere orthonormé (0; i, j) ou

(0; 4, j, k), on va considérer les objets suivants :
A

P={zi+yt|0<z<1let0<y<1} estle parallélogramme le coté i
et U.
Si A = [u V] € Ma(R) (matrice de colonnes i, ¥/), alors :

<L

0 7 ’Az’re(P) = |détA| ‘ (ne pas oublier la valeur absolue!) (7)

On comprend que Aire(P) = 0 lorsque le parallélogramme P est "aplati', i.e. lorsque 4 et ¢ sont
colinéaires (ou linéairement dépendants).

P={oi+yt+200 | 0<2<1,0<y<1let0<z<1}estle

) parallélépipede de coté @, 7 et . -
w Si A = [u 7 W] € M3(R), alors :
vol(P) = |détA|| (8)
SN A
0 u

Si, par exemple, W est dans le plan engendré par @ et U (i, ' et W sont linéairement dépendants), le
parallélépipede est "aplati" et son volume est nul.

II1.9. Exercices.

Exercice 1:

1 11
On considére la matrice A= | 2 3 4
5 8 9
Calculer détA, la comatrice cof A de A, A~' a Uaide de détA et cof A.
¢/1— t/e t/1— ) I &= 1
I = 1= |=,fo)FF= v e v 1-|=vfo
¢/1- &/1 ¢/s I ¢ 4

‘T =Vwep: T day

Exercice 2:

28



Calculer le volume du parallélépipéde S de R? construit sur les vecteurs suivants :

1 1 1
(@ u=| 11|, v=| 3 |, w=]| 2
1 —4 -5
1 2 5
b u=|2|, v= 1 |, w=|7
4 —3 9
‘0=8 194 (9)
=8 104 (v)
1 g day

Exercice 3:
Calculer le déterminant de la matrice triangulaire inférieure par blocs suivante :

3 4]0[0 0

2 5/0[0 0

A=1|]0 9]2]0 0

0 5/0[6 7

0 0/4(3 4
zvzgxzu:“ g] 2p % [g] ;l?pX[g g] PP =Vp: & "dy

Exercice 4:

Soit P une matrice inversible ; montrer que détP~! = déip.

‘9IUOUUD

mynsaL 9] v uo ‘T = Urp = Jp(;_d)wp = (dy-d)@p onb 12 [ = d_d 2nbsing ¢ ¥ day

Exercice 5:
Soit A et B deuzx matrices semblables; montrer que détB = détA.

VP = d1P VP (_d )12 = 9P
‘2ouanbasuoo

U dV—d = & 21b 9]]93 9]qIS20UL J 9ILLDUL JUN IISITI 1 ‘SI]QDIQUIS U & 32 ¢ & "dIY

Exercice 6:

L4 | a b
SoztA—lC d]'

Déterminer la matrice cof A. Que vaut cof (cof A) ? Quand-a-t-on A = cofA ¢
o —

70 p = D onbsuo] Yoo =y D U Y = [ z Z ] = (yJoo)foo ! [ OD qp_ ] =yfoo: 9 ‘ddy

Exercice 7:

Soit A une matrice triangulaire, A = [a;j].

(a) Montrer que A est inversible si et seulement si tous les éléments diagonauzr a;; sont non nuls.

(b) Montrer que si A est inversible, les éléments diagonaur de A~ sont les inverses (%“ des éléments
diagonaux de A.

Exercice 8:
-2 -2 1
SoitA=1| -2 1 =2
1 -2 -2
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Calculer A2.
En déduire que détA = £27.

LTF = (&F = Vi9p onb pnpap ud uo ‘o (y12p) = (o¥)12p 2wo)
6= (;V)2P no,q “t16 = .V : 8 "doy

Exercice 9:

Soit A =

1 1 1
a b c , ot a, b et c sont des scalaires .
b+c a+c a+b

Montrer que détA = 0.

Exercice 10:
Déterminer le rang des matrices suivantes :

Exercice 11:

Soit A =

2 5 1 1 34 1

A=|-3 -4 2|,B=|-1 4 3 1

-1 1 3 1 121
1 1 -1
2 3 1
-1 -2 -1

1°) Calculer A%, A3, puis A> — 3A% — 2A.
2°) En déduire que A est inversible et déterminer A=1.
3°) Résoudre le systéme linéaire suivant :

r + Yy —-— z = a
(S) 22 + 3y + z = b , ouabetcsont des scalaires quelconques.
—-r — 2y — z = c
24+q+ 01— z
26—qg—v |=|9q |, v=| L
I +9¢ +v— D z
759 uounjos o7 (¢
I 1T I-
e— ¢ 1 =fC—VE— V=V
yvo¢ 1I-
1n0p ] = (12— V€ — V)V 24 U0 [ = VT — V€ — ¢V 2 (@
I— 61— ¥I— 0 ¢— ¥—
E[=Ve—VE gV oambouosop ‘| T FE G | =gV |0 6 L | =V (I
T 0c @1 T 9 ¥

DIrcdey

30



A Brief History of Linear Algebra and Matrix Theory

The introduction and development of the notion of a matrix and the subject of linear algebra
followed the development of determinants, which arose from the study of coefficients of systems
of linear equations. Leibnitz, one of the founders of calculus, used determinants in 1693 and Cramer
presented his determinant-based formula for solving systems of linear equations (today known as
Cramer’s Rule) in 1750. In contrast, the first implicit use of matrices occurred in Lagrange’s work
on bilinear forms in the late 1700s. Lagrange desired to characterize the maxima and minima of
multivariate functions. His method is now known as the method of Lagrange multipliers. In order
to do this he first required the first order partial derivatives to be 0 and additionally required that
a condition on the matrix of second order partial derivatives hold; this condition is today called
positive or negative definiteness, although Lagrange didn’t use matrices explicitly.

Gauss developed Gaussian elimination around 1800 and used it to solve least squares pro-
blems in celestial computations and later in computations to measure the earth and its surface (the
branch of applied mathematics concerned with measuring or determining the shape of the earth or
with locating exactly points on the earth’s surface is called geodesy. Even though Gauss’ name is
associated with this technique for successively eliminating variables from systems of linear equa-
tions, Chinese manuscripts from several centuries earlier have been found that explain how to solve
a system of three equations in three unknowns by ”Gaussian” elimination. For years Gaussian elimi-
nation was considered part of the development of geodesy, not mathematics. The first appearance
of Gauss-Jordan elimination in print was in a handbook on geodesy written by Wilhelm Jordan.
Many people incorrectly assume that the famous mathematician Camille Jordan is the Jordan in
”Gauss-Jordan” elimination.

For matrix algebra to fruitfully develop one needed both proper notation and the proper definition
of matrix multiplication. Both needs were met at about the same time and in the same place. In
1848 in England, J.J. Sylvester first introduced the term ”matrix”, which was the Latin
word for womb, as a name for an array of numbers. Matrix algebra was nurtured by the work of
Arthur Cayley in 1855. Cayley studied compositions of linear transformations and was led to define
matrix multiplication so that the matrix of coefficients for the composite transformation ST is the
product of the matrix for S times the matrix for T. He went on to study the algebra of these
compositions including matrix inverses. The famous Cayley-Hamilton theorem which asserts that
a square matrix is a root of its characteristic polynomial was given by Cayley in his 1858 Memoir
on the Theory of Matrices. The use of a single letter A to represent a matrix was crucial to the
development of matrix algebra. Early in the development the formula det(AB) = det(A)det(B)
provided a connection between matrix algebra and determinants. Cayley wrote "There would be
many things to say about this theory of matrices which should, it seems to me, precede the theory
of determinants.”

Mathematicians also attempted to develop of algebra of vectors but there was no natural definition
of the product of two vectors that held in arbitrary dimensions. The first vector algebra that involved
a noncommutative vector product (that is, v x w need not equal w x v) was proposed by Hermann
Grassmann in his book Ausdehnungslehre (1844). Grassmann’s text also introduced the product of
a column matrix and a row matrix, which resulted in what is now called a simple or a rank-one
matrix. In the late 19th century the American mathematical physicist Willard Gibbs published his
famous treatise on vector analysis. In that treatise Gibbs represented general matrices, which he
called dyadics, as sums of simple matrices, which Gibbs called dyads. Later the physicist P. A. M.
Dirac introduced the term "bra-ket” for what we now call the scalar product of a ”bra” (row) vector
times a "ket” (column) vector and the term “ket-bra” for the product of a ket times a bra, resulting
in what we now call a simple matrix, as above. Our convention of identifying column matrices and
vectors was introduced by physicists in the 20th century.
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Matrices continued to be closely associated with linear transformations. By 1900 they were just a
finite-dimensional subcase of the emerging theory of linear transformations. The modern defi-
nition of a vector space was introduced by Peano in 1888. Abstract vector spaces whose
elements were functions soon followed.

There was renewed interest in matrices, particularly on the numerical analysis of matrices, after
World War II with the development of modern digital computers. John von Neumann and Herman
Goldstine introduced condition numbers in analyzing round-off errors in 1947. Alan Turing and von
Neumann were the 20th century giants in the development of stored-program computers. Turing
introduced the LU decomposition of a matrix in 1948. The L is a lower triangular matrix with 1’s
on the diagonal and the U is an echelon matrix. It is common to use LU decompositions in the
solution of a sequence of systems of linear equations, each having the same coefficient matrix. The
benefits of the QR decomposition was realized a decade later. The Q is a matrix whose columns are
orthonormal vectors and R is a square upper triangular invertible matrix with positive entries on
its diagonal. The QR factorization is used in computer algorithms for various computations, such
as solving equations and find eigenvalues.
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