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Question de cours. Soit U C R™ et f : U — R" une application de classe C*(U). Enoncer la
definition d’une submersion et d’une immersion f en a € U.

Exercice 1 Soit
f: R} — R?
(I’,y,Z) = f(l',y) = (IQ - y2 +22 - 1,1’?/2 - 1)
(a) Pour quelles valeurs de o, yo, 20 € R 'application f est une submersion en (xg, yo, 20) 7

(b) Montrez que I’ensemble

V={(z,y,2) €R®: f(2,y,2) = (0,0)}

est une sous-variété de R®. Préciser sa dimension.

(c) Montrez qu’il existe un intervalle I contenant x et une application ¢ : I — R? tels que
¢(x0) = (Yo, 20) et f(z,p(x)) = 0 pour tout x € I.

(d) Calculer ¢'(1).

(e) Calculer I'espace tangent a V' en (xg,yo, 20) = (1,1, 1).

Exercice 2 On pose f(x,y) = 2*> + zy + y* + i:r:*, x,y € R.
(a) Montrer que f admet un minimum local en (0,0) qui n’est pas un minimum global.

(b) Calculer la différentielle seconde D?f(—2,1) et les valeurs propres de la matrice Hessienne
associée. Est-ce que f admet un minimum (maximum) local en (—2,1)7

(c) Déterminer les points de lellipse
{(z,y) € R*: 2 + 2y +y* = 3} (1)

vérifiant la condition d’extrémalité de Lagrange pour la fonction f.

(d) En déduire la valeur maximale et minimale de la restriction de f sur I'ellipse (1).

Exercice 3 On note M,, 'espace des matrice réelles n x n et S,, C M,, le sous-espace vectoriel
des matrice symétriques, S, = {M € M,, : ‘"M = M}.Soit ¢ : M,, — S, Papplication définie
par

o(M)="™M.
(a) Calculer la différentielle de ¢.

(b) Montrer que si ¢(A) = I (I est la matrice identité), alors ¢ est une submersion en A

(c) En déduire que le groupe orthogonal O(n) = {M € M,, : p(M) = I} est une sous-variété
de I'espace vectoriel M,,.



