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Avant-propos

Cette brochure est une version corrigée des polycopiés distribués pendant le cours “Ana-
lyse II, Partie B” (2 heures par semaine) donné en 1998/99. Plusieurs parties ont profité des
notes de cours de Pierre de la Harpe. Les portraits sur la page de couverture (S. Banach
(1892-1945) et D. Hilbert (1862-1943) a gauche, G. Peano (1858-1932) et C.-F. Sturm (1803~
1855) a droite) ont été copiés sur Internet par les soins de Stéphane Cirilli (site http://www-
groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/). Quelques figures (surtout celles avec
un flair artistique) ont été produites en utilisant des programmes de Gerhard Wanner. Je
remercie ces collegues sincerement.

En ce lieu, j'aimerais remercier Luc Rey-Bellet et Stéphane Cirilli pour leur aide dans la
préparation des exercices et pour leur lecture soigneuse d’une version préliminaire. Je tiens
aussi a remercier mon fils Martin pour avoir vérifié ’orthographe de ces polycopiés.
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Chapitre 1

Calcul différentiel dans les espaces de
Banach

Le calcul différentiel dans IR et dans IR" était un des sujets traités au cours ‘Analyse I’
(voir le livre [HW95]). Le premier chapitre du cours ‘Analyse I’ a comme but d’étendre ce
calcul aux espaces plus généraux. Ceci nous permet non seulement d’obtenir des résultats
plus généraux avec des applications intéressantes, mais nous obtenons en méme temps une
meilleure compréhension du calcul différentiel dans IR".

Apres un rappel sur la différentiabilité dans IR", nous donnons la définition d’un espace
de Banach et nous discutons les différences essentielles entre IR" et les espaces de Banach de
dimension infinie. Nous étendons ensuite la notion d’application différentiable aux espaces de
Banach, nous donnons plusieurs exemples, et nous abordons les sujets suivants: le théoreme
des accroissements finis, le théoreme du point fixe de Banach, le théoreme d’inversion locale,
ainsi que le théoreme des fonctions implicites.

I.1 Rappel sur la différentiabilité dans R"

Pour une fonction & une variable f : (a,b) — IR, la dérivée au point x¢ est définie par
oy g f(@) = flxo)
fao) = Jim == — — (1.1)

De toute évidence, cette définition n’a pas de sens pour des fonctions a plusieurs variables.
Pour une fonction f : U — IR™ (U étant un ouvert de IR"), on dit que f(z) est différen-
tiable en xzy € U, s’il existe une application linéaire f'(xg) : IR" — IR™, telle que

(@) = f(wo) + f'(wo)(x — o) + r(z)[lz — ol (1.2)

ou la fonction r : U — IR™ (qui depend du parametre z) satisfait r(xz) — 0 pour x — .
On a vue dans [HW95, IV.3] que cette définition ne dépend pas de la norme choisie et que
I’application linéaire est donnée par la matrice jacobienne

f'(zo) = : : ) (1.3)
ot ¥ = (x1,...,1,)" et f(z) = (fi(x),..., fm(x))?. L'exemple suivant montre qu’il n’est

pas toujours avantageux de représenter l'application linéaire f'(x) a l'aide de la matrice
jacobienne.
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Exemple 1.1 Identifions 'espace IR"™ avec I'’ensemble des matrices carrées de dimension
n, et considérons l'application f : IR"™ — IR™" définie par f(X) = X?2. La propriété
(Xo+ H)? = X2 + XoH + HX, + H? suggere la définition

f'(Xo)H = XoH + HX,, r(X) = (X — X)?/|X — Xol|. (1.4)

Pour démontrer que l'application linéaire f'(X,) de (1.4) est vraiment la dérivée de f(X),
il faut voir que r(X) — 0 si X — Xj. Ceci découle du fait que, pour la norme euclidienne
dans R™™, on a [[(X — Xp)?|| < [|X — Xol%.

1.2 Espaces de Banach et de Hilbert

Essayons d’étendre la définition (1.2) de la différentiabilité & une fonction f : E — F. Dans
les espaces E et F' il faut savoir additionner, soustraire, multiplier avec un nombre réel et il
faut avoir a disposition une norme. Rappelons qu’une norme sur un espace vectoriel F est

une application || - || : £ — IR qui vérifie les trois propriétés:
(N1) |z]| >0 et |z]|=0<2=0,
(N2) Pl = AL [,
(N3) |z +y|| < ||| + |y (inégalité du triangle).

Un cas particulier important d’une norme est

2] := y/(z, z), (2.1)

ou (-,-): Ex E — IR est un produit scalaire, c.-a-d.,

8

(PS1) (=,
(PS2)  (z,y)=(y,z)  (symétrique),
(PS3) (\x1 + pwe, y) = Ma1, y) + p{xe, y) (lindire).

)>0 et (z,x)=0&2=0 (définie positive),

Comme pour la norme euclidienne dans IR" on vérifie que || - ||, donné par (2.1), satisfait les
propriétés (N1), (N2), (N3) d’une norme (Exercice 3).

Deés qu’on a donné une norme sur E, on peut définir la convergence de suites (voir [HW95,
IV.1]). On dit qu’une suite {z,} a valeurs dans E converge vers a € E, si

Ve>0 aAN>1 Yn>N ||z, —a| <e. (2.2)
Elle est une suite de Cauchy, si

Ve>0 AN>1 Ynm>N ||z, — oz, <e. (2.3)

Définition 2.1 Un espace vectoriel £ muni d’une norme || - || s’appelle espace vectoriel
normé. Il est complet si chaque suite de Cauchy dans E' est convergente. Un espace vectoriel
normé et complet s’appelle un espace de Banach.

Un espace de Banach, dont la norme est donnée par un produit scalaire, s’appelle un
espace de Hilbert.
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Le premier exemple d’un espace de Hilbert est I’espace IR" avec comme norme la norme
euclidienne. La complétude est une conséquence du Théoreme IV.1.8 de [HW95]. Avec la
norme ||z||y = 30, %] (ou |||l = max; |z;|) I'espace IR™ n’est pas un espace de Hilbert
(Exercice 4), mais il est un espace de Banach, car toutes les normes sont équivalentes dans
R" ([HW95, Théoreme 1V.2.4]).

Proposition 2.2 Soit C([0,1]) :={f:[0,1] = IR ; [ est continue} . Avec la norme

[ flloo = sup £ (@], (2.4)

te[0,1

C([0,1]) est un espace de Banach. Par contre, avec une des normes

Ifl= [ 1f@lde 0w lifl=y/ [ 1F@Rd (2.5

Uespace C([0,1]) n’est pas complet.

Remarque. La norme || f||o est définie & partir du produit scalaire (f,g) = [} f(t)g(t)dt,
mais C([0, 1]) avec cette norme n’est pas un espace de Hilbert.

Démonstration. Comme dans IR", en remplacant la somme finie par une intégrale, on vérifie
que || f|l1, | fll2 et || f|lco sont des normes sur C([0, 1]).
a) Soit {fn}n>1 une suite de Cauchy pour la norme || f||o. Alors, la propriété

|fu) = fin (@) < || fn — finlloo < € pour n,m > N (2.6)

implique que {f,(t)}n>1 est une suite de Cauchy dans IR. Comme IR est complet ([HW95,
Théoreme I11.1.8]), la suite {f,(¢)},>1 converge vers un élément de IR, qu'on dénote par
f(t). Il reste donc & démontrer que la fonction f(t), définie de cette maniére, est continue.
En passant a la limite m — oo dans (2.6), nous obtenons

Ifn(t) — f()] < e pour n > N,

ou N dépend de ¢ > 0 mais pas de ¢t € [0,1]. Alors, la suite {f,} converge uniformément
vers f, et la continuité de f est une conséquence de [HW95, Théoreme I11.4.2].

b) Considérons la suite {f,} dans C([0,1]), ou f,(t) Lol
est linéaire par morceaux, 0 sur [0,1/2 — 1/n] et 1 sur
[1/2 4+ 1/n, 1] (voir le dessin, n = 4,8,16). Pour m > n i
onaque || f,—fimlli < 1/net||fo—fmllz < 1/y/n. Lasuite SE
{fn} est alors une suite de Cauchy. Comme la fonction i
limite f(¢) n’est pas continue sur [0,1], cette suite ne
converge pas dans C([0,1]). i

Proposition 2.3 Pour un ensemble arbitraire A considérons l’espace

B(A):={f:A— IR ; festbornée} avec | flloo = sup | f(t)]- (2.7)
teA

B(A) est un espace de Banach.

La démonstration de cette proposition est presque la méme que pour la partie (a) de la
Proposition 2.2. Nous omettons les détails. O



4 Calcut arfjerentiel aans tes €spaces ae pbanacn

Toutes les notions et définitions des paragraphes IV.1 et IV.2 de [HW95] peuvent étre
étendues aux espaces de Banach:

e Deux normes || - ||, et || - ||, sont équivalentes, s'il existe des constantes positives C; et
C, pour lesquelles C ||z]|, < ||z|l; < Cq ||z||, pour tout = € E.

e Une boule de centre a et de rayon r est U'ensemble B,(a) ={z € E ; ||z —al| <r}.
e Un ensemble V' C E est un wvoisinage de a € E, s'il existe un ¢ > 0 tel que B.(a) C V.

e Un ensemble U C E est ouvert, si U est voisinage de chacun de ses éléments, c.-a-d.,
VeeU >0 B.(x)CU.

e Un ensemble V' C FE est fermé, si la limite de chaque suite convergente {z,} avec
T, €V, est dans V.

e Un ensemble K C E est compact, si chaque suite {z,} avec z,, € K possede une
sous-suite qui converge vers un élément de K.

e Soient E et I’ deux espaces normés et U C E. Une fonction f : U — F est continue
enzogeUsi Ye>0 36>0 Ve eU : [[v—xol| <3 ||f(x)— flzo)] <e.

e Soient E un espace normé. L’application x — [|z|| est continue (car [||z] — ||zol|] <
[l = ol]).

La majorité des résultats de [HW95, IV.1 et IV.2] reste vraie si 'on remplace R" et R™
par des espaces de Banach. Neanmoins, il faut faire attention, car certaines propriétés sont
perdues si la dimension de I’espace de Banach est infinie (comme c’est le cas pour les exemples
des Propositions 2.2 et 2.3). A 'aide de contre-exemples, nous démontrons que:

e La boule fermée {x € £ ; ||z|| < 1} n’est pas forcément compacte.
e Deux normes dans le méme espace ne sont pas toujours équivalentes.

e Le théoreme de Bolzano-Weierstrass “chaque suite bornée posséde une sous-suite con-
vergente” n’est plus vrai.

e La caractérisation “K compact < K fermé et borné” n’est plus valable.

Considérons 'espace B(IR) de (2.7) et définissons f,, € B(IR) par f,(t) =1sit € [n,n+1)
et par f,(t) = 0sit & [n,n + 1). La suite {f,} est bornée (on a ||fu]lc < 1) et elle
satisfait ||f, — fmllo = 1 pour n # m. Par conséquent, cette suite ne peut pas avoir une
sous-suite convergente. Ce contre-exemple montre en méme temps que la boule fermée n’est
pas compacte, que le théoréeme de Bolzano-Weierstrass n’est pas vrai sur B(IR), et que la
caractérisation ci-dessus de la compacticité n’est pas valable.

La Proposition 2.2 montre que dans 'espace C([0,1]) les normes ||f||o et ||f]|1 ne sont
pas équivalentes. Au cas contraire, la suite {f,} de la partie (b) de la démonstration serait
aussi une suite de Cauchy pour la norme |[| - ||o, ce qui impliquerait la convergence de {f,}
vers une fonction continue f € C([0,1]).

I.3 Applications linéaires

Les applications linéaires jouent un role important dans la définition (1.2) de la différen-
tiabilité. Dans IR", elles sont toujours continues, méme uniformement continues ([HW95,
Théoreme IV.2.6]). Nous verrons dans ce paragraphe que ceci n’est pas toujours le cas si la
dimension de l’espace vectoriel est infinie.
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Proposition 3.1 Pour une application linéaire A : E — F (E et I sont des espaces vecto-
riels normés), les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) A est continue en tout point de E;
(b) A est continue a l'origine 0 € E;
(c) ||A(x)|| est bornée sur la boule-unité {x € E ; ||z|| < 1}.

Démonstration. 11 est clair que (a) = (b). Montrons que (b) = (c): la continuité de A(x)
a Porigine implique que pour ¢ = 1 il existe un ¢ > 0 tel que [|A(y)|| < 1 pour ||y|| < J. En
utilisant la linéarité de A, on obtient alors

4@ = [A(500)] = s 146D < 5 pour el <1,

1
0
On vient donc de prouver que ||A(x)|| est bornée sur la boule-unité.

Pour démontrer (¢) = (a), nous fixons arbitrairement un z, € E et nous supposons que
||A(z)|| est bornée par M sur la boule-unité. Alors, on a pour x # xg
r—z

—SH)H < Ml — a],

l4@) = AGwo)ll = 4 = 2)ll = llo = a0l [ A (77—

ce qui implique la continuité de A en x. 0

Surtout dans les espaces de dimension infinie, nous appelons une application linéaire aussi
opérateur linéaire. Nous écrivons souvent Az au lieu de A(z) et nous disons aussi application
bornée pour une application continue (a cause de la propriété (c¢) dans la proposition précé-
dente). Une application linéaire A de IR" dans IR™ est représentée par une matrice, qu’'on
dénote par la méme lettre A. L’expression Ax peut donc étre interprétée comme la valeur
de application A au point x, ou bien comme le produit de la matrice A avec le vecteur x.

Exemple 3.2 1l existe des opérateurs linéaires non-continus. Considérons 'espace C([0, 1])
avec la norme || f||; de (2.5) et les fonctions f, € C([0,1]) données par f,(t) = n — n?t/2 si
t €10,2/n] et f,(t) =0sit>2/n. Lapplication A : C([0,1]) — IR définie par A(f) = f(0)
est linéaire mais non-bornée, car |A(f,)| = n et ||f.||s = 1 pour tout n.

Définition 3.3 Soient E et F' des espaces vectoriels normés. On dénote par L(E, F') 'en-
semble des applications linéaires continues de E dans F. Pour un élément A € L(E, F), on
définit

Ax
Il = sup [l 4e]) = sup L 1)
lall<1 20 ||l
Pour F = F, on écrit aussi L(E) a la place de L(E, E).
Cette définition signifie que [|A|| est le plus petit nombre réel tel que
|Az|| < [|A|| - [|]] pour tout x € E. (3.2)

L’inégalité (3.2) est fondamentale pour tous les calculs avec des applications linéaires.

Proposition 3.4 L’espace L(E,F) muni de (3.1) est un espace vectoriel normé. Si F' est
complet, alors L(E, F) est aussi complet.



Y Gaicue arjyerentier aans tes espaces ae Danachn
Démonstration. Les propriétés (N1) et (N2) d’une norme sont faciles a vérifier. Démontrons
(N3): pour A, B € L(E, F) nous avons

1(A+ B)z|| < [|Az]| + [|Bz|| < ([[A]l + | BID|=]]-

En divisant cette relation par ||z|| et en prenant le supremum, nous obtenons l'inégalité du
triangle |4+ BI| < ||| + | B].

La démonstration de la complétude et similaire & celle de la partie (a) de la Proposi-
tion 2.2. Soit {A,} une suite de Cauchy dans L(E, F'). Pour ||z|]| < 1 on obtient

|Anz — Apz|| < ||An — Al - ||z|| < e ||z|| < e pour n,m > N, (3.3)

ce qui implique que {A,z} est une suite de Cauchy dans F'. Cet espace étant complet, la suite
{A,x} possede une limite qu’on denote par Az. De cette maniére, on obtient une application
lindaire A : E — F. En passant a la limite m — oo dans (3.3) et en divisant par ||z||, on
voit que A, — A (et alors aussi A) est bornée et que A est la limite de {4, }. O

Proposition 3.5 Soit I € L(FE) lidentité (c.-a-d., Iz = x) et considérons des applications
linéaires A € L(E,F) et B € L(G,E). Alors, on a
=1, [[AB] < [|A]l - |[BI| (3.4)

Démonstration. La propriété ||I|| = 1 est évidente. Pour démontrer 'estimation de ||AB||,
nous appliquons deux fois 'inégalité fondamentale (3.2),

[(AB)z|| < [[A[[ - | Bz || < [[A[l - | BI - [|[]-

Ensuite, nous divisons cette relation par ||z|| et nous prenons le supremum sur z # 0. O

Exemple 3.6 Soit A une matrice m X n, c.-a-d., A € L(IR", IR™), et notons par

up 142l

w0 [l

[All, = (3:5)

I'expression (3.1) si 'on utilise la méme norme dans les deux espaces IR" et IR™. Alors, on
a les formules explicites

4l = mex (Slogl), Ml = max (3 ol
an \ =
I|Alls = \/plus grande valeur propre de AT A.

Démonstration. Pour la norme ||z||;, on a

el =3 | Sy < 303" oy = Z(Z oIl < max. (3 ) - .

i=1 j=1 i=1j=1 =1

On en déduit que ||A|l; < max;(X;|aij|). Pour montrer 1’égalité, on choisit un j, avec
max; (Y, |ai;|) = X laij,| et on pose x = (0,...,0,1,0,...,0)7, ot 1 est & la position j.
Avec ce choix de x, on a égalité dans l'estimation ci-dessus, ce qui démontre que ||A]|; ne
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peut pas étre plus petit que max;(}; |a;;|). La formule pour la norme ||z||» se démontre de
la méme maniere.

La matrice ATA étant symétrique et semi-définie positive (2T AT Az = ||Az|]; > 0), il
existe une matrice orthogonale U (UTU = I) telle que UTATAU = diag(\y,...,\,), ol
Ai > 0 sont les valeurs propres de AT A. On obtient alors avec la transformation z = Uy et
en utilisant ||x||2 = ||y||2 que

[Az|l; = 2" AT Az = y"UTATAUy = > Xilyil® < A 12 = Amae |23
=1

Ceci implique [|A|l2 < v/ Amax. Pour montrer 1’égalité, on pose x égal au vecteur propre de
AT A qui correspond a la valeur propre Amax. 0

Exemple 3.7 Pour la matrice
4 3 |Ally = max (10,9) = 10
A=|-2 5 ona  [JAlly=...=/(7T1 +V145)/2 ~ 6.4437
41 |Al|oo = max (7,7,5) = 7.

Exemple 3.8 Soit £ : [0,1] x [0,1] — IR une fonction continue a deux variables. Nous
considérons l'opérateur linéaire A : C([0, 1]) — C(]0, 1]), défini par

1
(AN = [ kt.9)f(s)ds, (36)
et les normes de la Proposition 2.2. Avec la notation (3.5) nous avons
1 1
Il = max [k sl (Al = max [ k()] ds

1 1
1All, < \//0 /0 k(1 5)|2 ds dt.

Les formules pour ||A|; et ||Al|s sont obtenues comme dans I’Exemple 3.6, 'estimation pour
|Al|2 comme dans [HW95, Théoreme IV.2.6].

Proposition 3.9 Soit E un espace de Banach et supposons que lopérateur A € L(E) sa-
tisfasse ||A|| < 1. Alors, I — A est inversible, (I — A)™! est continue, et on a

(I—A)'=T+A+A+ A +... (3.7)
(série géométrique ou “série de Neumann”).

Démonstration. Montrons d’abord que A,, := I + A+ A%+ ...+ A" est une suite de Cauchy
dans L£(F). En utilisant ||A"]| < ||A]|", on obtient pour m > n que

LA™

et = A = 1774 AT A AP S AP AN <

(observons que [|A[|"*" — 0 si n — o0). Comme L(E) est complet (voir la Proposition 3.4),
la suite {A,} converge vers un B € L(E). En passant a la limite n — oo dans l'identité
A, (I —A) = (I — A)A, = I — A" nous obtenons B(I — A) = (I — A)B = I, ce qui
démontre l'inversibilité de I — A et la formule (3.7). O
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I.4 Différentiabilité dans les espaces normés

Nous donnons maintenant une généralisation directe de la définition (1.2).

Définition 4.1 Soient E, F' deux espaces vectoriels normés et U C E un ouvert. On dit
que f : U — F est différentiable en a € U ¢s’il existe une application linéaire continue

f'(a) € L(E, F) telle que
f@) = f(a) + f'(a)(z = a) + r(z)||lz — al|, (4.1)
ot la fonction 7 : U — F satisfait 7(x) — 0 pour x — a.’

Par rapport a la définition usuelle dans IR", on demande en plus que ’application linéaire
f'(a) soit continue. Ceci est important, car sinon une fonction différentiable pourrait ne pas
étre continue (voir les exemples ci-dessous).

Si f: E — F est linéaire et continue, on a f'(a) = f quelque soit a € E. Une application
linéaire non-bornée n’est pas différentiable (e.g., 'opérateur de I’'Exemple 3.2).

Exemple 4.2 Soient E = IR*, F = IR*> et f : E — F donnée par
f(.’L‘) _ fl(.Tl,.ZUQ,.ZUg) _ .T%"‘LU%"‘.T%
fo(@1, 2, 73) T1T273
Sa dérivée au point a = (a1, ay, a3)” est application linéaire f'(a) € L(IR?, IR*) définie par
la matrice
' o 2@1 2@2 2(1,3
fle) = < axay G143 10y )

On vérifie aisement que l'application r(z) de (4.1) satisfait r(z) — 0 si + — a. Comme
toutes les normes sont équivalentes sur IR", il ne faut pas préciser la norme avec laquelle on
travaille. De plus, une application linéaire de IR" dans IR™ est automatiquement continue.

Exemple 4.3 Considérons 'espace C([0,1]) avec la norme || - ||, notons ses éléments par
x(t) ou a(t), et étudions 'application f : C([0,1]) — C([0,1]),

F)0) = [ Kt 9)gta(s)) ds, (1.2

ou k : [0,1] x [0,1] — IR est continue et g : IR — IR est 2 fois continument différentiable.
Pour une fonction a € C([0, 1]) donnée, cherchons la dérivée f'(a). Avec h € C([0,1]) on a

(Flat 1)~ F@)0) = [ ht.9)(s(als) + b)) - gla(s))) ds
= [ K 5)(9'(as)) + " a(s))h(s) ) hls) ds,

ou «(s) est une valeur entre a(s) et a(s) + h(s). Ce calcul montre que I'application linéaire
f'(a) : C([0,1]) — C([0, 1]), définie par

(@) () = /01 k(t, )9’ (a(s))h(s) ds,

est un bon candidat pour la dérivée de f. Cette application est continue (voir Exemple 3.8).
De plus, le reste || f(a + h) — f(a) — f'(a)h]|s peut étre estimé par Const||h||%,, car ¢"(z)
est bornée dans l'intervalle contenant a(s) et a(s) + h(s) pour tout s € [0, 1] et pour toute

h avec ||h|| < 1. Ceci démontre que la fonction non-linéaire (4.2) est différentiable en a.

1.1l est possible d’étendre la caractérisation de Carathéodory [HW95, Lemma IV.3.5], mais elle nécessite
la connaissance du Théoreme de Hahn-Banach de ’analyse fonctionelle.
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Définition 4.4 Une application A : E — F (ou E et F sont des espaces vectoriels normés)
est un isomorphisme, si A est linéaire, bijective, continue et si I'inverse A~! est continu.?
On dénote

GL(E,F):={A € L(E,F); A est un isomorphisme }. (4.3)

Pour F = F, on écrit aussi GL(E) a la place de GL(E, E).?

Lemme 4.5 Si E et F' sont des espaces de Banach, 'ensemble GL(E, F) est ouvert dans
L(E,F).

Démonstration. Pour A € GL(FE, F) l'application A+ H est un isomorphisme pour tout H
avec [|[H|| < 1/|]]JA7Y||. Ceci découle de A+ H = A(I+AH), de ||ALH|| < ||A7Y| ||H|| < 1,
et de la Proposition 3.9. O

Exemple 4.6 Considérons Papplication f(X) = X! de GL(F) dans L(F) (ou E est un
espace de Banach). Avec la série de Neumann (Proposition 3.9) nous obtenons

A+H) '=(I+A'H) '"A'=A""-A'THA '+ (-A'HyA™,

j=2

dont la partie linéaire est
ff(AYH = —ATHA™!, (4.4)

La continuité de f’(A) est une conséquence de ||f'(A)H| < [|[A7Y|?||H]|| (en utilisant la Pro-
position 3.1). Le reste > ;5y(—A 'H)7A™! peut étre estimé par |[H|]*[|A >/ (1 —[|A 1H])).
Divisé par ||H||, il tend vers 0 si [|H|| — 0. Ceci démontre la différentiabilité de f(X) = X!
ainsi que la formule (4.4).

Pour deux espaces vectoriels E, E5 de normes respectives || - ||, || - ||2, considérons le
produit cartésien E; X Fy. Si on le munit de la norme

1(z1s 22) || = flzally + [l ]2, (4.5)

on obtient un espace vectoriel normé. C’est un espace de Banach si les espaces E; et Ey sont
des espaces de Banach.

Exemple 4.7 Soit B : E; x E5 — F une application bilinéaire bornée, c.-a-d., elle satisfait
| B(z1, x2)|| < M ||z1||1]|72]2 pour tout (xy,x9) € Ey X E. (4.6)

Une telle application est différentiable et sa dérivée est donnée par
B'(ay, az)(hy, hy) = Blay, hy) + B(hy, as). (4.7)

La continuité de B'(ay,as) résulte de ||B' (a1, az)(hi, ho)l| < M(||ai||1||h2llz + [|h1]|1]|az]]2) <
M max(||a1 |1, ||az]|2)]|(h1, h2)||. La différentiabilité de B est alors une conséquence de

B(a1 + hl,ag + hg) - B(al, (1,2) - B'(al,ag)(hl, hg) = B(hl, hg),

car || B(hy, ho)ll < Mllh|[1llholle < M ([l + [[holl2)* /4 = MI|(h, ho)|*/4.

2. La continuité de A~' est une conséquence des hypotheses sur A. La démonstration de ce résultat est
difficile et utilise le “théoréme sur les applications ouvertes” (analyse fonctionnelle).
3. GL est une abréviation pour “general linear group”.
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Résumons quelques regles du calcul différentiel:

e Linéarité de la dérivée. Soient f,g deux applications U — F (U un ouvert de E)
différentiables en a € U, et soit A € IR. Alors, on a

(f+9)(a) = f(a) +4'(a),  (Af)(a) =Af"(a). (4.8)

e Dérivée d’une fonction composée. Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés, soit U
un ouvert de E, et soit V un ouvert de F. On considere deux applications, f : U — F
différentiable en @ € U et g : V — G différentiable en b = f(a) € V (on suppose
f(U) C V). Alors, go f est différentiable et on a

(go f)(a) =g'(f(a)) o f'(a). (4.9)

e Formule de Leibniz. Soient E, Fy, Fy,G des espaces vectoriels normés, U un ouvert
de E, f : U — Fy et g : U — F, des applications différentiables en a € U, et
B : Fi; x Fy — G une application bilinéaire bornée (c.-a-d., elle satisfait (4.6)). Alors,
la fonction p(x) := B(f(x), g(z)) est différentiable en a et on a

p'(a)h = B(f(a), g'(a)h) + B(f'(a)h, g(a)). (4.10)

La démonstration de (4.8) est triviale et celle de (4.9) est la méme que pour des fonctions
dans IR". La formule (4.10) est une conséquence de (4.7) et de (4.9), car p = B od ou
d:U — F| x F; est donnée par

d(z) = (f(x), g(x)) avec pour dérivée  d'(z)h = (f'(x)h, g'(x)h).

1.5 Théoreme des accroissements finis

La terminologie des «accroissements finis» s’explique par des raisons
historiques: la notion d’accroissements «finis» s’oppose a celle d’ac-
croissements «infinitésimaux» ... (H. Cartan 1967)

ments finis (ou théoreme de Lagrange) affirme qu’il existe
un £ € (a,b) tel que

/
1(6) = f(a@) = f€)(b—a), ‘@ W” b

si f est continue sur [a,b] et différentiable sur (a, b).

Pour une fonction f : [a,b] — IR™, affirmation sous cette forme n’est plus vraie. Un
contre-exemple (déja donné dans [HW95, IV.3]) est la fonction f(z) = (fi(x), fo(x))" oi
fi(z) = cosz, fo(x) = sinx, et [a,b] = [0,27]. On a que f(a) = f(b), mais il n’y existe pas
de € avec f'(§) = 0. Par contre, on voit que I'inégalité || f(b) — f(a)|| < || f(£)]| - ||b — a|| reste
vraie dans cet exemple.

Dans un premier théoreme, nous considérons des fonctions f : [a,b] — F ou F est un
espace vectoriel normé. La démonstration va étre différente de celle de [HW95, Théoreme
IV.3.7], car nous n’avons pas de produit scalaire a disposition dans F'. Ensuite, nous étendons
le résultat a des fonctions f : U — F', ou U C E, et E est un autre espace vectoriel normé.

Pour une fonction f : [a,b] — IR, le théoreme des accroisse- f (b)

Lemme 5.1 Soient a < b deux réels, F' un espace vectoriel normé, f : |a,b] — F et
g : la,b] = IR deux applications continues sur [a,b] et différentiables sur (a,b). Supposons
que || f'(t)|| < ¢'(t) pour a <t <b. Alors,

17(b) = fla)[| < g(b) — g(a).
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Démonstration. Pour un € > 0 donné, considérons l'inégalité

1F(t) = fla)[l < g(t) — g(a) +£(t —a) +¢. (5.1)

Elle est satisfaite pour ¢t = a et aussi, par continuité de f et g, dans un voisinage de a. Donc,
le suprémum
c:=sup{t € [a,b] ; (5.1) est satisfaite }

existe et on a que ¢ > a.

Montrons que l'inégalité (5.1) est satisfaite pour c. Par définition du suprémum, il existe
une suite {t,}, t, — ¢, telle que ||f(t,) — f(a)]| < g(tn) — g(a) + £(t, — a) + <. En passant a
la limite n — oo, la continuité de f et g montre I'inégalité (5.1) pour ¢t = c.

Supposons que ¢ < b. La différentiabilité de f et g au point ¢ implique qu’il existe un
n > 0 tel que

€

1F@) = F@I < IF@IE=) +5 (=0
90 —g(0) = JOt—c) =3 (t—0

pour tout ¢ € [c, ¢+ n]. L’hypothese || f'(c)|| < ¢'(c) implique alors que

9

1F ) = f(ll < g'()(t =) + 5

(t—c) <g(t) —glc) +e(t — o).
Ceci, en plus de 'inégalité (5.1) pour ¢t = ¢, implique que

1£(t) — f(a)ll 1£(t) = f()ll + [[f(c) = fla)]l
(1) c)+e(t—c)+g(c)—gla)+e(c—a)+e
(1) a)+e(t—a)+e

pour tout t € [¢, ¢+ 1], ce qui contredit la définition de ¢. Alors, on a ¢ = b. Si I'on laisse
tendre € vers 0 dans (5.1) avec t = b, on obtient 'affirmation du théoreme. m]

<
<

g(t) — g(
g(t) — g(

Considérons maintenant la situation ou f est définie sur un ouvert U d’un espace vectoriel
normé F, qui n’est plus nécessairement IR. Pour a,b € E, on appelle segment d’extrémités
a et b ’ensemble des points x € E de la forme z = a +t(b — a) avec 0 <t < 1.

Théoréme 5.2 (Théoréme des accroissements finis) Soient E,F des espaces vecto-
riels normés et U C E un ouvert. St f : U — F est différentiable dans U, et si le seg-
ment d’extrémités a et b est contenu dans U, on a

1F®) = fla)]| < sup [[f"(a+t(b—a)l-[[b—all (5.2)

Démonstration. L’application h(t) := f(a + t(b — a)) est une application différentiable de
[0,1] dans F et on a h'(t) = f'(a + t(b—a))(b— a), donc

IO < 11" (a + (b = a)) [ [[(b = a)]

Il suffit alors d’appliquer le Lemme 5.1, en remplacant a par 0, b par 1, f par h, et g(t) par
Mt ot M = supgcq [|f'(a + s(b—a))||[[b— all. O
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On dit qu’un sous-ensemble D d’un espace vectoriel est convexe si, quels que soient
a,b € D, le segment {a+t(b—a); t € [0,1]} est dans D.

Corollaire 5.3 Soient E, F' des espaces vectoriels normés, U C E un ouvert, f : U — F
différentiable dans U, et D C U un ensemble convexe. Alors,

1/ @) = F)ll < sup [/ - lle =yl pour @,y € D.

Démonstration. Conséquence immédiate du Théoreme 5.2. |

Un ouvert U d’un espace vectoriel normé est dit connexe, si deux points quelconques de
U peuvent étre joints par une ligne brisée dans U. Rappelons qu'une ligne brisée est 1'union
fini de segments U"  {a;—1 +t(a; — a;—1); t € [0,1]}.

Corollaire 5.4 Soient E, F' des espaces vectoriels normés, U un ouvert conneze, et f : U —
F une application différentiable dans U. Si f'(x) = 0 pour tout x € U, alors f est constante.

Démonstration. Fixons a € U et prenons x € U arbitraire. Comme U est connexe, il existe
une suite finie a = ag, ay,...,a, = z telle que les segments {a;_1 + t(a; — a;—1); t € [0,1]}
sont dans U. Le Théoreme 5.2 implique alors que

1f(ai) = flai )l < sup [[f(aiy +t(ai — ai 1))l - [lai — aia]| = 0.
0<t<1

Donc, f(a;) = f(a;—1) et par conséquent aussi f(z) = f(a). O

1.6 Théoreme du point fixe de Banach

Considérons le probleme de résoudre une équation nonlinéaire dans un espace de Banach.
Pour des fonctions f et g de E dans F, le probleme peut étre formulé de la maniére suivante:

o g(z) =0, on cherche un zéro de g, ou
./L‘,

on cherche un point fixe de f.

En posant f(z) = = + g(z) ou f(x) = x + Ag(z) avec A € GL(FE), on peut passer d’'une
formulation a l'autre. Le théoreme suivant donne une condition suffisante pour I’existence et
I’unicité d’une solution a ce probleme.

Théoréme 6.1 (Théoréme du point fixe de Banach, 1922) Soient E un espace de
Banach, D C E fermé, et f: D — E une application satisfaisant

(a) f(D)CD,
(b)  f est une contraction sur D, c.-a-d., il existe un o < 1 tel que

/(@) = fWl <elle =yl pour z,yeD. (6.1)

Alors, f posséde un unique point fize dans D.
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Remarques. La condition (6.1) implique que f est uniformément continue sur D. Inversé-
ment, si f est différentiable dans un voisinage de D, si D est convexe, et sisup,p, || f'(z)|| < 1,
alors f est une contraction. Ceci est une conséquence du Corollaire 5.3.

Démonstration. Unicité. Soient x et y deux points fixes, c.-a-d., f(z) =z et f(y) =y. La
contractivité implique que

e = yll = If(z) = FW)Il < allz -yl

avec o < 1, ce qui est possible seulement si z = y.

FEzistence. Prenons xy € D arbitraire et considérons l'itération z,., = f(z,). L’hypo-
these f(D) C D implique que x,, € D pour tout n > 0. Montrons que {x,} est une suite de
Cauchy. On a que ||x,41 —x,|| = || f(zn) — f(xn1)|| < af|z, — 2, 1] et, en appliquant cette
inégalité itérativement, on obtient que

|01 — 2all < ™[z — 20]].
Pour m > n on en déduit que

| = 2l < lom = Tmea || + [[Tm-1 = T2l + -+ [[2011 — 2]

n

< (o™ ram o) e - ol € T e — ol
-«

Alors, {x,} est une suite de Cauchy (observons que o™ — 0). Comme ’espace F est complet,

cette suite converge vers un x € F. La limite x est dans D, car D est fermé. En prenant la

limite n — oo dans z,.1 = f(z,) et en utilisant la continuité de f, on obtient x = f(z),

c.-a-d., x est un point fixe de f. O

La démonstration du théoréeme du point fixe de Banach est constructive et nous conduit
a ’algorithme suivant.

Méthode des approximations successives Pour résoudre un probléme z = f(z) dans
un espace de Banach, cette méthode est définie par:

e on choisit x( arbitrairement,

e on applique l'itération x,1 = f(z,).
Sous les hypotheses du théoreme, cet algorithme converge vers la solution unique du pro-
bleme. Souvent, les hypotheses sont difficiles a vérifier, mais on peut quand méme appliquer

cet algorithme. Si on a convergence, on est sur d’avoir trouvé une solution (si f est continue).
Elle n’est pas nécessairement unique.

Exemple 6.2 Prenons la fonction f(x) = cosz sur D = [0,1]. Cette fonction est une
contraction, car |f'(z)| = |sinz| < sinl < 1 pour € D. Un autre exemple est la fonction
f(x) =e*/4 sur D = [0,1.1]. Pour cette fonction on a |f'(z)| = €*/4 < e'! /4 < 1 sur D. Les
itérations sont illustrées dans la Fig.6.1.

Exemple 6.3 Considérons le systeme de deux équations nonlinéaires a deux inconnues

=2+ (2% +y?)/20, y =1—ay®/10.
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1.0 1.0~

P T A .-...u:.:I...
Xo % X3 X L XX X Xo

F1G. 6.1 — Méthode des approximations successives pour f(x) = cosz et f(z) = e*/4

Sans vérifier les hypotheses du théoreme du point fixe de Banach, appliquons la méthode
itérative avec comme valeurs initiales zyp = 2,19 = 1. On obtient alors

2, = 2.2500000, y, = 0.8000000,
2y = 2.2851250, yo = 0.8848000,
x5 = 2.3002333, ys = 0.8417129,
x4 = 2.2999777, ys = 0.8628284,

et on observe convergence vers la solution z = 2.3014505, y = 0.8557662 du systeme.

Exemple 6.4 Considérons I'espace de Banach C([0, 1]) avec la norme || - ||, €t le probleme
a point fixe

y(0)= F0)+ A [ Kt 9)yts) ds, (6.2)

oll f et k sont données et \ est tel que |A|-maxoc;<1 fy |k(t,8)|ds < 1 (voir 'Exemple 3.8).
La méthode des approximations successives s’écrit comme suit: on prend une approximation
initiale, par exemple yo(t) = f(t), et on itere selon

(1) = F(0)+ X [ Kt 5)ya(s) ds.

La suite {y,(t)} converge vers la solution unique de (6.2).

Considérons maintenant le probléme de résoudre f(r) = y pour un vecteur donné y,
et cherchons des résultats sur lexistence et 1'unicité (locale) d’une solution, c.-a-d., nous
cherchons des résultats sur la bijectivité de la fonction f. De plus, on aimerait savoir si la
solution dépend continument du parametre y. Ceci est résumé dans la définition suivante.

Définition 6.5 Soient E, F' des espaces vectoriels normés, U C E et V C F. Une application
f U — V est un homéomorphisme de U sur V, si f est bijective, continue, et si 'inverse
f~1:V — U est continue.

Méthode de Newton simplifiée Supposons f(a) = b et considérons le probleme f(z) =y
pour un y donné proche de b. Soit xy une approximation de la solution cherchée (par exemple
xo = a). L'idée est de linéariser le probleme autour de x, et de résoudre le probleme linéarisé
pour obtenir une meilleure approximation x;:

f(@o) + f'(mo) (w1 —mo) =y ou  x =m0— f'(z0) " (fxo) — ).

En itérant cette procédure, on obtient la méthode de Newton

Tpy1 — Tp — f,(xn)_l(f(xn) - y)
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(voir Fig.6.2). Elle peut étre intérpretée comme la méthode des approximations successives
appliquée a z = g(z) olt g(z) =z — f'(z) " (f(z) — y).

En pratique, on remplace souvent la dérivée f'(z,) par une approximation A qui ne
dépend pas de z,,. Ceci simplifie et le calcul numérique et la théorie (étude de convergence,
voir le théoreme suivant). Nous considérons alors la méthode de Newton simplifiée, qui s’écrit
comme T, = g(z,) ol

g(z) =z — A7 (f(x) - y). (6.3)

1.0~ 1.0~

F1G. 6.2 — Méthode de Newton (gauche) et méthode de Newton simplifiée (droite)

Proposition 6.6 Soient E et F des espaces de Banach, B := {x € E; ||z — a|| < p},
A E — F un isomorphisme, et supposons que f : B — F satisfasse

|z —2z— A f(x) — F)| £ oz — 2] pour 1w,z € B (6.4)
avec o < 1. Alors, on a
e f est un homéomorphisme de B sur f(B),
e avec o :=p(l —a)/||A7| on a
WeF;ly—f@] <o} c f(B), /(B)
e pour y € F satisfaisant ||y — f(a)|| < o, Uitéra-
tion xy = a, Tuy1 = g(x,) (méthode de Newton

simplifiée) converge vers la solution de f(x) =y.

Démonstration. a) L’application g(x) de (6.3) est une contraction sur B par notre hypothese.
La continuité de f(x) est donc une conséquence de

1f(2) = F) = [[Ale = 2) = Ag(2) = g(2))I] < [|A(T + @)l = =[],
De la définition de g(z), nous déduisons = — z = g(z) — g(2) + A '(f(z) — f(2)) et nous
obtenons l'estimation ||z — z|| < a||lz — z|| + ||[A7Y| | f(z) — f(2)]]. On a donc
A_
o=l < YWy pw) — @l powr w2 B (6.5)
La fonction f : B — f(B) est surjective par définition. La propriété (6.5) démontre qu’elle
est injective et donc aussi bijective. En posant u = f(z) et v = f(2) dans (6.5), on obtient

1) — 7 o)) < 1A

1 —
ce qui démontre la continuité de f~! sur f(B).
b) Considérons maintenant un y € F avec ||y — f(a)|| < 0. Montrons que g(B) C B. Ceci
découle de g(r) —a = g(x) — g(a) + g(a) —a = g(x) — g(a) — A~ (f(a) —y), car
lg(z) —al| < allz —al|+ A - | f(a) =yl < ap+ ||A o =p

||
— 6.6
M=ol (6.6)

pour z € B. Comme B est fermé, on peut appliquer le théoreme du point fixe de Banach.
Pour un tel y il existe donc un = € B satisfaisant ¢g(z) = z, c.-a-d., f(z) = y. O
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Si f(x) est différentiable en a (le centre de la boule B), il est naturel de choisir A = f'(a)
pourvu que cette application soit un isomorphisme. Mais la différentiabilité au point a ne
garantit pas que 'estimation (6.4) soit vérifiée avec un a < 1. Nous considérons alors une
condition plus forte que la différentiabilité.

Définition 6.7 Soient F, F' des espaces vectoriels normés, U C E un ouvert et a € U. On
dit que f : U — F est strictement différentiable en a s’il existe une application linéaire
continue A : £ — F telle que

flz) = f(2) = Alz = 2) + (2, 2) ||z = 2], (6.7)
ou la fonction r : U x U — F satisfait r(z,2) — 0 si (z,2) — (a,a).

En posant z = a dans (6.7) on retrouve (4.1) avec A = f'(a). Ainsi “strictement différen-
tiable en a” entraine “différentiable en a”, ce qui est heureux pour la terminologie choisie.
On voit aussi de (6.7) qu’une fonction strictement différentiable en @ est continue dans tout
un voisinage de a.

Exemple 6.8 Il existe des fonctions qui sont différentiables en a, mais pas strictement
différentiables en a. On peut prendre une fonction qui est différentiable en a, mais qui n’est
continue dans aucun voisinage de a (exemple 5 de [HW95, II1.6]). Un autre exemple est
la fonction f(z) = z%cos(1/z) en a = 0. Les suites =, = (2nm)~" et 2, = ((2n + 1)m)~!
convergent vers 0, mais (f(z,) — f(2,))/(2n — 2n) = (22 4 22) /(x,, — 2,,) ne converge pas vers
f'(0) =0 sin— oc.

Proposition 6.9 Soient E, F' des espaces vectoriels normés, U C E un ouvert et a € U.
Si f:U — F est différentiable dans U et si Uapplication f': U — L(E, F) est continue au
point a, alors f est strictement différentiable au point a.

Démonstration. Appliquons le théoreme des accroissements finis a g(z) = f(z) — f'(a)z.
Comme la dérivée de g(z) est g'(x) = f'(xz) — f'(a), on a

1f(2) = f(2) = flla)(z = 2)|| < Sup 1 (z + t(x = 2)) = f(a)|| - [|l= = 2]I.

La continuité de f'(x) au point a implique que I'expression supy.,., || f'(z+t(z—2)) — f'(a)]]
tend vers 0 si (z,2) — (a, a). O

Exemple 6.10 Reprenons la fonction f(X) = X! de ’Exemple 4.6, pour laquelle la dérivée
est f'(X)H = —X 'HX . Montrons que cette fonction est strictement différentiable dans
GL(E). Comme f(X) est continue en A € GL(E), on a que pour tout € > 0 il existe un
§>0tel que |X ' — Al <esi||X — Al <§. En écrivant

FX)H=f(A)H=-X"HX "+ A '"HA '= — X "H(X "=A )~ (X '—A HYHA !,

on obtient ||(f'(X) — f'(A))H|| < (| X7 + A7) H]]. On en déduit [[f'(X) — f'(A)[| <
(I X+ ||A7]) et donc la continuité de f'(X) au point A. Ceci nous permet d’appliquer
la Proposition 6.9.

Pour toutes les fonctions des exemples du paragraphe 1.4, on peut démontrer sans dif-
ficulté que f'(z), considérée comme fonction de x, est continue. Alors, la Proposition 6.9
implique qu’elles sont strictement différentiables.
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1.7 Théoreme d’inversion locale

Nous poursuivons ’étude de la résolution d’équations nonlinéaires f(z) = 0 (ou f(z) =y
pour un y donné) dans un espace de Banach.

Exemple 7.1 Considérons le systeme nonlinéaire
2+ 1 — 31 =y, T — 1imy + 2 = yo. (7.1)

Pour (z1,x3) = (1,2) on obtient (y1,y2) = (6,1). La question a laquelle on aimerait trouver
une réponse est la suivante: pour (y1,y2) proche de (6,1), existe-t-il une solution (x1,xs) de
(7.1) qui est proche de (1,2)? Est-elle localement unique?

Nous disons qu’une application f : U — F (ou E, F sont des espaces vectoriels normés
et U C E est un ouvert) est un homéomorphisme local prés de a € U, s'il existe un voisinage
ouvert U C U de a et un voisinage ouvert V' de f(a) tels que la restriction f|y est un
homéomorphisme de U’ sur V' (voir la Défintion 6.5).

Lemme 7.2 Soient E, F' des espaces de Banach, U C E un ouvert eta € U. St f : U — F
est strictement différentiable en a et si f'(a) est un isomorphisme de E sur F, alors f
est un homéomorphisme local prés de a. De plus, l'application inverse f~1 est strictement
différentiable en b = f(a) et on a

(f)'(0) = f'(a)™". (7.2)

Démonstration. L’idée est d’appliquer la Proposition 6.6 avec A = f'(a). La fonction f est
strictement différentiable en a. Ceci signifie que pour tout £ > 0 il existe un § > 0 tel que

1f(x) = f(z2) = fla)(w = 2)| <elle =z pour z,z€B, (7.3)
ou B={z € E; ||z —al <d}. Alors, on a aussi

lz =2 = f'(a)~" (f(@) = FDI < ellf (@) |- e — 2] pour z,2€B. (7.4)

On fixe € > 0 tel que || f'(a)™!|| < 1/2. Pour le § correspondant, f est un homéomorphisme
de B sur f(B) (Proposition 6.6) et f(B) contient 'ouvert V' = {y € F; ||y — b|| < o}
ot 0 := 6/(2||f'(a)7]]). Donc, f est aussi un homéomorphisme de Uouvert U’ := f~1(V’)
sur V.

Pour montrer que f~! est strictement différentiable en b = f(a), nous posons x = f~!(u)
et z = f~!(v) dans (7.4). Ceci donne pour u,v € V' que

1) = £ w) = fl@) Hu =)l < ellf'(a) - [1FHw) = £ ) < 2e]1f'(a) P flu— vl

(ici on a utilisé I'estimation (6.6) avec A = f’(a) et @« = 1/2). Donc f~! est strictement
différentiable en b et la dérivée est donnée par (7.2). O
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Exemple 7.3 Pour le probleme de I’Exemple 7.1 nous avons

20, —3  3a3 -1 12

1 o 1 2 _

f(a)_<4a§—2a1a2 —a? > _< 0 —1)'

Pour la norme euclidienne, on calcule || f'(a) || &~ 12.1. Sil'on pose ¢ = 0.04, on peut trouver
un § > 0 tel que (7.3) est vérifié. Pour tout y € IR* avec ||y — b|| < 2§/12.1 le systéme (7.1)
possede alors une solution x qui satisfait ||z — a|| < d. Dans cette boule de rayon 4, il n'y

a pas d’autre solution. De plus, la démonstration du Lemme 7.2 montre que la méthode de
Newton simplifiée converge vers cette solution.

Le but suivant est d’étudier si la solution de f(z) = y dépend de maniere différentiable
de y. Plus précisement, nous étudions les conditions sous lesquelles la fonction inverse est
différentiable dans tout un voisinage de b = f(a).

Définition 7.4 Soient E, F' des espaces vectoriels normés, U C E et V' C F' des ouverts.

e [:U — F est continiment différentiable (ou de classe C') sur U, si f est différentiable
en tout point de U et si f': U — L(E, F') est continue.

o [ : U — V est un difféomorphisme (de classe C') de U sur V, si f est bijective,
continiment différentiable, et si I'inverse f~!:V — U est contintiment différentiable.

o f:U — F est un difféomorphisme local pres de a € U, s’il existe un voisinage ouvert
U' C U de a et un voisinage ouvert V' de f(a) tels que f est un difffomorphisme de
U’ sur V'

Remarquons qu’'un homéomorphisme (voir la Définition 6.5) qui est contintiment dif-
férentiable n’est pas toujours un difféomorphisme. La fonction f : IR — IR définie par
f(z) = 2* nous sert comme contre-exemple, car I'inverse f~!(y) = ¢y est continu mais pas
différentiable a 1'origine.

Une fonction qui est contintiment différentiable sur U est strictement différentiable sur
U. Ceci est une conséquence de la Proposition 6.9.

Théoréme 7.5 (Théoréme d’inversion locale) Soient E, F' des espaces de Banach, U C
E un ouvert et a € U. Une application f : U — F de classe C' est un difféomorphisme local
pres de a, si et seulement si f'(a) est un isomorphisme de E sur F. De plus, on a

(f Y (y) = fl(z)? pour y = f(x) dans un voisinage de b = f(a).

Démonstration. “=":Si f : U — F est un difféfomorphisme local pres de a, on peut dériver
identité f~'(f(z)) = x. Ceci donne

(f )W f@)=I avec y=f(z) (7.5)

dans un voisinage de a. Par conséquent, f'(a) est inversible. L’inverse f'(a)~' = (f~')'(b)
est une application bornée car f~! est supposée différentiable en b.

“<": Le Lemme 7.2 implique que f est un homéomorphisme local pres de a. Il reste a
démontrer que f~! est contintiment différentiable dans un voisinage de b = f(a). Comme
f'(z) est proche de f’(a) (continuité de f': U — L(E,F)) et GL(E, F) est ouvert (voir le
Lemme 4.5), f'(x) est un isomorphisme pour tout x dans un voisinage U’ de a. On peut
donc appliquer le Lemme 7.2 & chaque point © € U’, ce qui implique la différentiabilité
de f~' dans V' := f(U'). En dérivant l'identité f~'(f(z)) = =z, on obtient (7.5) et donc
aussi (f 1) (y) = f'(f *(y)) " pour y € V'. La fonction (f~1) : V' — L(F,F), étant la
composition des applications continues f~!, f’ et (-)71, est par conséquent continue. O



Calcut arfjerentiel aans tes €spaces ae pbanacn

Un résultat global est le suivant.

Corollaire 7.6 Soient E, F des espaces de Banach, U C E un ouvert et f : U — F
contindment différentiable sur U. Alors, [ est un difféomorphisme de U sur f(U), si et
seulement si (i) f est injective sur U et (ii) f'(x) est un isomorphisme pour tout x € U.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence du Théoreme 7.5, car la différentiabilité
est une propriété locale. |

Exemple 7.7 (Coordonnées polaires) Soient ¢
U={(rp) e R:r>0}, V=R\{0.0}et %
f:U — V donnée par

(r, ) = (rcosp,rsinp). seeer f
3 Y —
Cette application est un difféomorphisme local
pres de chaque point de U, car u
/ [ cosep —rsingp 0 yaanentl
f(r’go)_<sin<,0 rcosgo)

et det(f'(r,¢)) = r > 0. Elle n’est pas injective (on a f(r,¢ + 27) = f(r,¢)). Donc, elle
n’est pas un difféfomorphisme de U sur V. Si 'on restreint les ensembles U et V' a

U={(r,p);r>0,—1 < p <}, Vo = IR*\ {(2,0); 2 <0},
f devient un difféomorphisme de U, sur V4.
Exemple 7.8 (Coordonnées spheériques) L’application
(r,p,0) = (rcospsinf, rsinpsin @, r cos f)

est un difféomorphisme de U = {(r, p,0); r > 0,—7 < ¢ < 7,0 < # < 7} sur 'ensemble V' =
R*\ {(2,0,2); x <0,z € IR}, car le déterminant de la matrice Jacobienne est —r2sin 6 # 0.

Exemple 7.9 (Transformation de Cayley) L’application

1 —a? —q? 2y
— 7.6
(@) ((1—1;)2—|—y2’ (1—x)2+y2> (7-6)
est un difféomorphisme du demi-plan Y
gauche {(x,y); x < 0} sur le disque :
ouvert {(u,v); u* 4+ v* < 1}. Pour dé- w ¢
montrer ceci, nous identifions IR* avec : Lyl X u

le plan complexe (en posant z = x + iy
et w = u + iv) et nous remarquons que
lapplication (7.6) est équivalente a

1+2 ) w—1
= avec inverse 7= —.
1—2 w+1

w

Donc, I'application (7.6) est bijective et elle est continument différentiable (comme fonction
rationnelle), ainsi que son inverse.
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I.8 Théoreme des fonctions implicites

Dans le paragraphe précédent nous avons considéré le probleme de résoudre f(y) = z et
nous avons trouvé des conditions suffisantes permettant d’écrire la solution sous la forme
y = g(z) (attention: nous avons inversé les roles de = et y). Le but de ce paragraphe est
d’étendre ce résultat au probleme

f(xay) =0 (81)

ou z,y et f(x,y) sont dans des espaces de Banach. On cherche a savoir si ’équation (8.1)
peut étre résolue pour obtenir y = g(z) tel que (du moins localement)

flz,y) =0 = y = g(v). (8.2)

Exemple 8.1 Le cas ou z,y et f(z,y) sont dans IR a été traité au cours d’Analyse I (voir
[HW95, Théoreme 1V.3.8]). Considérons par exemple la fonction

f(z,y) = 162° — 842° + 1622 — 89 + 27y + Sdxy* — 108y* + 362y — 180zy + 162y.

Pour un point (a, b) satisfaisant f(a,b) = 0 et %5(0,, b) # 0, 2f
il existe des voisinages U’ de a, V' de b et une fonction
différentiable g : U" — V' tels que (8.2) est vraie pour N
(x,y) € U'xV'. Les points sur la courbe ayant une tangente
Verti%e;le ou horizontale peuvent étre trouvés par la condi-

tion 5, (a,b) = 0 et %(a, b) = 0 respectivement. Au point

du croisement on a nécessairement f(a,b) =0, %(a, b) =0 | |

et %(a, b) = 0 (3 conditions pour 2 inconnues). ‘ S

1

VI

Exemple 8.2 Une fonction f(x1, 75, y) = 0 représente une surface dans IR*. Quand peut-on
écrire cette équation sous la forme y = g(1,x9)7
Le systeme de deux fonctions

fl(xaylayQ):Oa fZ(xaylayZ):O

représente 'intersection de deux surfaces dans IR®. Sous quelle condition peut-on écrire cette
intersection sous la forme y; = g1(z), y» = g2(x), ce qui représenterait une courbe dans IR*?

Pour une fonction f: U — G, U C E x F (ou E, F,G sont des espaces de Banach) on
définit la dérivée partielle g—i(a, b) comme la dérivée de 'application h(y) = f(a,y), ou a
est considéré comme un parametre fixé, c.-a-d., g—g(a, b) := h'(D). Si f est de classe C!, h est
aussi de classe C!, car h = f o ) ou l'injection \ : F' — E x F, définie par \(y) = (a,y), est
continument différentiable.

Dansle casoux € IR,y € IR" et f : IR™ x IR" — IR" est donnée par

) )

il T,y ) Ly - (z,y)
flz,y) = : on a a—(l‘,y): : :
Ofn Ofn

fn(xla"'axmayla"'ayn) a_yl(x’y) %(.T,y)
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Théoréme 8.3 (Théoréme des fonctions implicites) Soient E, F' et G des espaces de
Banach, U C E etV C F des ouverts et f : U x V. — G une application de classe C'.
Supposons qu’en (a,b) € U x V

fla,b) =0 et g(a, b) est un isomorphisme de F sur G.

Ay
(1) Il existe alors un voisinage U' de a, un voisinage V' de b et une application unique
g:U — V' tels que f(x,g(x)) =0 pour x € U'".

(ii) L’application g : U' — V' est de classe C' et on a

/0) = (L (2.9@))” 5L (m90). 83)

Démonstration. L’idée est de considérer ’application
F:UxV =5 FExG définie par F(z,y) = (:r,f(:r,y))

et d’appliquer le théoreme d’inversion locale. Cette application est de classe C! et a pour

dérivée of of
F bhkz(h— byh+ 2L bk).
(a'7 )( Y ) Y ax (a7 ) + ay (a'7 )
De plus, elle satisfait F'(a,b) = (a,0). Puisque g—;(a, b) est un isomorphisme, F'(a,b) est
inversible avec pour inverse

F'(a,b) "} (h, ) = (h, %(a, b~ (k- %(a, b)ﬁ)).

Cet inverse est continu car 2(a,b) et g—i(a, b)~! le sont. D’apres le théoréme d’inversion

locale (Théoreme 7.5), F' est un difféomorphisme de classe C! d’un voisinage de (a,b) sur un
voisinage de (a,0). On peut supposer qu’ils contiennent U’ x V' et U" x W', respectivement,
ou U, V' et W' sont des voisinages de a,b et 0 € G. Quitte a réduire U’, on peut aussi
supposer que F~1(U" x {0}) € U’' x V'. Le difféomorphisme inverse F'~! est de la forme
FY(z,2) = (x,§(z,2)) et on a donc f(z,g(x,2)) = z. L’application g(z) := §(z,0) est
I’application cherchée.

Comme F~!(z,z) est de classe C!, les applications g(z, z) et g(z) = g(z,0) sont aussi
de classe C'. On obtient finalement la formule (8.3) en dérivant l'identité f(x, g(z)) = 0 par
rapport a x. m|

Exemple 8.4 Soit p,(z) = ag + a1 + a2z + ... + a,z"™ un polynéme A coefficients réels

a = (ag,as,...,a,). Est-ce que la racine xo de p,(x) = 0 est une fonction différentiable de
ao, - . ., 0,7 Pour répondre a cette question, nous considérons la fonction
f(z,ag,...,a,) = ap + a17 + aox® + ... + a,2" = p,(7)

a n + 2 variables pour laquelle

9,
—f(x,ao, ) = ar + 2001 + ..+ naa™ "t = pl(2).

or
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Si pour des coefficients a* = (ag, - .., a’) on a pe= () = 0 et pl. (zf) # 0, '"équation p,(x) = 0
possede, pour a proche de a*, une solution xy(a) qui est proche de xj et qui est une fonction
différentiable de aq, ..., a,.

En particulier, le polynome p.(x) = 2% —2° + 2* — 1+ posséde un zéro proche de z; = 1
qui dépend différentiablement de £ (on a xy(¢) = 1 — £/4 + O(£?)). Par contre, les zéros du
polynome p.(z) = x? — ¢ satisfont zy(g) = ++/ pour £ > 0 (une fonction non-différentiable
a Porigine) et pour € < 0 le polynéme n’a méme pas de zéro réel.

6

1.9 Applications bilinéaires et multilinéaires

Les dérivées d’ordre supérieur sont des applications bilinéaires (pour la 2eme dérivée), trili-
néaires (pour la 3éme dérivée) et multilinéaires (pour la neme dérivée). C’est la raison pour
laquelle nous allons étudier ces applications un peu plus en détail.

Rappelons qu’une application

A By x...xE,— F

(ou Ey,...,FE,, F sont des espaces vectoriels normés) est dite multilinéaire (bilinéaire si
n = 2) si, pour chaque i € {1,...,n} et pour chaque a; € E; 'application partielle x; —
flay, ..., a;i_1, T ai41, . . ., ay) est linéaire. L'espace Ey X ... X E,, muni de la norme

It 2l o= max {flaa ... 2alla), (9.1)

est un espace vectoriel normé. C’est un espace de Banach si les espaces E, ..., F, sont des
espaces de Banach. Cela a donc un sens d’étudier la continuité d’une application multilinéaire
(voir 'exemple 4.7).

Proposition 9.1 Pour une application multilinéaire A : Ey X ... x E, — F (E,...,E, et
F sont des espaces vectoriels normés), les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) A est continue en tout point de E, ..., Ey;

(b) A est continue a lorigine (0,...,0) € Ey X ... X Ep;

()  ||A(z1,...,2,)|| est bornée sur la boule-unité de Ey X ... X E,.

Démonstration. La démonstration procede comme celle de la Proposition 3.1. Pour démon-
trer (c) = (a), nous écrivons

A(xy, ... mn) — Alar, ..., an) = Az — a1, 9, . .., Ty)
+A(a1,x9 — a9, x3, ..., Tp) + ...+ Alay,...an 1,2, — ay)

et estimons chaque terme séparement. O
Définition 9.2 Soient FE,,...,E, et F des espaces vectoriels normés. On dénote par
L(Ey,...,Ey; F) ensemble des applications multilinéaires continues de E; X ... x E, dans

F. Pour un élément A € L(F,..., E,; F), on définit

Az, ..., Tn
IAl= s JA@,...o0)| = sup  AAEL Tl (9.2)

@1zl <1 2120,z £0 |1l - oo [[Tnlln

Si By =...=E, = FE,on écrit aussi L"(F; F) au lieude L(E,..., E; F).
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L’espace L(Ey, ..., E,; F) muni de (9.2) est un espace vectoriel normé. Si F' est complet,
alors L(E},. .., Ey,; F) est aussi complet. Cette affirmation est démontrée exactement comme
pour la Proposition 3.4. Le résultat de la proposition suivante est la base pour I'interprétation
de la deuxieme dérivée d’une fonction comme application bilinéaire.

Proposition 9.3 (Isométrie naturelle) Soient E, F,G des espaces vectoriels normés.
Alors, Uapplication

v L(E,L(F,G)) = L(E, F;Q),

définie par Y(A) = B ot B(x,y) = (Ax)y, est un isomorphisme qui est également une
isométrie, c.-a-d., on a || (A)]| = ||A|| pour tout A € L(E,L(F,G)).

Démonstration. L’application 1 est linéaire et bijective. Son inverse est donné par ¢)~'(B) =
Aou, pour x € E, Az € L(F, Q) est 'application y — B(x,y). Pour démontrer la continuité
de ¢ et de o1, il suffit de voir que |[¢»(A)]| = || A]|.

En utilisant 'estimation (3.2) une fois pour Az et une deuxiéme fois pour A, nous obte-
nons

1Bz, y)l| = [(Ax)yl < [|Az[ - lyll < [[A[ - llz ]l - l[ll-
Ceci implige que B = 9(A) satisfait || B|| < ||A]l.

D’autre part, la Définition 9.2 montre que

I(Az)yll = 1Bz, y)I| < [IB] - [l - [lyl]-

La norme de 'application linéaire Az satisfait donc ||Az|| < ||B]| - ||x|| et, par conséquent,
|A]| < ||B||. Ces deux inégalités montrent que I'application ¢ est une isométrie. O

On peut donc identifier les applications linéaires continues de E dans L(F,G) avec les
applications bilinéaires de E' x I’ dans G.

Exemple 9.4 Une matrice C' (avec n colonnes et m lignes) peut étre identifiée avec I’ap-
plication bilinéaire B : IR™ x IR" — IR définie par B(z,y) = ' Cy. Elle peut également
étre identifiée avec un élément de L(IR™, L(IR", R)) de la maniére suivante: pour z € IR™,
le vecteur 27 C € L(IR", IR) définit Dapplication 27C : y — 27 Cy.

L’affirmation de la proposition précédente peut étre généralisée a des applications multi-

linéaires. Si F1,..., E, et F' sont des espaces vectoriels normés, I’application
v L(E, L(Es,...,Ey; F)) = L(Ey, ..., Ey F), (9.3)
définie par ¢(A) = B ou B(zy,...,%,) = (Azy)(xa,...,2,), est un isomorphisme et une

isométrie. La démonstration de ce fait est identique a celle de la Proposition 9.3.

1.10 Dérivées d’ordre supérieur

La dérivée d’une fonction f : U — F (avec U C E) est une application ' : U — L(E, F).
Comme L(E, F) est un espace vectoriel normé, rien ne nous empeche de considérer la diffé-
rentiabilité de f'.

Définition 10.1 Soient E, F' deux espaces vectoriels normés, U C F unouvertet f : U — F
différentiable dans un voisinage de a € U. On dit que f est deux fois différentiable en a si
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f':U — L(E, F) est différentiable en a. La dérivée de f’ satisfait (f')'(a) € L(E, L(E, F)).
En utilisant I'identification de la Proposition 9.3, on définit la deuziéeme dérivée de f en a
comme |'application bilinéaire

1"(@)(h,k) = ((f') (@)h) k.
Dans la situation de la définition précédente, considérons l'application g, : U — F

définie par gi(z) := f'(z)k (avec un k € E fixé). Alors, par la formule (4.10) de Leibniz (on
a gr(x) = B(f'(z),k) ou B : L(E,F) x E — F est 'application bilinéaire B(A,v) = Av) on

obtient
gr(@)h = ((f) (a)h)k = f"(a)(h, k).

Exemple 10.2 Considérons une fonction f : IR" — IR™ et notons z = (x1,...,z,)T. Pour
k e IR" fixé, la dérivée de la fonction gp(z) = f'(v)k = Xj_, %(x) k; est donnée par
ge(x)h = (X, %(m) kj)hi. La deuxieme dérivée de f est donc

i0T;

LIRS 9 PLE

i=1j5=1

hik;.
8:628% J

Pour la fonction f : IR* — IR* de I'exemple 4.2, la deuxieme dérivée est

f"(a)(h, k) = 2hiky + 2haks + 2hsks
; a1(hoks + hsks) + az(hiks + hski) + ag(hiks + hoky)

Exemple 10.3 Pour la fonction f(X) = X! de GL(F) dans £(E) I'Exemple 4.6 montre
que gg(X) = f'(X)K = —X"'KX~! pour K € L(E). La formule de Leibniz nous donne
alors

fI A (H,K)=AT"HAT' KA + A" KA HA™!,

Théoreme 10.4 Soient E, F deuz espaces vectoriels normés, U C E un ouvert, et suppo-
sons que f : U — F soit deux fois différentiable en a € U. Alors, l'application bilinéaire
f"(a) : E X E — F est symétrique, c.-a-d.,

f"(a)(h, k) = f"(a)(k, h) pour h,k € E.

Démonstration. Nous allons montrer que
1
f"(a)(h, k) = lim 6—(f(a +eh+ek) = fla+eh) = fla+ck) + f(a)). (10.1)

Puisque 'expression de droite est symétrique en h et k, il est de méme de f"(a)(h, k).
Pour démontrer (10.1), nous considérons ’application

gu(v) == fla+u+v) = fla+u) = fla+v)+ fla) = f"(a)(u,v)

ol u et v sont suffisamment petits en norme. Comme g,(0) = 0, le théoréme des accroisse-
ments finis (Théroéme 5.2) implique que

lgu(0)]l < sup |g, (0)[] - [|v]] (10.2)
o<1
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Il reste donc a estimer la dérivée

9u(v) = flla+u+v) = flatv) = f(a)(u,)
(la notation f”(a)(u,-) est utilisée pour 'application h — f”(a)(u, h)). Le fait que f est deux
fois différentiable en a (c.-a-d., z — f'(z) est différentiable en a) implique que
fllatu+v) = fla)+ f"(a)(u+v,-)+7r(u+v)|u+ov
fllatv) = fi(a)+ f(a)(v,") +r(v)||v]

ou r(v) — 0 si v — 0. La soustraction de ces deux équations donne pour g/ (v) la formule
gl.(v) =r(u+v)lu+v| —r(v)||v|| et on obtient pour 0 < ¢ < 1

lgs, o)l < (I (w+ o)1+ o)) (lull + o)) (10.3)

On déduit des estimations (10.2) et (10.3) que [|g.(v)||/(||u|| + ||v]])? = 0 si ||Jul| + ||v] — 0.
En posant u = ch et v = £k on obtient donc l'affirmation (10.1). O

La définition de la troisieme dérivée est analogue a Définition 10.1. Supposons qu’une
fonction f : U — F (E,F des espaces vectoriels normés et U C FE un ouvert) soit 2 fois
différentiable dans un voisinage de a € U. On dit que f est 3 fois différentiable en a si
f":U — L*(E; F) est différentiable en a. La dérivée satisfait (f")'(a) € L(E,L*(E; F)) et
en utilisant I'isométrie entre L(E, L*(E; F)) et L3(E; F) on définit la 3éme dérivée de f en
a comme ’application trilinéaire

(@) (b k1) = (") (@)h) (k, D).

De maniere évidente on définit par récurrence la péme dérivée f)(a) comme application
multilinéaire f® (a) € LP(E; F).
Pour un calcul pratique de la 3eme dérivée, on peut utiliser la formule

gi(a@)h = ((/")'(@)h) (k,1) = " (a)(h, k1) (10.4)

ou gy, : U — F est définie par g (x) := f"(x)(k,[) et k,[ € E sont des vecteurs fixés. La 3eme
dérivée de f peut également étre interprétée comme la deuxieme dérivée de g;(z) := f'(x)l,

c.-a-d.,
gi'(a) (b, k) = ((f")"(a)(h, k)1 = f"(a)(h, k,1). (10.5)

Les deux formules (10.4) et (1

(10.5) montrent qu’on peut échanger k et [ ainsi que h et k sans
changer la valeur de f"(a)(h,k,l

). On a donc le résultat suivant.

Corollaire 10.5 5i, sous les hypothéses du Théoréeme 10.4, la fonction f : U — F est p
fois différentiable en a € U, Uapplication multilinéaire f)(a) est symétrique, c.-d-d.,

FP@)(hay s hy) = FP(a) (hoqys - - hogy)
ot o est une permutation quelconque de {1,...,p}. m|

Exemple 10.6 La 3eme dérivée d’une application f : IR" — IR™ est donnée par

Pk =23 3 OF (2 ikl
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Définition 10.7 Soient F, F' des espaces vectoriels normés, U C E et V' C F' des ouverts.

e f:U — F est p fois continiment différentiable (ou de classe CP) sur U, si f est p fois
différentiable en tout point de U et si f®) : U — LP(E; F) est continue.

e f:U — F est indéfiniment différentiable (ou de classe C*°) sur U, si f est de classe
C? pour tout p.

e f: U — V est un difféomorphisme (de classe C?) de U sur V, si f est bijective, p
fois contintiment différentiable, et si 'inverse f~! : V — U est p fois continiiment
différentiable.

Exemple 10.8 La fonction f(X) = X~! de GL(E) dans £(F) est indéfiniment différen-
tiable. En effet, en dérivant la formule de I’Exemple 10.3 on obtient

f"(A)(H,K,L) = —A7'HAT''KAT'LA™ — A" HAT'LAT'KA™
—AT'LAT'THAT'KA™ — A" KAT'"HAT' LA™
—ATTKAYLATYHA Y — ATVLATYKATTHA T

On voit par récurrence que chaque dérivée est une combinaison linéaire d’expressions qui
sont un produit alterné de A~! avec des applications linéaires constantes.

Proposition 10.9 Soient E, F' des espaces vectoriels normés, U C E, V C F' des ouverts et
f:U — V un difféomorphisme de classe C'. Si f est de classe CP, alors la fonction inverse
[V = U est aussi de classe CP.

Démonstration. Par le Théoreme 7.5 on sait que

c.-a-d., (f71) est la composition de trois applications, notamment y — f~1(y), v — f'(x)
et A— A1 Toutes les trois applications sont contintiment différentiables. Alors, f~! est de
classe C?. La démonstration pour p > 3 est analogue. O

Une conséquence de cette proposition est la suivante: si dans le théoreme d’inversion
locale (Théoreme 7.5) la fonction f est de classe CP, alors son inverse est automatiquement
de classe CP. Similairement, si dans le théoreme des fonctions implicites (Théoreme 8.3) la
fonction f est de classe CP, alors I’application g est aussi de classe CP.

I1.11 Exercices

1. Soit f: IR* — IR? donnée par

flz) = ( :I:l:v% — 3x1x913 >

T2 + 23 + 13

et g : R" — IR donnée par g(z) = 7 Az + b'x, ol A est une matrice n x n et b € IR".
Calculer les deux premieres dérivées de f et g.

2. Montrer que Papplication N : IR*> — IR donnée par N(z) = \/3:% — 1179 + 473 , définit une
norme sur IR? et montrer (explicitement) que cette norme est équivalente & la norme || - ||oo.

3. Démontrer que (2.1) est une norme.
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4.

Si la norme découle d’un produit scalaire (2.1), alors on a
|z +yll + lz — yll = 2([|z]| + ly) (identité du parallélogramme)

Montrer & I'aide de contre-exemples que IR"™ munit de la norme || - ||; ou || - ||oo n’est pas un
espace de Hilbert.

On considére les ensembles suivants de IR?:

A = {:I:y € R, 0<x+y<1},

B o= {(ny) € R, max(la], ly) <3} ,

C = {@yeR, @*+y)?-22"+27 =0},
D = {( )eJR?,yzo,xe{1/n,n:1,2,...}}.

Quels ensembles sont-ils ouverts, fermés, bornés, compacts? Justifier.

Pour o > 0 considérons la fonction f : IR> — IR donnée par

b si (z,y) # (0,0)
z,y) = ¢ @
f(z,y) { 0 sy = (0,0).

(a) Montrer que 0f /0x et 0f /0y existent partout et sont telles que les applications = —
g£ (z,b), y+— f( ,y) sont continues pour tout a,b € IR.

(b) Sia > 1/2, les applications df /0x et df /0y sont discontinues en (0,0).

(¢) f(z,y) est continue & l'origine si et seulement si o < 1.

(d) f(z,y) est dérivable & lorigine si et seulement si o < 1/2.

(e) Pour @ = 1, trouver un ouvert U C IR et un fermé F C IR tels que f~1(U) ne soit pas

ouvert et f~!(F) ne soit pas fermé.
Soit E un espace de Hilbert et soit A € L(F). Montrer que
(u, Av)
JAl = sup o
u#£0,0#£0 ||u“ : “U“
ou (-,-) est le produit scalaire et || - || est la norme induite par le produit scalaire.

8. Démontrer que || f||2 est une norme sur C([0, 1]).

9. Démontrer que, pour un ensemble arbitraire A,

10.

11.

12.

B(A) = {f:A— IR ; f est bornée} avec | fllco=-supl|f(t)|,
teA

est un espace de Banach (Proposition 2.3).
Le rayon spectral p(A) d’une matrice n x n, A, est défini comme suit:
p(A) = max {|A| ; A valeur propre de A} .

Soit F = IR™ muni d’une norme et soit A € L(FE). Montrer que pour toute norme sur IR" on
a l'inégalité suivante [|A|| > p(A), et que si A est symmétrique on 'égalité ||A]l2 = p(A).

Soit
A — 0.999 1000
o 0 0.999 )

(a) Calculer le rayon spectral p(A) ainsi que ||Al|1, ||All2 et [|A4]oo-
(b) Trouver une norme || - || sur IR? telle que, pour cette norme, on ait ||Al| < 1.

Soit ’ensemble des matrices n X n que 'on identifie avec IR"™™ et que l'on muni de la
norme ||A|| = supjy<i [|[Az[|. Considérons 'application linéaire [ : IR"™ — IR™™ donnée
par [(H) = XoH + HX;, ou X est une matrice fixée (voir Exemple 1.1). Calculer la norme
de ’application /.
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14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.
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Dans la situation de 'Exemple 3.8 démontrer que
1
A = max / k(t,s)|ds.
4l = macx [ [k(t.s)
Indication. Considérer en premier que la fonction k(t, s) posseéde qu'un nombre fini de zéros
pour tout ?.

On considére I’équation intégrale suivante, dite équation intégrale de Fredholm (2&me espece):

1
y(t) = f(t)+/0 k(t, s)y(s)ds | (11.1)

ou f € C([0,1]) et k € C([0, 1] x [0,1]) sont données et y est I'inconnue. On suppose que
1
max / k(2 s)|ds < 1
te[0,1] Jo
(a) Démontrer que (11.1) posséde une unique solution dans C([0, 1]).
(b) En utilisant la série de Neumann, écrire la solution sous la forme

1
y(t) = f(t) + /0 r(t, $) (s)ds
Résoudre

y(t)y = f(t) + % /01 e ~Sy(s)ds . (11.2)

(a) On pose a = fol e *y(s)ds. En multipliant (11.2) par e~ et en intégrant, on trouve a et
donc aussi la solution y(t) = f(t) + ae'/2.
(b) En utilisant la formule de I’exercice précédent.
Soit E un espace de Banach, on considere I'application f : L(E) — L(F) donnée par f(X) =
X3. Calculer la dérivée de f. Montrer par des exemples, qu’en général, f'(X) # 3X2.

Soit E un espace de Banach, on considére l'application exp : £L(E) — L(FE) donnée par la

série suivante:
> 1

exp(X) = Z X"
= n!

(a) Montrer que Papplication exp est bien définie.
(b) Calculer la derivée, exp’ de I'application exp.
(c) Montrer par des exemples que, en général, exp’(X) # exp(X).
Indication. Si cela vous aide, supposez que E = IR".
Calculer la dérivée de la fonction f : GL(IR™) — L(IR"™) donnée par f(X) = (XT X)L
Soit A : IR — IR™" une fonction différentiable & valeur dans les matrices n x n. Montrer que
d

S (A@) " = A @) AE)

Indication. Utiliser ’'Exemple 4.6 ainsi que la formule pour la dérivée de fonctions composées.
(a) Soit M : Ey X ... x E, — F une application multilinéaire ou F1, ..., E,, F' sont des
espaces vectoriels normés. Calculer la dérivée de M.
(b) Soit A : IR — IR*? une fonction matricielle différentiable dont les colonnes sont A;(z),
Ag(x) et Asz(z). Montrer que
d
%det(A(x)) = det (A}, Ay, A3) + det (A1, A, Ag) + det (Ay, Ay, Ab)
Soit f(z,y) = In(z? + y?) pour 22 +y? > 0 et g(z,y) = (zy, Vz/y)! pour z > 0,y > 0.
Calculer la dérivée de h(z,y) = (fog)(z,y) = In(z?y? +x/y?) directement et ensuite avec
la formule de différentiation des fonctions composées.
Soit f : [a,b] — IR continue, xi,z2,...,T, € (a,b) et f différentiable sur I'ensemble D =
(a,b)\{z1,z2,...,2,}. Démontrer ou donner des contre-exemples aux affirmations suivantes:

(a) Il existe un & € D tel que f(b) — f(a) = f'(§)(b— a).
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

(b) On a l'estimation |f(b) — f(a)| < sup;cp |f'(¢)|(b— a).

Considérons la fonction f : IR — IR définie par
fxt+e®? siz>0
fl) = { e/? siz <0

() Montrer que |£(z) - f(y)| < |z — y| pour & # .
(b) Montrer que la fonction f(x) ne possede pas de point fixe.

Est-ce une contradiction au théoréme du point fixe?

On considere C([0, 1]) avec la norme || - ||« et I'application f : C([0, 1]) — C([0,1]) donnée par

1
F@)t) = A [kt 9)glals)ds
ou k € C([0,1] x [0,1]) et g : IR — IR est suffisamment différentiable. Trouver une condition
sur A sous laquelle f est une contraction sur le fermé
D ={zeC([0,1]) ; [[zfloc <1} .

Montrer que ’hypothese “D fermé” ne peut en général pas étre omise dans le théoreme
du point fixe de Banach: trouver un D non fermé et une application f : D — FE tels que
f(D) C D et f est une contraction sur D, mais f ne posséde pas de point fixe dans D.

Soit U un ouvert connexe de IR et E un espace vectoriel normé. Soit f : U — FE une
application qui satisfait

17 (z) = F()ll < Cllz—ylI* pour tout 2,y € U,
ou C' > 0. Montrer que f est constante sur U.
Soit la fonction f : IR? — IR® donnée par
a3 + x5 +5
flzy,me) = 3r1xo + 2 ,

mzf + a:%

et soit K = {(z1,29) € IR? | |z1| < 1, |z2| < 2}. Trouver une constante L telle que
1f (@) = f(Wllo < Lllz —yllow pourz,y € K .
Remarque. L s’appelle constante de Lipschitz.
Soit A € L(E) avec |A|| < 1 et considérons le probleme
r = Az +b.

Motrer que la k-iéme approximation, zj, obtenue par la méthode des approximations succes-
sives (avec 2o = b) est égale a ’approximation obtenue en tronquant la série de Neumann pour
(I — A)~! aprés k termes. Trouver ainsi une connection entre ’Exemple 6.4 et I'Exercice 14.

Estimation de I'erreur pour la méthode des approximations successives. Soit z* un point fixe
donné par cette méthode. Démontrer

la* = axll < ——fla, — 2] - (11.3)

l-«
Pour les fonctions de ’Exemple 6.2, faire quelques itérations et utiliser (11.3) pour obtenir
une estimation rigoureuse de l’erreur.

Soit E, F' des espaces vectoriels normés et U C E un fermé. On se pose la question suivante:
soit f: U — F injective et continue, est-ce que f est un homéomorphisme de U sur f(U)?
(a) Démontrer que ceci est vrai si £ = IR" et U borné (utiliser la démonstration de [HW95,
Théoreme I11.3.9]).
(b) Montrer par un contre-exemple que ce résultat n’est plus vrai dans les espaces vectoriels
de dimension infinie (considérer par exemple I'identité dans un espace muni de 2 normes
non-équivalentes).
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31. Considérons la fonction f :[—1, 1] — IR donnée par
i1 1
foy = { Tl =3) s f<hl<ah
0 si =0
Montrer que f est strictement différentiable & ’origine, mais qu’elle n’est différentiable dans
aucun voisinage de 0.
Remarque. f(x) satisfait f(1/n) =1/n(n + 1) et elle est linéaire sur [1/n,1/(n + 1)].
32. Soit A € L(E) un isomorphisme. Pour calculer son inverse, on applique la méthode de Newton
A léquation X' — A = 0. Montrer que ’on obtient ainsi I'itération
Xpy1 = Xp + Xp (I — AXy)
et vérifier que la suite {X}} converge vers A7! si ||[I — AXo| < 1.
Indication. Ey := I — AX}, satisfait Ey 1 = EpEy.

33. Soit E, F,G des espaces vectoriels normés. Soit U C E un ouvert et a € U et soit f: U — G
strictement différentiable en a. Soit V' C F' un ouvert avec b = f(a) € Vet soit g : V — G
strictement différentiable en b = f(a). Démontrer que g o f est strictement différentiable en

a et que (go f)(a) = ¢'(f(a))f'(a).

34. Considérons la fonction f : IR? — IR? donnée par

Ty — a;% si x% < z9
fi(z1,m2) = 1, folwr, ) = § (23 —alwy)/a? si 0 <y < a?

—fo(z1,—m9) 81 x2 <0

Montrer que

(a) f est partout différentiable.
(b) f'(0) est inversible (calculer f'(0)).

(c) f n’est pas strictement différentiable & I'origine.

(d) il n’existe pas de voisinage de 'origine ou f est injective (i.e. f n’est pas un homéomor-

phisme prés de l'origine).

35. Donner un difféomorphisme (a) de l'intervalle (0, 1) avec IR, (b) de I'intervalle (0, 1) avec la
demi-droite IR, .

36. Soient le “cube” C = {z € R";0 < z; < 1,i = 1,...,n} et le “simplexe” S = {y €
R";y; >0, >,y <1} et on consideére I'application ¢ : C' — IR"™ donnée par ¢(z) =y
avec yr = (1 —z1) - (1 —xp_1)zp pour k=1,...,n.

(a) Pour n = 2 dessiner les images par ¢ des droites paralleéles aux axes.
(b) Vérifier que 37" y; =1 —[[L, (1 — ;).
(c) Montrer que ¢ est un difféomorphisme de C sur S et trouver son inverse.

37. Les coordonnées sphériques de IR™ sont données par (r,61,...0,_1) = z ol

r1 = rcosb
o = rsinfy cos by
r3 = rsinf;sinfs cosfs

= rsinf;sinfy...sinf,_scosb,_
T, = rsinf;sinf;...sinf,_osinb,_; .
Montrer que

det ¢’ =" Lsin™ 20, sin® 360y --sinb, o,

et montrer que la restriction de 'application 9 & (0,00) x (0,7)" 2 x (—m,7) est un difféo-
morphisme.
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Soit a;, le volume de la sphere {z € R"; ||z||2 < 1} dans IR". En utilisant les résultats de
I'exercice 37, le théoreme sur les changements de coordonnées ([HW95, Théoreme IV.5.7]) et
la définition de la fonction Gamma I'(z) ([HW95, Définition I11.8.10]) montrer que

/2

PR

Montrer également que a;,, — 0 si n — oo.
Indication. Pour I = [ sin®tdt on a (k + 1)Ix11 = kIj,_;.
Dans le plan avec coordonnées cartésiennes (z,y) on considere les deux courbes
Cr = {(zy);a®—y=0}
Co = {(z,y);z—y*=0}.
Trouver un difféomorphisme local pres de (0,0) tel que
(€)= {(u,v); v=0}
f(C2) = {(u,v); u=0}.
Pour tout @ € IR on considére la fonction f, : IR — IR donnée par f,(z) = azr — sinz.

Pour quelles valeurs de a la fonction f, est-elle un homéomorphisme? un difféomorphisme?
un difféomorphisme local pres de l'origine?

Soit f : IR* — IR? l'application définie par
filz,y,u,v) = ud+vzr+y
folz,y,u,v) = uy+v®—zx
et soit Py = (o, Yo, U, vp) un point de f1({0}).

(a) Ecrire une condition sur Py qui permet d’obtenir localement prés de ce point ’ensemble
~1({0}) comme le graphe d’une fonction g de la forme u = g1 (z,y), v = go(7,y).

(b) Calculer 2 T (z9,y0) si Py = (0,—1,1,1).

On considere le systeme

9 9
Acp = 3¢ + Zc:f + 50103

ez = 2¢3 + 3¢y + ;C% ‘|||||||||||||I||||||

Trouver les points de bifurca- |||| Z
tions des courbes ¢ (A) et ca(A). ||||||||||||| ‘

Une condition nécessaire pour
un point de bifurcation est que
le théoréeme de fonctions impli-
cites ne peut pas étre appliqué.

Démontrer que le théoreme d’inversion locale (Théoreme 7.5) peut étre déduit du théoréme
des fonctions implicites.

Soit S = {(z,y,2); xz+sin(zy) + cos(zz) = 1}. Déterminer si dans un voisinage de (0, 1,1)
I’ensemble S peut étre écrit sous la forme

z=f(z,y) ou y=g(z,2) ou z=~h(y,z).
Calculer la norme du déterminant vu comme application multilinéaire

det : R" x--- x R" - IR (n facteurs),

ol IR" est munie de la norme euclidienne. En déduire I'inégalité |detA| < n™? (de Hada-
mard) pour une matrice A = (a;;)1<i j<n satisfaisant |a;;| < 1.
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. Soient IR"™ et IR™ munis de la norme euclidienne. Soit b : IR" x IR™ — IR 'application
bilinéaire donnée par b(z,y) = z! By, ou B est une matrice arbitraire. Montrer que la
norme de b satisfait [|b|| = || B|2.

Soient f : E — F et g: f — G (ou E, F et G sont des espaces vectoriels normés) deux
applications deux fois différentiables. Calculer (g o f)"(z)(h, k).

Soit b : E X FF — G (ou E, F et G sont des espaces vectoriels normés) une application
bilinéaire continue. Calculer sa deuxiéme dérivée.

Calculer la deuxieme dérivée de f : IR? — IR? donnée par
3 3 T
flz) = (.’El +xle,e(“_“),cos(zlxg)) .

Soit X € GL(IR™), calculer toutes les dérivées de la fonction f(X) = X3.



Chapitre 11

Maxima et minima relatifs et calcul
de variations

Ce chapitre est consacré a I’étude des extrema d’une fonction a valeurs réelles. Il est bien
connu que pour une fonction f : IR — IR la condition f’(a) = 0 est nécessaire et les conditions
f'(a) =0, f"(a) > 0 sont suffisantes pour que a soit un minimum relatif. Nous allons étendre
ce résultat a des fonctions f : U — IR ou U est un ouvert d’un espace vectoriel normé F.
Nous étudierons également des conditions pour que la restriction f|, ot M est une sous-
variété de la forme M = {x € U; g(x) = 0}, possede un extremum en a. Une application
importante est la situation ou E est un espace de fonctions. Les conditions nécessaires de
Pextremum s’expriment alors par une équation différentielle, I’équation d’Euler-Lagrange.

II.1 Maxima et minima relatifs

Soit U un ouvert d'un espace vectoriel normé E et f : U — IR. On dit que f possede un
minimum relatif au point a € U, §'il existe un voisinage V' de a (V C U) tel que

f(z) > f(a) pour tout x € V.
Un minimum relatif est dit strict, si
f(z) > f(a) pour tout x € V' \ {a}.

De la méme maniére on définit un maximum relatif ou un maximum relatif strict. On dit
que f possede un extremum relatif en a, si elle possede un minimum ou un maximum relatif
en a.

Théoréme 1.1 (condition nécessaire) Soit U un ouvert d’un espace vectoriel normé E
et supposons que f : U — IR soit différentiable en a € U. Si f admet un extremum relatif
en a, alors f'(a) = 0.

Démonstration. Supposons que f admette un minimum relatif en a (le cas d’'un maximum
relatif est traité de la méme maniere). Les hypotheéses impliquent que pour un h € E fixé et
pour |e| suffisamment petit

0< fla+eh)— f(a) = f'(a)ech+r(a+ch)-|e|- |l

our(a+eh) — 0sie— 0. En divisant cette relation par € et en considérant la limite & — 0
on obtient f’(a)h > 0. On en déduit f'(a) =0, car h € E est arbitraire. O
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Le lemme suivant représente un cas particulier de la série de Taylor avec reste.

Lemme 1.2 Soit f : U — IR (U un ouvert d’un espace vectoriel normé E) deuz fois
différentiable en a € U. Alors, on a

fla+h)=f(a)+ f'(a)h+ % f"(a)(h, h) + s(R)|[A]]?, (1.1)
ot s(h) — 0 si h — 0.

Démonstration. Considérons la fonction

1

g(h) := fla+h) — f(a) = f'(a)h — o1

f"(a)(h, h),
définie dans un voisinage de 0 € E. On a g(0) = 0 et la dérivée de g(h) est donnée par

g'(h) = f'(a+h) = f'(a) = f"(a)(h,-) = r(h)[|A]

avec r(h) — 0si h — 0, car f'(x) est différentiable en a. Par le théoreme des accroissements
finis, on obtient alors

()| < sup [lg'(th)|| - [[B]l < sup [lr(th)]| - [|]]*.
0<t<1 0<t<1
Ceci implique que la fonction s(h), définie par (1.1), satisfait s(h) — 0 si h — 0. |
Théoréme 1.3 (condition nécessaire) Soit U un ouvert d’un espace vectoriel normé et
f:U — IR deux fois différentiable en a € U. St f posséde un minimum relatif en a, alors
f"(a)(hyh) >0  pour tout h € E. (1.2)

Démonstration. On remplace h par h dans (1.1), on divise la formule obtenue par £* et on
considere la limite € — 0. O

On dit que a € U est un point critique de f : U — IR si f'(a) = 0. La condition (1.2)
ne suffit pas pour qu'un point critique soit un minimum relatif de f. La fonction f(z) = 23
nous sert comme contre-exemple.

Théoréme 1.4 (condition suffisante) Soit U un ouvert d’un espace vectoriel normé et
[ :U — IR deux fois différentiable en a € U. Si f'(a) =0 et si f"(a) satisfait

f"(a)(h, k) > 7||h|]? pour tout h € E (1.3)
avec un v > 0, alors f admet un minimum relatif strict au point a.

Démonstration. Les hypotheses sur f'(a) et f”(a) et la formule (1.1) impliquent que
v
flath) = fla) = (5 = sl

Comme s(h) — 0si h — 0, on en déduit que f(a+h) > f(a) pour h # 0 suffisamment petit.
O



mMaxima et minima reiattfs et calcut ae variations

Exemple 1.5 Pour le cas particulier U C IR", ou f : U — IR est une fonction a n variables
réelles, la condition f’(a) = devient

of of
—(ay,...,a,) =0, ceey a1,...,0,) =0,
0xy (a1 n) 0xy, (a1 n)
ce qui constitue un systeme de n équations pour les n inconnues a,...,a,. La condition
(1.3) est équivalente au fait que la matrice Hessienne
o2 f o2 f
oz (a) Y 9110%n (a)
H{a) = : :
02 02
8$n[{$1 (a) T ﬁ(a)

est une matrice définie positive, c.-a-d., toutes les valeurs propres sont positives. La valeur
de 7 correspond a la plus petite valeur propre de H(a).

I1.2 Multiplicateurs de Lagrange

Soit U un ouvert d'un espace vectoriel normé E, f : U — IR, et considérons la sous-variété
M={xeU;g(xr) =0} oug:U — IR™. Le probleme consiste a trouver les minima (ou
maxima) de la restriction f|xq, c.-a-d., on cherche a € M tel que

f(z) > f(a) pour tout x € VN M,

ou V est un voisinage de a dans U.

Exemple 2.1 Soit U = IR?, f(z1,2;) = 7,7, et
g(z1,m9) = 22 + x5 — 1. On cherche alors les ex-
trema de la fonction f(z) sur le cercle de rayon 1.
Par un raisonnement géometrique (voir [HW95,
page 325]) on trouve la condition nécessaire

grad f(a1,a2) = Agrad g(ai, ay)

pour un extremum (grad f(a), qui est orthogonale
aux courbes de niveau de f, doit avoir la méme
direction que grad g(a)). Dans notre exemple on
obtient

a9 = 2)\@1, a; = 2)\(1,2, CL? + (1:% =1
et on trouve sans difficulté les quatre solutions (£v/2/2, £1/2/2).

Nous étendons ce résultat a la situation ou U est un ouvert d’un espace vectoriel normé
(éventuellement de dimension infinie) et ou la sous-variété M est donnée par m équations.

Théoréme 2.2 (condition nécessaire) Soit U C E un ouvert d’un espace de Banach E,
et supposons que f : U — IR et g : U — IR™ soient continument différentiables dans un
voisinage de a € M = {x € U; g(x) = 0}. Si g'(a) est surjective et si f|p posséde un

extremum relatif en a, alors il existe des nombres Ay, ..., Ay, (multiplicateurs de Lagrange)
tels que
f'(a) = >_Nigi(a) =0 (2.1)
i=1

(g:(z) est la iéme composante du vecteur g(x)).
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Remarque. Avec la fonction de Lagrange
L(z, ) Z Aigi(x (2.2)

les conditions a € M et (2.1) sont équivalentes a L’(a, A)=0.

Démonstration. Par la surjectivité de ¢'(a) on peut trouver des vecteurs hy, ..., h,, € E tels
que ¢'(a)h; = e; = (0,...,0,1,0,...,0)T, c.-a-d., gi(a)h; = &;; ot &; = 1 et 61] = 0 pour
i # j. Considérons alors la fonction
G(z,t) == g(x +tihy + ... + thy)
avec t = (t1,...,t,)" € R™. On a G(a,0) =0 et
oG
5 (0,0) = (¢'(@)ha, ... g (@hm) =T (Videntité).

Le théoreme des fonctions implicites implique que, proche de (a,0), il existe une fonction
différentiable t(z) = (t1(z), ..., tm(z))" telle que G(z,t(x)) = 0. Le vecteur y := x+hyt, (z)+

.+ hytm(x) satisfait donc ¢g(y) = 0 pour tout z dans un voisinage de a. La dérivée de
gi(y) = 0 par rapport a x donne alors au point a

0 = g(a)(I + hity(a) + ... + huth,(a)) = gi(a) +t)(a).

Comme f|r possede un extremum relatif en a, la condition nécessaire du Théoréeme 1.1
implique que la dérivée de f(z + hiti(z) + ...+ hytn(x)) est nulle au point z = a, c.-a-d.,

F(@)(I+ hity(a) + ... + hutly(a)) = 0.

En posant \; := f’(a)h; et en utilisant la relation ¢}(a) = —gi(a), on obtient l'affirmation
(2.1). O
Pour le cas particulier E = IR", la surjectivité de ¢'(a) s’exprime par le fait que la matrice
8 f)
i) o a)
g'(a) = i ;
Ogm 0gm
(@) - F=(a)
possede le rang m.
Exemple 2.3 Soient
flwy,m2,23) = 21 — 29 — 3
g1z, 29, 23) = x5 4+225 —1
92(x1, 29, 23) = 3wy — 43

et cherchons les extrema de f|y ot M := {z € IR*; g;(z) = g2(x) = 0}. L’ensemble M
représente l'intersection d’un cylindre elliptique avec un plan. On vérifie aisement que ¢'(x)
possede le rang 2 pour tout € M. Considérons alors la fonction de Lagrange

L(x,\) =21 — 29 — 23 — A(2] + 225 — 1) — X\o(3z; — 43).
Les conditions nécessaires (2.1) nous donnent
1 —2)\1111'1 —3)\2 :0, —1 —4)\1.’132 :0, —1+4)\2 = 0.

On obtient donc Ay = 1/4 et, en éliminant A; de deux autres équations, on trouve zo+2z; = 0.
Les solutions du systeme (2.1) sont alors (1/3, —2/3,1/4) et (—1/3,2/3,—1/4).
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Théoréme 2.4 (condition suffisante) Soit U C E un ouvert d’un espace de Banach E.
Supposons de plus que f : U — IR et g : U — IR™ soient deux fois différentiables en
a e M:={xecU; g(x) =0} et que ¢'(a) soit surjective. Si (2.1) est satisfait et si

( z:)\zgz ) (hyh) > v |h|? pour h satisfaisant ¢'(a)h =0, (2.3)

avec un vy > 0, alors f|yp admet un minimum relatif strict au point a.

Démonstration. En appliquant le Lemme 1.2 a la fonction f(x) —> 7, \;g;(x) et en utilisant
(2.1) nous obtenons pour a + k € M

fla+) = 7la) = 5 (/@) = 3 xal @) (k) + 5(8) K, (2.4

ou s(k) — 0 si k — 0. Considérons maintenant k tel que a + k € M. La difficulté est que k
ne satisfait pas nécessairement g'(a)k = 0 et qu’on ne peut pas directement utiliser (2.3).
Pour le vecteur £ € E nous considérons

h=k—ah —...— anhny (2.5) M
ou les vecteurs hq, ..., h, sont comme dans la démonstration
!

du Théoreme 2.2. Nous choisissons a; = gi(a)k afin que h soit k ker ¢'(a)
dans kerg'(a). Si a + k € M nous avons (de nouveau par le

Lemme 1.2) que h

a
1

0=g(a+k)—gla)=g'(a)k+3g"(a)(k k) +r(k)||F]

avec (k) — 0 pour k — 0. Ceci implique ||¢'(a)k|| < c;]|k||* pour k suffisamment petit, et
en utilisant (2.5) aussi [|h — k|| < co||k]|?. L’inégalité | ||h]| — ||k]| | < ||h — k|| montre alors
que cs||k|| < ||h|| < c4|k]| si k est suffisamment petit. L’expression de droite de 1’équation
(2.4) peut donc étre écrite sous la forme

(7" ZAzgz ) (b, ) + 5(8) [P

ou $(k) — 0 pour k& — 0. Par la condition (2.3), cette expression est positive pour k # 0
suffisamment petit. Donc, f(a + k) — f(a) est strictement positive pour k # 0 suffisamment
petit, si a + k € M. 0

Exemple 2.5 Utilisons la condition (2.3) du Théoreme 2.4 pour démontrer que le point
a = (—1/3,2/3,—1/4) est un minimum relatif strict de la fonction f|r; de I'Exemple 2.3.
Comme \; = —3/8 et Ay = 1/4 nous avons pour h = (hy, ho, h3)T que

3
(/"(a) = Mgl (a) = Aagi(a)) (b, h) = 5 (2hF + 4R3).
Pour h satisfaisant ¢'(a)h = 0 (en particulier 3h; — 4h3 = 0) on obtient
S (202 +4n3) = 2 (nE+ 43+ Th3) > 2 |1n)?

et la condition suffisante pour un minimum strict est vérifiée.



maxima et minima rewattjs el calCur ae variattons

I1.3 Calcul de variations

En 1696, Johann Bernoulli posait le probléeme suivant: une 1A X
particule glisse sous l'influence de la gravité sur une courbe

reliant A et B (dans un plan vertical). Trouwver la courbe pour o

laquelle le temps qu’il lui faut pour aller de A a B est minimal. dy

Une telle courbe s’appelle brachistochrone. La solution de ce ds
probleme, proposée par Jakob Bernoulli, est a l'origine du y

calcul de variations.

La formulation mathématique part du principe de la conservation de ’énergie mécanique

(lorigine est au point A). Ceci implique ds/dt = /2gy. Comme ds = /dz?+ dy?> =
1 + y'(x)? dzx, le probléme revient a minimiser ’expression

o= [l [ = [T o

ot T est un opérateur de C'([0,b]) dans IR.

Probléme Considérons une fonction continue L(z,y,y’), définie dans un ouvert de IR® et
a valeurs dans IR. Le probléme consiste a trouver une fonction y(x) telle que

7() = [ Lo y().y (0)) do (3.2

soit minimale parmi toutes les fonctions de classe C! satisfaisant y(a) = A et y(b) = B. La
fonction L(z,y,y') s’appelle fonction de Lagrange ou Lagrangien.

Lemme 3.1 Soit y € C'([a,b]) une fonction qui vérifie y(a) = A, y(b) = B. Soit de plus
L(z,y,y") une fonction contindment différentiable dans un voisinage de {(z,y(z),y'(x)) €
IR?; x € [a,b]}. Si lexpression T(y) de (3.2) posséde un extremum en y, alors

[ (GE (st ¥ 0)hio) + S5 (o0, 0)) e = 0 3.3
pout tout h € C*([a,b]) vérifiant h(a) = h(b) = 0.

Démonstration. Considérons la fonction

S(e) :=T(y+¢ch) = /ab L(x,y(x) + eh(x),y () + eh'(x)) da,

oll y satisfait les hypotheses du lemme, h € C'([a,b]) avec h(a) = h(b) = 0, et £ est un
parametre réel (petit). Si y est un extremum de 7'(y), 0 en est un de S(¢), et la condition
nécessaire S'(0) = 0 doit étre satisfaite. L’affirmation du lemme est une conséquence du fait
que Uexpression de (3.3) est égale a S’(0) (les hypotheses garantissent qu’on peut échanger
la dérivation avec l'integration). O
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Une autre possibilité serait de considérer I'espace vectoriel E = {h € C'([a,b]); h(a) =
h(b) = 0}, de le munir d’une norme, et de considérer 'application F' : E — IR, définie par
F(h) :=T(y+h). Pour que y soit un extremum de 7', h = 0 doit étre un extremum de F'. La
condition nécessaire F'(0) = 0 (ou bien F'(0)h = 0 pour tout h € E) du Théoreme 1.1 est
équivalente a (3.3). Les résultats des Théoremes 1.3 et 1.4 peuvent également étre appliqués.

Définition 3.2 Une fonction y € C'([a,b]) qui satisfait y(a) = A, y(b) = B et la condition
(3.3) pour tout h € C'([a, b]) vérifiant h(a) = h(b) = 0, s’appelle une extrémale du probleéme
(3.2).

Pour trouver la solution du probléeme variationel, nous cherchons a éliminer la présence

de h(z) dans la condition nécessaire (3.3).

Théoréme 3.3 (Equation d’Euler-Lagrange) Soit L(x,vy,y') de classe C'. Une fonction
y € C'([a,b]) est une extrémale du probléme (3.2) aux extrémités fizées y(a) = A et y(b) = B,
st et seulement si

%(x, y(x),y'(x)) est continiment différentiable et

Y

oL d OL

- ! - = ! =0. A4
o (), (0) = S ),/ (0) = 0 3.9

Démonstration. Suffisance. Notons A(z) = g—z(x,y(x),y’(x)) et B(z) = g—gf,(x,y(x),y’(x)).
La condition (3.4), c.-a~d., A(z) = B'(z), implique que

/:(A(x)h(x) + B(x)H(x)) do = /b

a

(B(@)h(z)) do = B(x)h(x)[, = 0

pour h(a) = h(b) = 0. Donc, y(z) est une extrémale de (3.2).

Nécessité. La condition (3.3) s’écrit comme [’(A(z)h(z) + B(z)h'(z)) dz = 0. On intégre
par parties la premiére expression de cette intégrale. Si C'(z) est une primitive de A(z),
c.-a-d., C(x) est continument différentiable et C'(z) = A(z), on a que

0= /ab(A(x)h(x) + B(x)H(z)) do = /ab (B(z) — C(a) )l (x) da

pour tout h € C!([a,b]) satisfaisant h(a) = h(b) = 0. En appliquant le Lemme de Du
Bois Reymond (Lemme 3.4) on obtient B(z) — C'(x) = Const. Donc, B(x) est continiment
différentiable et B'(z) = C'(x) = A(x). O

Lemme 3.4 (Du Bois Reymond) Soit d: [a,b] — IR continue et
/ab d(z)h' (z)dz =0 pour tout h € C'([a,b]) vérifiant h(a) = h(b) = 0,
alors d(z) = Const.
Démonstration. Posons
m = bia/abd(x) dr et h(r) = [ () - m)dr

Cette fonction h est dans C*([a, b]), elle vérifie h(a) = h(b) = 0 et on a h'(z) = d(z) —m. On
obtient donc

/ab(d(:c) —m)’ds = /ab(d(a:) — )W (z)de = —m /: W(z) dx = —m(h(b) — h(a)) = 0.

Comme d(x) — m est continue par hypothese, ceci est possible seulement si d(z) —m = 0.0
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Si L(x,y,y’) et y(z) sont de classe C?, I'équation d’Euler-Lagrange peut étre écrite sous
la forme

oL 0°L 0%L , 9L

a—y(:c,y,y) - ax—ay,(:r,y,y) - W(w,y,y)y W(w,y,y)y =0, (3.5)

qui est une équation différentielle de deuxieme ordre. Le théoréeme suivant nous permet de
réduire l'ordre de 1’équation différentielle dans la situation ou L(zx,y,y’) ne depend que de y
et y'.

Théoréme 3.5 Soit le Lagrangien L de classe C' et indépendent de la variable x. Alors,
toute extrémale y(x) de classe C* vérifie la relation

oL

= 5y @),y @)y (@) = Const. (36)

L{y(x),y'(x))

Démonstration. La dérivée de L(y(z),y'(x)) — g—yL,(y(a:), y'(x)) y'(x) par rapport a x donne

S0+ (0 e) = (50 ) = ()0 e),

ce qui est nul par (3.4). O

Exemple 3.6 (Brachystochrone) Le probléme consiste a minimiser I'intégrale (3.1) par-
mi toutes les fonctions satisfaisant y(0) = 0 et y(b) = B (b et B sont des nombres positifs).
La condition nécessaire (3.6) devient

VI
J— . y
Vi Vi
ce qui est équivalent a 1+ y'2 — 4’2 = Const - \/y /1 + ' 2. On en déduit ’équation diffé-

rentielle y(1+y'%) = C, dont la solution générale est une cycloide donnée par (voir [HW95,
page 138])

"= Const,

o) = Sp—sing) 4D, ylp)= S (1 —cosg). 3.)

La Fig.3.1 (le dessin de gauche) montre les solutions pour 0 < ¢ < 27 et pour D = 0 (pour
qu’elles passent par l'origine). On voit que, quelque soit b > 0 et B > 0, il existe une unique
valeur de C telle que la courbe (3.7) passe par (b, B) pour un ¢ € (0,27).

Attention. Ce probleme n’entre pas exactement dans le cadre de notre théorie, car L(y, y')
n’est pas définie pour y = 0. Nous ne discutons pas les détails techniques pour justifier la
solution.

Exemple 3.7 (Surface de révolution d’aire minimale) N
G

On se donne a < b, A > 0, B > 0, et on cherche une fonction R s

L7
LA LT 77777,
L7
77

..'.'"""llll

y(z) de classe C! telle que y(a) = A, y(b) = B et que la surface
de révolution {(z,y(z)cos,y(z)siny); = € [a,b], ¢ € [0,27]}
possede une aire minimale. On a la formule

b
Aire = 27r/yds = 27r/ y(z)y/1+y'(x)? de,
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F1G. 3.1 — Brachystochrone (gauche) et surface de révolution d’aire minimale (droite)

et ’équation d’Euler-Lagrange sous la forme (3.6) donne

Yy
yv1+y’2—%-y’: Const.

dy y?
2: 21 12 A __1
y=C0+y7)  ou =4

On résoud cette équation différentielle en utilisant la séparation des variables et la substi-
tution y = C coshu. Ceci donne v = z/C + X ou y(z) = Ccosh(z/C + \) comme solution
générale. En choisissant @ = 0 et A = 1 (normalisation) la condition y(0) = 1 devient
1 = C cosh A, et on obtient pour la solution la représentation

On en déduit

y(x) = p——" cosh (m -cosh A + )\). (3.8)

La Fig.3.1 (le dessin de droite) montre qu’en général ce probleme possede deux extrémales
(par exemple pour b = 1.148 et B = 1.731 on obtient A = —2.1 et A = 0). Pour la courbe
supérieure (celle avec le plus grand \) aire de la surface de révolution est minimale (sans
démonstration, pour plus de détails voir [Fox, page 48]).

Si le point (b, B) est en-dessous de ’enveloppe des courbes (3.8), il n’y a pas d’extrémale.
Dans cette situation, la fonction non-continue y(z) = 0 pour 0 < x < b, y(0) =1 et y(b) = B
donne la valeur minimale de I'aire (Aire = 7(1+ B?)). Elle s’appelle solution de Goldschmidt
[Tr83, page 214].

Exemple 3.8 Un exemple plus simple qui n’admet pas d’extrémale est le suivant (du a
Weierstraf}):

[y -y @) ar - min, y(-1)=0, y1)=1
L’équation d’Euler-Lagrange est alors
VL—y)+20°(L—y)y =y’ (1 =y )AL +y) = Const. B
Elle n’a pas de solution différentiable qui vérifie les conditions
aux bords. L’intégrale est minimale pour la fonction donnée par

y(z) =0 pour —1 <z <0 et par y(zr) =z pour 0 < x < 1, car
elle vaut alors zéro.

le >
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I1.4 Probléemes isopérimétriques

Considérons le probléme suivant, proposé par Euler (1734):
trouver la forme d’une chaine de longueur ¢ (4 ['équilibre),
qui est suspendue auz extrémités. Mathématiquement, ce pro-
bleme devient

b b
/ y(z)\/1+y'(xr)?der — min  ou / V1+y'(x)2de =4, (4.1)

c.-a-d., "énergie potentielle est minimale et la longueur est ¢ (condition “isopérimétrique”).

A

a b

Probléme général Soient données deux fonctions continues f(z,y,y') et g(z,y,y'), définies
dans un ouvert de IR et & valeurs dans IR, et ¢ € IR. Le probléme isopérimétrique consiste
a trouver une fonction y(z) telle que

F() = [ Fwy(e), /@) de (4.2

soit minimale parmi toutes les fonctions de classe C! satisfaisant

GO) = [ ooy @) dr = e yla) = A, y(b) = B (4.3)

Nous allons écrire ce probleme sous la forme traitée dans le paragraphe 11.2. Supposons
qu'une solution y € C!([a, b]) existe. Comme dans la discussion qui suit le Lemme 3.1, nous
introduisons ’espace vectoriel

E = {h € C([a,b]); h(a) = h(b) = 0}

muni d’une norme et nous considérons les applications Fy : E — IR et Gy : E — IR définies
par Fy(h) = F(y+ h) et Go(h) = G(y + h). Le probleme consiste alors a montrer que h =0
est un minimum de Fy(h) assujetti a la condition Gy(h) — ¢ = 0.

Théoréme 4.1 Soient f(z,y,y") et g(x,y,y') des fonctions de classe C?, et soit y € C*([a, b])
une solution du probleme isopérimétrique. Si

9y : d dg :
_ 4.4
2 (@, y(2), y'(2)) — — oy (z,y(z),y'(z)) £ 0, (4.4)
alors il existe un A\ € IR tel que la fonction
L(z,y,y") = f(2,9,9") — Ag(z,9,9) (4.5)

satisfait I’équation d’Euler-Lagrange (3.4).

Démonstration. Nous allons appliquer le Théoreme 2.2 au probleme Fy(h) — min assujetti
a la restriction Gy(h) — ¢ = 0. La condition (4.4) implique que G{(0) : E — IR est surjective.
Il existe alors un A € IR tel que Fj(0) — AG(0) = 0. Mais ceci est exactement la condition
(3.3) avec L(x,y,y') pris de (4.5). L’affirmation est alors une conséquence de la démonstration
(nécessité) du Théoreme 3.3. O
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Exemple 4.2 Pour le probleme du début de ce paragraphe nous obtenons

L(aj,y,yl) = (y — )\)W

Apres la transformation y — A\ = z, ’équation d’Euler-Lagrange est exactement la méme que
pour le probleme de la surface de révolution d’aire minimale (Exemple 3.7). On obtient donc

y(z) = A+ Ccosh(z/C + D).

Les trois parametres A\, C, D sont déterminés par y(a) = A, y(b) = B et par
b b
(= / V14 y(x)?de = / cosh(z/C + D) dx = C'sinh(z/C + D)‘b.

I1.5 Géodésiques des surfaces

Avant de discuter le calcul de géodésiques des surfaces (c.-a-d., des courbes de longueur
minimale sur une surface donnée), nous généralisons les résultats du paragrapghe 11.3 au cas
de plusieurs fonctions.

Considérons une fonction L(x,y1,...,Yn, Y1,.-.,y,). Le probleme consiste a trouver n
fonctions yi(z), ..., y,(z) telles que

[ (@), @) @), () (5.1)

soit minimale parmi toutes les fonctions de classe C' satisfaisant y;(a) = A; et y;(b) = B;
pour tout ¢ = 1,...,n. Ce probléeme correspond a celui du paragraphe I1.3 ot y : [a, b] — R".
En considérant la fonction S(g) := [’ L(z,y(z) + eh(x),y'(x) + eh'(z)) dz, nous obtenons
comme dans le Lemme 3.1 la condition nécessaire

/{fﬁ;(g—yﬁ(af, y(z),y (x))hi(x) + g—;(x, y(z), y'(:c))hé(:c)) dr =0 (5.2)

pour tout h; € C([a, b]) satisfaisant h;(a) = h;(b) = 0. Si l'on pose toutes les fonctions h;(x)
égales a zéro sauf la iéme, on voit que la condition (5.2) est équivalente a

b /oL oL
[ (5 @),y @)hile) + 5 e yta). y @)hi(a) ) de =0
pour ¢ = 1,...,n. On est donc de retour a la situation a une fonction, et comme dans le
paragraphe I1.3 on obtient le résultat suivant.

Théoréme 5.1 Soit L(z,y1, ..., Yn, Y}, - -, Yy,) de classe C*. Une fonction y : [a,b] — R" de
classe C' est une extrémale du probléme (5.1) auz extrémités fizées y;(a) = A; et y;(b) = B;,
si et seulement si pour tout i € {1,...,n}

oL
F(x, y(x),y'(x)) est continiment différentiable et
Yi

(0o, 2) = - wp(a). ) = O (5.3

)
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Revenons au probleme mentionné au début de ce paragraphe et considérons une surface
M dans IR?, donnée par une paramétrisation f : U — IR® ou U C IR* est un ouvert. On
suppose que f soit suffisamment différentiable et que f’(u) soit de rang 2 pour tout u € U.

Des exemples sont

T
f(p,0) = (cosgosin 0, sin psin @, cos 9) (sphere de rayon 1) (5.4)
flo,2) = (cos ©, sin @, z)T (cylindre) (5.5)
flp,2) = ((1 — z)cos, (1 —2)sinp, z)T (comne). (5.6)

Ils sont dessinés dans Fig. 5.1.
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Si 3 : [a,b] — U est une fonction différentiable avec ('(t) # 0 pour tout t € [a, ], alors
v(t) := f(B(t)) représente une courbe sur la surface M. La longueur de cette courbe est

donnée par
[ds=["I@lide= ["l(ro '@l d, (5.7)

car ds = ||y(t + dt) — y(t)[| ~ [|7'(¢)]| dt. Comme (f o B)'(t) = f'(B(t))F'(t), nous avons
I(f o By N = B'()" f'(B(1)" f'(B(£))'(t), et Vintégrale (5.7) devient

[VIGOF ¢ e LBA) = Y g, (A5, (53)

1,7=1

ol B (t), f2(t) sont les deux composantes de 3(t), et les g;;(u) sont les éléments de la matrice

G(u) == f'(u)" f'(u), c-a-d.,

gy(w) = 3 ey Ve (5.9)

i1 Oui O

Probleme Pour une surface M donnée, calculer les courbes sur M ayant des extrémités
fixées et une longueur minimale. Il s’agit alors de minimiser I'intégrale (5.8). Les extrémales
de ce probleme variationnel s’appellent géodésiques de la surface.

Ce probléme est un cas particulier de (5.1) et nous pourrions utiliser le Théoréme 5.1 pour
calculer les extrémales du probleme. Il y a néanmoins une astuce qui simplifie énormément
le calcul. Tout d’abord, nous remarquons qu’'une reparamétrisation de la courbe 7(t) ne
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change pas sa longueur. On peut donc se restraindre a des paramétrisations particulieres.
Une possibilité est d’utiliser la transformation <+ s définie par s(t) = [*||+/(7)|| d7. Elle est
bijective et contintiment différentiable. Pour la nouvelle variable, la courbe 7(s) := v(¢(s))

satisfait [[7'(s)[| = [[7'(€(s))t' ()| = 1, car §'(t) = [|7/()] et donc #'(s) = 1/[|7/(¢(s))]|. On
dit alors que y(s) est paramétrée par la longueur d’arc.

Théoréme 5.2 a) Supposons que la courbe v(s) = f(3(s)) soit de classe C' et paramétrée
avec un parameétre naturel (c.-a-d., || (s)|] = Const # 0). Alors, v est une géodésique de
M, si et seulement si 3(s) est une extrémale de

[ 160, 816)) ds, (5.10)

ou L(B, ") est donné par (5.8).
b) Toutes les extrémales de (5.10) sont paramétrées avec un parameétre naturel.

Démonstration. a) Si vy(s) = f(B(s)) est paramétrée avec un parametre naturel, on a
L(B(s), B'(s)) = I(f o B)'(s)[I* = I7'(s)[|* = Const et, par conséquent,

ML .50 — (2 500, () = LI d BL(5(s), B/ (s))

- = (S—;’iw(sm'(s» -5 (5(3),5«3)))).

Ceci démontre la partie (a).

b) La fonction L(3, 8’) est homogene de degré 2 en 3, c.-a-d., L(8,03") = o?L(3, ). La
dérivée par rapport & o (pour o = 1) donne l'identité d’Euler >7_, %(ﬁ, 6B, = 2L(6, 7).
On a donc '

ds ds

T 25 5000 P ide) = L), e
— 3 (S (BN + o () L)
S EN O IR s ENICIE TS
= = 2 (FE0. ) - (G005 0)) ) = o
et L(3(s), 3'(s)) = ||7'(s)||* ne dépend pas de s pour une extrémale 3(s) de (5.10). O

Exemple 5.3 (Géodésiques de la sphére) Pour la fonction f(p, ) de (5.4), on a
—sinpsinf cospcosd
f'(¢,0) =] cospsin® singcosf
0 —sind

et donc ¢11(p,0) = sin?0, gia(p,0) = ga1(p,0) = 0 et gas(p,0) = 1. La fonction L de (5.8)
devient
L(p,0,¢,0) =sin®0 -/ 2 +6'2,
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et les équations d’Euler-Lagrange sont

d d
£(2 sin® ) - (p') =0, 2sinfcosf - ¢’ ? — %(20') =0. (5.11)

La premiére équation implique sin®@(s) - ¢'(s) = Const et on obtient

olt) = pla) + [ gmel s

En supposant que ¢(a) = ¢(b) mais 6(a) # 6(b) (aprés une rotation de la sphere ceci
est toujours possible), cette relation implique que la constante Const doit étre nulle, d’on
¢'(s) = 0 et ¢(s) = ¢(a) pour tout s. De la deuxieme équation de (5.11) on déduit alors
que 0(s) = ¢1 + czs. Les géodésiques de la sphere sont donc les cercles de rayon 1 avec pour
centre l'origine de la sphere (grands cercles).

Exemple 5.4 (Géodésiques du cylindre) Pour la paramétrisation (5.5) on obtient le La-
grangien L(p, z,¢',2") = ¢'2 + 2' 2 et les équations d’Euler-Lagrange impliquent ¢"(s) = 0
et 2"(s) = 0. Les géodésiques du cylindre sont les images de droites sous I’application (5.5).
Autrement dit, si 'on déroule le cylindre, les géodésiques deviennent des droites.

T
Considérons encore des surfaces de révolution f(y,z) = (p(z) cos p, p(z) sin @, z) . La
dérivée de f est

—p(z)sinp  p'(2) cos
flle,z) = | p(z)cosp  p'(z)sing |,
0 1

et pour le Lagrangien (5.8) nous trouvons
L(p,2,¢',2) = p(2)"¢"* + (1 + ((2)")2" %, (5.12)

Théoréme 5.5 (Clairaut) Pour une géodésique (¢(s), z(s)) sur une
) . : T
surface de révolution f(p,z) = (p(z)cos e, p(z)sing, z)° on a

p(z(s)) - cos)(s) = Const,

ot (s) est Uangle au point v(s) entre v'(s) (direction de la courbe)
et le cercle horizontal de la surface.

Démonstration. L’équation d’Euler-Lagrange pour L de (5.12) donne
L(2p(2(s))%¢'(s)) = 0, d’ou p(2(5))?¢'(s) = Const. On en déduit que

cos(s) = (+/(s), (= sin @(s), cos ¢(s),0)") _ p(2(5))¢'(5) _ Const
)l C )

car 7/ (s) = f'(p(s), 2(s))(¢'(s), 2'(s))" et ||7'(s)|| = C par le Théoréme 5.2, partie (b). O
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11.6 Exercices

1.

Soit f : IR" — IR deux fois différentiable en a € IR". Démontrer que la condition du
Théoreme 1.4

f"(a)(h,h) > v||h||> pour tout h € R™ ,
avec v > 0 est équivalente & f"(a)(h,h) > 0 pour tout h # 0.

Soit B := {f : [1,00) = IR; f continue et bornee } avec pour norme || f{looc = sup;e(i o0y [f(1)]-
On considere 'application F' : £ — IR donnée par

0o £2 oo £3
F(f):/1 ft—ff)dt—/l ft—gt)dt.
Démontrer que

(a) F'(0) =0 et F"(0)(h,h) > 0 pour h # 0.
(b) 0 € E n’est pas un minimum relatif de F.
Montrer que la valeur maximale de ’expression
azx? + 2bzy + cy?
ex® +2fzy + gy
est la plus grande racine de (eg — f2)\? — (ag — 2bf + ec)\ + (ac — b?) = 0.

Considérons la fonction

2 2 2
f(z1,z9,23) = azxie®™ + z5e™ + x3e™ .
Démontrer que l'origine est un point critique. Pour quelle valeur de « € IR, 'origine est-elle
un extremum de f7

Soit m < n et A une matrice m X n de rang m. Parmi toutes les solutions de Az = b trouver
a laide de multiplicateurs de Lagrange la solution pour laquelle ||z||2 est minimale. Donner
une interprétation géométrique du résultat.
Soit E = C([0,1]) et soit F : E — IR donnée par F(y) = 2y(0)> — 3y(0)?. Démontrer les
affirmations suivantes:

(a) yo(z) =1 est un minimum relatif de F, si 'on munit £ de la norme

1Ylloo = maxge(o,1] ly(z)].
(b) yo(z) =1 n’est pas un minimum relatif de F', si 'on munit F de la norme

1
Iyl = Jitde y(a)].
Calculer géométriquement le minimum de f|y ot f(z1,22) = z? + 23, et
M = {(z1,22); g(x1,29) = 0} avec g(z1,22) =25 — (a1 —1)° .
Montrer que le systeme
fl(z) = Ad'(z) = 0
ne possede pas de solution. Expliquer pourquoi.
Calculer la valeur maximale de
xayczc (a’7 ba C Ty Y, 2 > 0)
sujette & la condition z* +y*¥ 4+ 2* = 1, (k> 0) . En déduire I'inégalité
uavbwc u+v+wa+b+c
=) (=) (=) < [——— .
<a> <b> <0> - <a+b+0>
(Condition nécessaire). Soit E un espace vectoriel normé, et U C E un ouvert. Soient f :
U— R, g:U — IR™ deux fois différentiables en a € M, ou M = {z € U; g(z) = 0} et

soit ¢'(a) surjective. Montrer Paffirmation suivante: Si f|ys posséde un minimum relatif en
a, alors il existe Ay,---, A, tels que

@) =S hgil@) =0 et (N@—i%%@)%MZO
i=1 i=1

pour tout les A tels que ¢'(a)h = 0.
Indication. Appliquer le Théoréme 1.3 A la situation de la démonstration du Théoréme 2.2.
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13.

14.

15.

16.
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Calculer les extrema relatifs de f(z,y,2) = 2% + y? + 22 sur M on
2 2 2
N VL
M {(w,y,z), Tt Tos—let? x+y}

Vérifier les conditions suffisantes pour un extremum.

Calculer I’aire de révolution pour la fonction

1
= h h
y(x) T (z cosh A+ )
et pour 0 < x < b. Avec b = 1.148 comparer les valeurs obtenues pour A = —2.1 et A =0 et

celle de la solution de Goldschmidt (voir la Fig.3.1).
Résultats numériques. 13.22, 11.33 et 12.55.

Considérer le probleme de la brachystochrone (Exemple 3.6) avec les valeurs b=1et B =1
(et utiliser la normalisation 2g = 1).

(a) Calculer le temps T (y) pour la droite y(z) = .
(b) Démontrer que pour le cercle y(z) = /1 — (z — 1)? on obtient

/2
Ty) = [ (sing) s

(la solution proposée par Galilée). Démontrer que Th(y) < Ti(y) (utiliser une table
d’intégrales si nécessaire).

(c) Calculer le temps T3(y) pour la cycloide (en utilisant les valeurs C' = 1.1458 et @eng =
2.4120).
Résultats numériques. 2.8284, 2.6221, 2.5819.

Pour le probléme de minimisation de
b 2 2
T(y) = / (Zacy—l— (z” + 3y )y') dz
a

montrer que I’équation d’Euler-Lagrange s’annule identiquement. Trouver une fonction f(z,y)
telle que L(z,y,y')dr = df(z,y) et montrer que l'intégrale T'(y) ne dépend que de y(a) et
y(b), mais pas de la forme de y(z).

Déterminer les extrémales des problemes suivants
b 2 2 /
Ti(y) = [ (2o() ~y2(0) + 352 @)y (@) do
a

n) = [a/ityera

Déterminer les extrémales des problemes suivants
T0) = [ (@7 + 120y@)dr avee y(0)=2, y(1) =3,
1) = [ V@04 @) e avee y(1) =3, y2) =2
Trouver ¢ : [a,b] = IR, ¢ > 0 avec p(a) = ¢, p(b) =d et ¢,d > 0 qui minimise

/” VI+()*a)
o () '

Remarque. Cette intégrale représente la longueur hyperbolique d’une courbe I' dans le demi-
plan de Poincaré H = {z € €'; S(z) > 0} paramétrisée par (¢, p(t)).
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17. Déterminer la fonction ¢ — p(¢) extrémale du probléme de minimisation de

[ freidors

avec p(a) = r et p(8) = R. Interpreter geometrlquement le probléme et sa solution. Méme

question pour la fonction p — ¢(p
/ (/1 +p%(5-)%dp

18. La figure ci-dessous a été copiée d’un hvre publié en 1996. Les courbes dessinées peuvent-elle
étre des géodésiques?

et les conditions p(r) = a et (R

-

z'y_/
WS

19. Le principe de Hamilton dit que

/Ldt —  min

ou L =T —U, T est 'énergie cinétique et U est ’énergie potentielle. 7

(a) Pour le pendule simple, considérons l'angle o comme la coordon-

née généralisée. L'énergie cinétique est T = (22 + y?) = 2026 ¢

et Pénergie potentielle est U = mgy = —mgl cos a (car = £sin« et

y = —£ cos ). Déterminer les équations d’Euler-Lagrange. m
(b) Déterminer les équations du mouvement du pendule sphérique de lon-

gueur [. En utilisant les coordonnées sphériques

x = lcospsin® , x = Isinpsinf , z = [cosf ,
le résultat est donné par
9" = % sin § 4 sin 6 cos 0(¢')*
sinfp” = —2cos 00’y (6.1)

Indication. T = m(z"? + y'? + 2'*)/2, U = mgz.

20. On considere le probleme

b
/a L(z,y(2),¢/(2),4"(2)) dz  — min,

ou y(a) = Ao, y'(a) = A1, y(b) = By and y'(b) = By. Montrer que si L(z,y,y",y") et y(z)
sont suffisamment différentiables, alors une condition suffisante pour un extremum est

2
B V@)V @) = o (o), (@), ) + 5 (o), (), ) = 0.

(6.2)
L’équation (6.2) s’appelle équation d’Euler-Poisson.
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21. Résoudre le probléme
l
/ <gy"($)2 + py(x)) de — min.
—l

avec y(—1) =0, y'(=1) =0, y(I) =0 and y'(I) = 0 et n et p sont des constantes.
y( y y y n et p



Chapitre 111

Equations différentielles ordinaires

Dans de nombreuses applications, la dynamique d’un systeme peut etre modélisée par des
équations différentielles ordinaires. Par exemple, en mécanique (en utilisant la loi de Newton),
en astronomie (le mouvement des planetes ou I’étude des galaxies), en dynamique moléculaire
(le comportement des atomes), en chimie (des réactions chimiques), en électronique (circuits
intégrés), en biologie (le développement de populations), etc. Au Chapitre II sur le calcul
variationnel nous étions aussi confrontés aux équations différentielles ordinares (les équations
d’Euler-Lagrange).

Dans quelques cas treés rares on arrive a trouver la solution sous forme analytique (voir
[HWO95, I1.7, 11.8]). Mais, en général, on est obligé d’utiliser des méthodes numériques pour
obtenir les solutions (voir le cours “Analyse Numérique”). Dans ce chapitre, nous allons
traiter surtout des propriétés théoriques de solutions des équations différentielles ordinaires.
En particulier, nous étudierons I'existence et ['unicité de solutions, leur sensibilité par rapport
a des perturbations et leur comportement sur des longs intervalles (stabilité).

III.1 Terminologie et quelques exemples

Une équation différentielle ordinaire est donnée par une relation de la forme
F(z,y,9,y",....4™) =0, (1.1)

otz € Rety,y,...,y™ e R". La fonction F est définie dans un ouvert de IR x R™™+1).
On dit que I'équation différentielle est de [’ordre m, si m est la dérivée maximale qui apparait
dans I'équation. Une fonction y : I — IR" (ou I est un intervalle dans IR) est une solution
de (1.1), si elle est de classe C™ et si

F(z,y(z),y'(2),y"(x),...,y"™(2)) =0 pour tout z € I.

Exemple 1.1 (Clairaut 1734) Considérons ’équation différentielle

y—ay + f(y') =0. (1.2)

Elle est donnée sous forme implicite, c.-a-d., par une équation nonlinéaire en y’. On vérifie
sans probleme que les droites y(x) = Cx — f(C) sont des solutions (voir Fig. 1.1 pour les
cas ou f(t) = 5(t* — t)/2 (gauche) et f(t) = t* + ¢ (droite)). L’enveloppe de cette famille
de droites est également une solution (voir Exercice 4). Si 'on fixe un point (zg,y) dans
IR?, on voit que dans un certain domaine il y a plusieurs solutions qui passent par le méme
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Fia. 1.1 - Solutions de I’équation de Clairaut (Exemple 1.1)!

(20, Y0), alors que dans une autre partie il y a une seule solution ou pas de solution du tout.
L’explication de ce fait est que, pour (z,y) fixé, ’équation (1.2) admet trois, deux, une ou
pas de solution pour y'.

Pour une équation différentielle de la forme (1.1) il est en général tres difficile d’obtenir
des résultats sur 'existence ou I'unicité de solutions (comme on a vu dans I’Exemple 1.1).
Nous allons donc nous restreindre a la situation ou 'equation (1.1) peut étre résolue par
rapport a la dérivée maximale y("™. Nous écrivons alors

y™ =g(z,y.y Y y™ ). (1.3)
Une telle équation différentielle est dite explicite. Si 'on introduit des nouvelles variables
pour les dérivées dans I'expression de droite de (1.3), par exemple y; : =y, y2 :== ¢/, ..., Yy :=
y™=1 nous obtenons le systéme équivalent
Y = Y
e 1.4
Ym1 = Ym (14)
y;n - g(xayla' .. ;ym)
qui représente une équation différentielle d’ordre 1 pour le super-vecteur (yi,...,ym)? (ob-

servons que les y; sont en général aussi des vecteurs). En notant ce super-vecteur de nouveau
par y et l'expression de droite par f(z,y), le systeme (1.4) devient simplement 3’ = f(z,y).
Pour étudier des équations différentielles explicites il suffit alors de considérer le cas m =1
dans (1.3).

Exemple 1.2 (prédateur et proie) L’expansion de deux populations (par exemple, y(t)
pour le nombre de lievres et z(t) pour le nombre de lynx) peut étre modélisée par les équations
de Volterra-Lotka

y =yla—pB2), =20y -9), (1.5)
ou a, (3,7, 0 sont des constantes données. Ceci implique que la population y croit si z est plus

petit qu'une certaine valeur de seuil (/) alors que sinon elle décroit. Pour I'autre popula-
tion, c’est le contraire. Pour étudier les solutions, divisons les deux équations et considérons

1. Le dessin de gauche de la Fig. 1.1 a été pris du livre [HNW93].
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Fic. 1.2 — Equations de Volterra-Lotka et de van der Pol

y comme fonction de z (ou z comme fonction de y). On obtient ainsi (par séparation de
variables)

dy _ yla—p2) (vw=90) , _ (a—Bz)
Az -0 O y T

Une intégration de la dérniere équation donne

vy —dlny=alnz — B2+ Const. (1.6)

Dans la Fig.1.2 (gauche) sont déssinées des courbes de niveaux de la fonction (1.6) pour
a=1,0=1,v=1,0 = 2. Chaque solution (y(t), z(¢)) reste sur une courbe de niveau pour
tout ¢ € IR. Ceci suggere que les solutions de (1.5) sont périodiques.

Exemple 1.3 (van der Pol) L’équation van der Pol
y' =c(1—y*)y —y, =04 (1.7)

est une perturbation de l'oscillateur harmonique y” + y = 0, qui possede comme solution
y(t) = Acos(t — ), 2(t) = y'(t) = —Asin(t — ¢) (cercles). Les solutions de (1.7) dans le plan
(y, z) sont dessinées dans la Fig. 1.2 (droite). On observe que toutes les solutions s’approchent
d’une solution périodique qui est une déformation du cercle de rayon 2.

Dans le deux derniers exemples on constate que les courbes de solutions dans 'espace
(y,z) ne s'intersectent jamais. Ceci signifie qu’il n’y a pas plusieurs solutions différentes
passant par le méme point. Notre premier but dans ce chapitre est d’étudier des conditions
suffisantes pour qu’un probleme

y, = f(xay)a y(.’L‘O) =Y (18)

possede une solution unique. On appelle zq et yo valeurs initiales, et le probleme (1.8)
avec valeurs initiales données s’appelle un probleme de Cauchy ou un probleme aux valeurs
initiales.
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I11.2 Existence et unicité du probleme de Cauchy

Considérons le probleme de Cauchy

y, = f(xay)a y(.’L‘O) =Y (21)

ou f:U — IR" (avec U C IR x IR" ouvert) est une fonction continue. En intégrant 1’équation
différentielle entre zy et x on obtient [’équation intégrale

v@) = w0+ [ Flty(0)dn (22)

Chaque solution de (2.1) est donc solution de (2.2). Le contraire est vrai aussi. Si une fonction
continue y(x) vérifie (2.2) sur un intervalle I, alors elle est automatiquement de classe C* et
elle vérifie (2.1).

Itération de Picard-Lindel6f L’équation (2.2) peut étre considérée comme un probléme
a point fixe dans C(I). L’idée est d’appliquer la méthode des approximations successives
(voir 1.6). Elle s’écrit sous la forme

yo(z) = o ) (ou une fonction arbitraire)

rr(z) = yo+ / ) ar (2.3)
| e

y2(z)
Ya(z)
y1(z)

| () \ N
S N S W S T W B

Fic. 2.1 — Itération de Picard-Lindelof pour le probleme de I’Exzemple 2.1

Exemple 2.1 Considérons le probleme

y=-y,  y(0)=1
avec comme solution exacte y(z) = 1/(1 4+ z). Les premieéres approximations obtenues par
I'itération de Picard-Lindelof sont yo(z) = 1, y1(z) = 1 —xz et yo(x) = 1 — 2 + 2% — 23/3
(voir la Fig. 2.1). On observe une convergence rapide vers la solution exacte dans I'intervalle
[0, 3.75]. Pour x trop grand, I'itération diverge.

Lemme 2.2 Soit A = {(z,y) € R x R"; |x — xo| < a,|ly — vl < b}, f: A — IR" une
fonction continue et M = max; ea || f(2,y)||. Pour a := min(a,b/M), 'opérateur

(Ty)() = v+ [ F(t(e)) at (24)

est bien défini sur B := {y : [xg — a,xy + o] — IR"; y continue et ||y(x) — yol| < b} et il
satisfait T(B) C B.

Démonstration. L’affirmation est une conséquence de

[(T) @) —wll = || [ sev@)a] <[5 @)l dt < Mle—al S Ma<h. o
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On dit qu’'une fonction f : A — IR" (avec A comme dans le lemme précédent) satisfait
une condition de Lipschitz si

1f(2,9) = f(@,2)[| < Llly =2l pour (z,y),(z,2) € A, (2.5)

La constante L s’appelle constante de Lipschitz. Remarquons que la condition (2.5) n’est
pas une conséquence de la continuité de f(z,y). Par exemple, la fonction 4/|y| est continue
sans vérifier (2.5). D’autre part, chaque fonction de classe C' vérifie (2.5). Ceci est une
conséquence du théoréme des accroissements finis (voir 1.5).

Si f(x,y) satisfait une condition de Lipschitz et si L < 1, l'opérateur T de (2.4) est
une contraction sur B (notation comme dans le Lemme 2.2). Dans cette situation on peut
appliquer le Théoreme du point fixe de Banach (voir 1.6) pour conclure que Ty = y possede
une solution unique dans B. Nous allons démontrer I’existence et 'unicité d’une solution
sans cette condition supplémentaire sur c.

Théoréme 2.3 (existence et unicité du probleme de Cauchy) Considérons [’en-
semble A= {(x,y) € R x R"; |v — xzo| < a, ||y — yol| < b} et supposons que f: A — IR"

e s0it continue,

e satisfasse une condition de Lipschitz.

Alors, le probléme de Cauchy y' = f(z,y), y(xo) = yo posséde une solution unique sur
I =[2g — a,20+ al, ot a =min(a,b/M) et M = max( yyea || f(z,y)]-

Démonstration. FExistence. L’idée est de démontrer que l'itération de Picard-Lindelof con-
verge uniformément sur I vers une solution du probleme de Cauchy. Dans une premiere
partie nous allons démontrer que

N |:L‘ - .’L‘0|k+1
lyrs1(z) — yr(@)]| < ML W

pour |z —zp| < a. (2.6)
Pour k = 0 avec pour yo(x) = yo, cette estimation suit de || [ f(,y(t)) dt|| < M |z — x|
Supposons qu’elle soit vraie pour k£ — 1. Alors, on a pour zg < = < xg + « que

Ipeia(e) =@l < 17 (0) = FEmea @) dt <L [ lyet) = e a(0)at

o [t — x|k P |z — o[+

< ML’“/
- v k! (k+1)!

(la démonstrations pour zy — o < z < xy est analogue).
De l'estimation (2.6) nous déduisons que {yx(x)} est une suite de Cauchy pour la norme
[9lloc = maxees |ly(2)|- En effet,

lgim(@) = k@) < [erm(@) = vermot @]+ + g () — (o) |
(e o LA PR
L\ (k+m)! 7 (k+1)

< < = T
L i 7

ce qui est borné par le reste d’une série convergente. Donc, cette expression est plus petite

que ¢ si k est suffisamment grand. Comme 1’espace des fonctions continues avec la norme

ly||oo est complet, la suite {yx(z)} converge vers une fonction continue y : I — IR".



Lquations atjjerentieites orainalres

Pour démontrer que cette fonction y(z) est une solution du probléme de Cauchy, nous
passons a la limite £ — oo dans (2.3). Comme {yx(z)} converge uniformément et f(z,y) est
uniformément continue sur le compact A, la suite { f(x, yx(z))} converge uniformément vers
f(z,y(z)). On peut donc échanger la limite avec 'intégration dans (2.3) et on voit que y(z)
est solution de 'équation intégrale (2.2).

Unicité. Supposons que y(z) et z(z) soient deux solutions sur I. Ceci implique que
y(@) — z(x) = [5(f(&y(t) — f(2,2(1))) dt. On en déduit que [jy(z) — 2(z)|| < 2M |z — zo|.
Comme dans la premiere partie de la démonstration nous trouvons par récurrence que pour
tout k£ > 0
" |z — ao|F+ B IM (La)kJrl‘

(k+1)! — L (k+1)!

La limite £ — oo montre que ||y(x) — z(x)|| = 0 pour tout = € I. O

ly(z) = 2(2)|| < 2M

I11.3 Théoreme de Peano

Montrons d’abord par un exemple qu’on ne peut pas omettre ’hypothese sur la condition
de Lipschitz pour conclure 'existence et 'unicité d’une solution du probleme de Cauchy.
Exemple 3.1 Considérons I’équation différentielle

y'=2y/|yl. // //
On vérifie que y(x) = 0 ainsi que y(z) = (v — ¢)? T2 3
pour x > ¢ et y(z) = —(c — x)? pour z < ¢ sont B
des solutions. Le probleme de Cauchy avec pour va- ,
leur initiale y(0) = 0 possede donc une infinité de

solutions (voir le dessin). Observons que f(z,y) = 2,/|y| ne satisfait pas une condition de
Lipschitz et que le Théoreme 2.3 ne peut donc pas étre apphque

—

Le but de ce paragraphe est de démontrer 1'existence (mais pas 'unicité) d’une solution
de (2.1) sans utiliser une condition de Lipschitz. Dans cette situation l'itération de Picard-
Lindelof n’est pas utile comme le démontre I’Exercice 10. Nous considérons donc une autre
suite de fonctions approchant une solution du probleme de Cauchy.

......................... solution exacte
——— polygones d’Euler

F1G. 3.1 — Polygones d’Euler pour y' = —y?, y(0) = 1 avec solution exacte y(z) = 1/(1 +x)
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Polygones d’Euler (Euler 1768) L’idée est d’approximer la solution localement par sa
tangente y(z + h) =~ y(x) + hf(xz,y(x)). Pour un A > 0 donné, nous considérons alors la
suite {xp, Yn }n>0 donnée par

Yn+l = Yn + hf(xna yn); Tpt1 = Ty + h,

et nous notons par y,(x) la fonction linéaire par morceaux qui passe par les points (z,, y,).
Ces polygones sont dessinés pour le probleme 3 = —y?, y(0) = 1 et pour h = 1,1/2, ... dans
la Fig.3.1.

Lemme 3.2 Soit A = {(z,y) € R x R"; |z —xo| < a,|ly —wol <0}, f: A — R"
une fonction continue, M = maxea || f(2,y)| et o := min(a,b/M). Pour h = a/N (avec
N € IN), le polygone d’Euler satisfait (x,y,(z)) € A pour x € [y, xo+a] et on a lestimation

lyn(x) — yn(Z)|| < M |z — T pour x,T € [xg,To + . (3.1)

Démonstration. Par récurrence on voit que (x,,y,) € A pour n =0,1,..., N. En effet, on a
|Yns+1 — Unll < AM et ||ypns1 — yol| < (n+1)AM < aM < bsin+1 < N. Ceci implique que
(z,yn(z)) € A pour tout x € [xg, zy + a. L’estimation (3.1) est une conséquence du fait que
yn(x) est linéaire par morceaux et que la pente est partout bornée par M. O

Définition 3.3 Une famille de fonctions f; : I — IR" (ou I est un intervalle) s’appelle
équicontinue, si pour tout € > 0 il existe un & > 0 tel que

Vi Vor (lr—zl<d = |fil@) - [@)) <e)
Il est important que 0 ne dépend que de £ et non de j.

Théoréme 3.4 (Arzela-Ascoli 1895) Soit f; : [a,b] — IR" une famille de fonctions sa-
tisfaisant

o {fj(x)} est équicontinue,
e pour tout x € [a,b] il existe un M(z) € IR tel que || f;(z)|| < M(z) pour tout j.

Alors, la famille { f;(x)} posséde une sous-suite {g,(x)}n>1 qui converge uniformément vers
une fonction continue g : a,b] — IR".

Démonstration. Construction de la sous-suite. L’ensemble @ N [a,b] est dénombrable et
dense dans [a,b]. Il peut donc étre écrit comme @ N [a,b] = {x1,x9,23,...}. La famille
{f;j(z1)} est bornée dans IR" et, par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, possede une sous-
suite convergente. Notons-la par { fi;(z1)},5,. Donc

fu(@), fiz(x), fis(z), ... converge pour Ij.

Considérons maintenant la suite { fi;(x2)}.o,. De nouveau, par le théoreme de Bolzano-
i i>1 )

Weierstrass, cette suite possede une sous-suite convergente et on trouve une suite telle que

for1(x), faz(x), fa3(x), ... converge pour x; et pour xo. Apres n étapes on trouve une sous-suite

{fui(2)};5, de {fj(x)} telle que

fnl(x)a an(ZL‘), fn3(x)7 Tt converge pour Ty, Ty, ..., In.
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L’idée est de considérer la “suite diagonale” g, (x) := f,,(x). Cette suite converge pour tout
z¢ € @ Na,b], car {gn(x¢)},~, est une sous-suite de { fo,(x¢)},~,, qui converge.
Convergence uniforme. Pour un £ > 0 donné, il existe un 6 > 0 tel que pour tout n > 1

[z —z[ <0 = |[lgn(z) —ga(2)|| <e. (3:2)

Choisissons un nombre fini de points xy, s, ...,2,-1 € ® N |a,b] satisfaisant a = zy < 21 <
< Xy < g =bet x4 —ax; < J. Pour un x € [a,b], notons par ¢ 'indice tel que
x € [x4,xp41]. Utilisons I'inégalité du triangle:

190(x) = g (@)]| < [lgn(x) = gn(ze) || + [lgn(ze) = gm (@) + [|gm(z2) = gun ()]]-

Par (3.2) on a que [|g,(z) — gn(xe)[| + ||gm(7e) — gm(x)|| < 26. Comme {g,(z()},, est une
suite convergente, il existe un entier Ny tel que ||g,(z¢) — gm(x¢)|| < € pour tout n,m > N,.
En prenant N := max{Ny; ¢ = 0,1,...,q}, on obtient alors ||g,(z) — gm(2)|| < 3¢ pour
n,m > N. Comme N ne dépend pas de z, la convergence uniforme de {g,(x)},~, sur [a,b]
est démontrée. La continuité de la fonction limite suit alors d’un résultat du cours “Analyse I”
(voir [HW95, I11.4]). O

Théoréme 3.5 (Peano 1890) Considérons l'ensemble A = {(z,y) € R x R"; |x — xy| <
a, ||y —1yol| < b} et supposons que f: A — IR"™ soit continue, que ||f(x,y)|| < M sur A et que
a = min(a,b/M). Alors, le probléme de Cauchy y' = f(z,v), y(zo) = yo posséde au moins
une solution sur [xy — «, o + a.

Démonstration. Nous considérons les polygones d’Euler y;,(x) pour h = o/ N avec N € IN.
Cette suite est bornée (||yn(z) — yol| < M |z — x| < Ma) et équicontinue (Lemme 3.2).
Par le Théoreme de Arzela-Ascoli, la famille {y,(z)} possede une sous-suite qui converge
uniformément vers une fonction continue y : [xg, o + o] — IR". Il reste a démontrer que
y(z) est une solution du probleme de Cauchy. L’existence d’une solution sur [zo — a, x¢] se
démontre de la méme maniere.

Pour un z € [zy, ¢ + ] donné, notons par ¢ = ¢(h) l'indice tel que = € [z, xp41] ol
xy = xg + Lh. La valeur de y,(x) peut donc étre écrite comme

Yn(x) — Yo = hf (w0, y0) + ...+ hf(@e 1,90 1) + (2 — 20) f (20, Y0) (3.3)

ou (z;,y;) sont les approximations obtenues par la méthode d’Euler. Comme f(¢,y(t)) est
continue et donc intégrable au sens de Riemann, on a que

/I: f(t,yt)dt = hf(zo,y(zo))+ ... +hf(ze 1, y(xe 1))+ (x —x0) f (20, y(20)) + 7 (h) (3.4)

avec r(h) — 0 pour h — 0. La continuité uniforme de f sur A et la convergence uniforme
de la sous-suite de {y,(z)} vers y(x) impliquent que ||f(z,yn(x)) — f(z,y(x))|| < & pour
h suffisamment petit (évidemment seulement pour les h tels que y,(z) appartienne a la
sous-suite). En utilisant y,(z;) = y;, la différence de (3.3) et (3.4) donne 'estimation

on(@) —w— [

zo

f(ty@®) dt| < |z = wol e+ r(h)]| < ac + [r(W)]],

ce qui devient arbitrairement petit pour A — 0. La fonction continue y(x) satisfait donc
’équation intégrale (2.2), et elle est une solution du probleme de Cauchy. |
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I1I.4 Prolongement des solutions et existence globale

Méme si la fonction f(z,y) est de classe C! partout dans IR x IR", on n’a pas la garantie
que la solution du probleme de Cauchy y' = f(z,y), y(x¢) = yo existe pour tout x € IR. Par
exemple, le probleme y’ = 1+ y? possede y(x) = tan(z — ¢) comme solution et cette solution
ne peut pas étre prolongée a un intervalle plus grand que (¢ — /2, c+m/2), car y(x) — £oo
siz—ctm/2.

Nous allons démontrer que, pour un probléeme ou f(z,y) est de classe C* sur IR x IR", on
a seulement deux possibilités: soit la solution existe sur [z, 00), soit elle tend vers l'infini en
temps fini, c.-a-d., elle existe sur [zp,wy) avec wy < 0o et on a que ||y(z)|| — oo si z — w.
On a des affirmations analogues pour x < xy.

Définition 4.1 Une fonction f : U — IR" (ou U est un ouvert de IR x IR") satisfait
localement une condition le Lipschitz, si pour tout (x¢,yo) € U il existe un voisinage V C U
tel que f satisfait une condition de Lipschitz sur V' (voir (2.5)).

Si la fonction f : U — IR™ est de classe C!, elle satisfait localement une condition de
Lipschitz. Ceci est une conséquence immédiate du théoreme des accroissements finis.

Lemme 4.2 Soit U C IR x IR" un ouvert et supposons que f : U — IR" soit continue et
qu’elle satisfasse localement une condition de Lipschitz. Alors, pour tout (zo,yo) € U il existe
un intervalle ouvert I, = (w_,wy) avec —00 < w_ < xy < wy < 00 ayant les propriétés
sutvantes:

e le probléme y' = f(x,y),y(xo) = yo posséde une solution unique sur Iyay,

e siz: I — IR" est une solution de y' = f(x,y),y(xo) = yo, alors I C Iynax €t z =1yl;.

Démonstration. a) Soient y : I — IR" et z : J — IR" deux solutions de y' = f(z,v),
y(zg) = yo sur des intervalles I et J contenant xzy. Alors, on a y(z) = z(x) sur I N .J. Pour
le démontrer, supposons (par P’absurde) qu’il existe un z € I N J tel que y(z) # () et
considérons le premier point ou les deux solutions se séparent. Le Théoreme 2.3 montre
qu’un tel point ne peut pas exister.

b) Définissons l'intervalle

Lo = U { I ‘ I est un 1ntervalle ouvert, o € I et } (4.1)

Y),y(xo) = yo possede une solution sur [

Cet intervalle est ouvert, car il est 'union d’intervalles ouverts. Nous définissons maintenant
Y : Inax — IR" de la maniere suivante: chaque x € I, est contenu dans un intervalle [
ou le probleme de Cauchy possede une solution. On peut donc définir y(z) comme la valeur
de cette solution. La partie (a) montre que la fonction y(x) est bien définie sur I, et que
y(z) est une solution du probleme de Cauchy. L’unicité de la solution est une conséquence
du Théoreme 2.3. O

Pour I'exemple 3 = 1 + y* du début de ce paragraphe, nous avons Iyax = Inax(To, ¥o) =
(c—7/2,c+m/2) ol ¢ = xy — arctan yp.

Théoréeme 4.3 Supposons que la fonction f : U — IR" (U un ouvert de IR x IR") soit
continue et qu’elle satisfasse localement une condition de Lipschitz sur U. Alors, chaque
solution de y' = f(x,y) posséde un prolongement jusqu’au bord de U. Plus précisément, soit
Y : Imax — IR™ la solution passant par (xo,yo) € U, alors pour tout compact K C U il existe
x1, Tg € Imax avec Ty < xg < Ty tel que (x1,y(x1)) & K et (zq,y(22)) € K.
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Démonstration. Soit I = (w_,w). Si wy = o0, il est évident qu'il existe un xy >
satisfaisant (xq,y(r2)) € K (car K est borné). Considérons alors le cas ou wy < oo, et
supposons par l'absurde qu'il existe un compact K C U tel que (z,y(z)) € K pour tout
z € (zg,wy). Comme f(x,y) est bornée sur K, nous avons que

lyt@) = @)l = | [ sty@)de| <21l — 3l <=

si et T sont suffisamment proches de w,. Par conséquent, la limite lim,_,,, y(z) = y;
existe. Le point (wy,y;) est dans K C U, car K est fermé. On peut donc appliquer le
Théoreme 2.3 qui garantit P’existence d’une solution de y' = f(z,y), y(wy) = y, dans un
voisinage de w, . Ceci contredit la maximalité de l'intervalle [,,,. L’existence de x; vérifiant
les propriétés démandées est démontrée de la méme maniere. O

Une équation différentielle ou f ne dépend que de y s’appelle une équation différentielle
autonome. Si y(z) est une solution de y' = f(y), alors z(z) = y(z — ¢) est aussi une solution
(on vérifie que 2'(z) = y'(z — ¢) = f(y(z —¢)) = f(2(z))). On peut donc fixer la valeur de
) a 0.

Théoréme 4.4 (systémes dissipatifs) Supposons que f : IR" — IR" satisfasse localement
une condition de Lipschitz et que

(f(y),y —v) <a—=pyl? (4.2)
est vérifié avec un vecteur v € IR" et avec a > 0 et > 0. Alors, quelque soit vy, le probléme
vy =rfy), y0)=y (4.3)

possede une solution qui existe pour tout x > 0.

Démonstration. Considérons les boules By = {y € R"; ||y||>? < a/Btet B={y € R"; |ly—
v|| < R} avec un R > ||v|| + y/«/F suffisamment grand pour que By soit contenue dans
l'intérieur de B. Pour y € 0B, on a (f(y),y — v) < 0, ce qui signifie que le vecteur f(y)
pointe vers l'intérieur de B. Les solutions ne peuvent donc pas sortir de la boule B. Si I'on
choisit R assez grand pour que yo € B, l'existence globale de la solution sur [0, 00) est une
conséquence du Théoreme 4.3. O

Exemple 4.5 Les équations de Lorenz sont données par

Yy = —0y1 + oy
Yo = —Y1Ys + Y1 — Y2 (4.4)
yé = Y1y2 — bys

ou o = 10, r = 28 et b = 8/3. La Fig.4.1 montre la premiére composante en fonction
du temps pour 0 < z < 100 et la Fig.4.2 montre la solution dans I'espace de phase pour

AL s
R

F1G. 4.1 — Premiére composante de (4.4) en fonction du temps
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Y2
20

valeur initiale 10
\

77— Y,

—-10+

-20
F1G. 4.2 — Deuz vues de la solution de I’équation de Lorenz (4.4)

0 < z < 30 avec comme valeurs initiales y;(0) = —8, y»(0) = 8 et y3(0) = 27. Elle est tres
“chaotique”.

Nous allons montrer que ce systeme est dissipatif. Pour cela, nous considérons un vecteur
v = (0,0,7)T et nous obtenons

(f),y— vy =—0oy; —ys — bys + (0 + 7 — V)Y + byys.

Avec le choix v = o+ et en utilisant 'inégalité 2vys < y35 +~* (ceci est une conséquence de
(y3 —v)? > 0), on voit que (4.2) est vérifié avec pour o = by?/2 et pour 3 = min(o, 1,b/2).
La solution du syteme de Lorenz existe donc pour tout x € [0, 00), quelle que soit sa valeur
initiale.

II1.5 Inégalités différentielles et solutions approchées
Une solution approchée du probleme de Cauchy

y, = f(xay)a y(.’lf()) =Y (51)

est une fonction v(z) pour laquelle le défaut (x) := v'(x) — f(x,v(x)) est petit. On cherche
a obtenir des estimations pour ||v(z) — y(z)||. Souvent la fonction v(x) n’est pas partout
différentiable (pensons aux polygones d’Euler). Nous introduirons alors la dérivée de Dini et
nous utiliserons un résultat sur les inégalités différentielles pour obtenir une estimation de

lo(z) =y ().

Définition 5.1 Soit m : I — IR une fonction continue sur 'intervalle I. La dérivée de Dins
est définie par

. . . m(x+h)—m(x)
D,ym(z) = I%éﬂf Y :
Si m possede une dérivée a droite en z, alors D, m(x) = m/(x 4+ 0). Dans cette situation,

on a pour toute norme
D[[m(z)|| < |lm/(z + 0)]]. (5.2)
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Ceci découle de I'inégalité ||m(z+h)||—[|m(x)|| < ||m(z+h)—m(z)||. Un exemple sans dérivée
a droite en 0 est la fonction m(z) = xsin(1/z). Pour cette fonction, on a Dym(0) = —1.

Théoréme 5.2 Soient m : [zg, x9+a) = IR et u: [vy,x9+a) — IR deux fonctions continues
satisfarsant

D.ym(z) < g(z,m(x)) pour & € [To, o+ a)
Diu(z) > g(z,u(x)) pour x € [xg, xo + a)
m(zy) < wu(xg)

Alors, on a m(x) < u(x) pour tout x € [xg,x9+a) (ici, g est une fonction arbitraire a deux
variables réelles).

Démonstration. Supposons qu’il existe zy € (xg, 2o + a)
avec m(xq) > u(x2). Alors, la valeur

zy:=inf{x ; x >z et m(t) > u(t) sur [z, xs]}

est bien définie et, par continuité des fonctions m et u,
on a que m(xy) = u(zy) et m(xy + h) > u(x, + h) pour
h > 0 suffisamment petit. Par conséquent,

m(xy +h) —m(zy) _ u(xy +h) —u(z) Lo 1 L2
h g h
pour h > 0 et petit. On en déduit que Dym(zy) > Diu(x;). Mais ceci est en contradiction
avec Dym(xy) < g(xy, m(z1)) = g(z1, u(x1)) < Diu(zy). O

Le résultat suivant est fondamental pour toutes les estimations concernant des solutions
approchées.

Théoréme 5.3 (lemme fondamental) Soit U C IR x IR" un ouvert, f : U — IR" une
fonction continue, y : [xg, o +a) — IR" une solution dey' = f(z,y) et v : [xg,xo+a) — R"
une fonction continue qui posséde partout une dérivée a droite. Alors, les estimations

| (x +0) = fz,v(x))|| <6 (v est solution §-approchée)
1f (2, y(2)) = fz,0(@))]| < Llly(z) - v(@)]

impliquent que pour tout x € |xy, Ty + a)

ly(a) = v(@)I] < ly(wo) — v(wo)|| " ™) + %(emm) - 1).
Démonstration. Posons m(z) = |ly(z) — v(x)|. En utilisant (5.2) et les hypotheéses du
théoreme, nous avons que
Dym(z) < ||y (z) = v'(z + 0)[| < Lm(z) + 6.
Définissons maintenant u(x) par u(zg) = m(zg) et
u'(x) = Lu(z)+d+¢e> Lu(x)+9
avec un ¢ > 0. La solution de cette équation différentielle est donnée par

L(z—v0) (0+¢) (em*wo) _ 1).

L
Le Théoreme 5.2 avec pour g(z,y) = Ly + J montre que

u(z) = u(zp) e

||y(x) - ’U(.’L‘)“ < ||y(.'1,‘0) — U(gjo)“ eL(I*“"O) + @(el&xwo) _ 1)

pour tout € > 0. La limit ¢ — 0 donne 'affirmation du théoreme. O
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Dépendance continue des solutions des valeurs initiales Supposons que f : U — IR"
vérifie les hypotheses du Théoréme 2.3 (existence et unicité du probleme de Cauchy). Nous
exprimons par y(x, zg, yo) la dépendance de la solution des valeurs initiales. Cette fonction
de trois variables est définie sur

D = {(xaxﬂay(]) ) (x07y0) ceUetxe Imax(x07y0)}- (53)

Nous allons démontrer que 3 : D — IR" est une fonction continue. Remarquons que 'unicité
de la solution implique que

y(x,xg,yo) = y(xaxl,y(xl,%,yo))- (5-4)

En effet, les deux fonctions de cette identité sont solutions de y' = f(z,y) et elles passent
par le méme point (z1, y(z1, zo, Yo))-

Lemme 5.4 Supposons que f : U — IR" (U un ouvert de IR x IR") soit continue et qu’elle
satisfasse localement une condition de Lipschitz. Alors, pour tout compact K C U 1l existe
un L >0 tel que

1f(,y) = f@, 2| < Llly =2l pour tout (z,y), (v,2) € K.

Démonstration. Supposons le contraire. Il existe alors des suites (2, Yn), (Tn, 2,) dans K
telles que

Soit (x,y) un point d’accumulation de la suite (x,,y,) (il existe par le théoreme de Bolzano-
Weierstrass). Par hypothese, la fonction satisfait une condition de Lipschitz dans un voi-
sinage V de (z,y). Comme f(z,y) est bornée sur K et comme ||y, — z,]| < 2M/n ou
M = maxy ek ||f(z,y)], il y a un nombre infini d’indices n pour lesquelles (z,,y,) et
(@n, 2,) sont dans V. La condition de Lipschitz sur V' est alors en contradiction avec (5.5). O

Théoréme 5.5 Supposons que f : U — IR" (U un ouvert de IR x IR") soit continue et
qu’elle satisfasse localement une condition de Lipschitz. Alors, l'ensemble D de (5.3) est
ouvert et la solution y : D — IR" du probleme de Cauchy est une fonction continue de trois
variables (x, o, Yo)-

Démonstration. Soit (T, xg,yy) fixé et considérons un
intervalle [a,b] C Iynax(zo,y0) tel que Z,xzy € (a,b).
Nous choisissons maintenant un p > 0 suffisamment
petit pour que le tuyau

K ={(z.y); @ €la,0, lly = y(z,z0,90) < p}

soit entierement inclus dans l'ouvert U. Par le Lem-
me 5.4 la fonction f(z,y) satisfait une condition de
Lipschitz (avec constante L) sur le compact K. L’en-
semble

V= {(951,%) ;21 € (a,0), |lyn — y(x1, o, yo)|| < pe—L(b—a)}
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est un voisinage de (zo, yp) qui satisfait V- C K C U. Si (z1,y;) € V, 'estimation du lemme

fondamental garantit que y(x,z1,y;1) reste dans K pour tout x € [a, b], car
||y(xaxlay1) - y(xaﬂanyo)H = ||y(:c,a:1,y1) - y(x7x17y(x17x07y0))|| (5 6)
< ey — gz, @, yo) || < p.

Par conséquent, [a,b] C Inhax(z1,v1) et (a,b) x V est un voisinage de (Z, xo, yp) inclus dans
D. Donc, D est ouvert.
Pour démontrer la continuité de y, nous observons que pour (z1,y1) € V et x € (a,b)

Iyt a1, 90) = y(@on )l = | [ 1yt o) de] < Mo —al (5.7)
ou M est une borne supérieure de f(z,y) sur K. Comme dans (5.6) nous estimons
ly(Z, 21, 91) = y(@, 20, 0) || < e lys —y (@1, 20, o) |
< "I ((lyy — ol + M |2y — wol).

Les deux estimations (5.7) et (5.8) démontrent la continuité de y : D — IR". O

(5.8)

II1.6 Systemes d’équations différentielles linéaires

Dans ce paragraphe nous considérons des équations différentielles

y' = Az)y + g(v) (6.1)
ol A(z) est une matrice n X n et g(x) est un vecteur. On dit que cette équation différentielle

est homogene si g(x) = 0, sinon elle est inhomogene.

Théoréme 6.1 (existence globale et unicité) Soit I un intervalle (arbitraire) et sup-
posons que A(x) et g(x) soient des fonctions continues sur I. Alors, le probléme y' =
A(x)y + g(x), y(xo) = yo (avec xy € I et yy € IR") posséde une solution unique sur tout
Uintervalle I.

Démonstration. La fonction f(z,y) = A(x)y + g(z) est continue sur I x IR" et satisfait
localement une condition de Lipschitz. La solution est donc unique la ou elle existe. Pour
démontrer I'existence globale, nous montrons que la solution y(x) ne peut pas tendre vers
oo pour & — @ si a est un point a U'intérieur de I (Théoreme 4.3). En effet, sur l'intervalle
compact [xg,a], les fonctions A(x) et g(z) sont bornées (||A(z)]| < L et ||g(z)]| < 0 sur
[0, a]). Le lemme fondamental (Théoréme 5.3) avec v(z) = 0 donne alors 'estimation

5
L(a—xo) Y Lla—zo) _
[y (@)l < llyol| =7 +L(e 0 1)

pour tout = € [zo, a). O

Théoréme 6.2 (principe de superposition) Soit I un intervalle et soient A(x), g1(x),
go(x) des fonctions continues sur I. Si

y1: I — IR" est solution de y' = A(x)y + g1(x),
yo : I — IR™ est solution de y' = A(x)y + go(),

alors y(x) := c1y1(x) + coy2(x) est solution de
y' =A@y +g(@) avec g(x):=cig1() + crg2().

Démonstration. Ceci est un exercice tres simple. O
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Alors que la démonstration de ce résultat est tres simple, il a des conséquences tres
importantes:

e les solutions de y' = A(x)y forment un espace vectoriel;
e les solutions de y' = A(x)y dépendent linéairement de yy, c.-a-d.,
y(w, o, 10 + €220) = c1y(, To, Yo) + c2y(T, To, 20)-

La solution de y' = A(x)y, y(xo) = yo peut donc étre écrite sous la forme

y(xeOJyO) = R(xeU)yUJ (62)

et la matrice R(x,x) s’appelle la résolvante de I’équation différentielle y' = A(z)y. La
ieme colonne de la matrice R(x, xy) est solution de y' = A(x)y avec pour valeur initiale
y(zo) =e; = (0,...,0,1,0,...0);

e si ®(x) est une matrice fondamentale (aussi appelé wronskienne), c.-a-d., les colonnes
de ®(z) sont des solutions de y' = A(z)y et ®(xy) est inversible, alors

R(z,10) = ®(2)®(z0) . (6.3)
En effet, y(x) = ®(2)® (o) yo est solution de y' = A(x)y, y(x¢) = yo.

Théoréme 6.3 (propriétés de la résolvante) Soit A(z) continue sur un intervalle.
Alors, la résolvante de y' = A(x)y satisfait

R'(z,x9) = A(x)R(x, o) (dérivée par rapport & x)

R(zy, o) =1 (matrice identité)

R(x,x0) = R(z,z1)R(x1, x0)

R(x,x0) est inversible et R(z,30) ' = R(x, ).

Démonstration. Par (6.2) on a que R'(z,x)yo = A(x)R(z,x0)yo et R(xo,T0)yo = Yo pour

tout yo € IR". Ceci démontre les propriétés (i) et (ii). La propriété (iii) est une conséquence
de (5.4) et (iv) suit de (iii) en posant z = xy. O

Exemple 6.4 L’équation différentielle 4" + y = 0 peut étre écrite sous la forme (en posant
yi=yety=y') ,
() = (5 ) ()
Y2 -1 0 Y2
et possede comme résolvante

Rz, 20) = ( cos(x — xg)  sin(z — xg) ) ‘

—sin(z — zy) cos(x — xp)
Il est intéressant que la propriété (iii) du théoreme précédent, c.-a-d.,

(cosa sina)(cosﬁ sinﬁ)

—sina  cos« —sinf3 cosf3

= (i) contos )

avec o« = x — 1y, =11 — 29 et a+ [ = x — 1y, est équivalente au théoreme d’addition pour
sinx et cos .
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Théoréme 6.5 (Liouville) Soit A(x) continue sur un intervalle et soit ®(x) une matrice
fondamentale de y' = A(z)y. Alors,

det () = det ®(xo) - exp( /x trace A(t) dt)

ot trace A(x) = ay1(x) + ag(z) + ... + apn(2).

Démonstration. Soit ®(x) = (0;;(x));
rapport aux lignes de ®(z), on a que

ij—1- Comme det ®(x) est une forme multilinéaire par

o (det O(z ) Z det D;( ot Di(x)=1| ®y(z) ... P ()
Q1 () ... Dyu(x)

La matrice D;(z) est obtenue de ®(z) en remplacant la ieme ligne de ®(z) par sa dérivée.
En utilisant Péquation différentielle ®'(z) = A(z)®(x), c-a-d., ®};(x) = - ai(z)Py;(2),
et la multilinéarité du déterminant, on obtient que

d n o n (1)11(113‘) (I)ln(.’l,‘)
%(det ®(z)) = .Z Z ) det | @pi(z) ... Ppo(z) | <+ ligne i
=1 k=1 D1 (x) ... Dyu(x)
= Za” ) det ®(x).

Il ne reste plus qu’a résoudre cette équation différentielle pour det ®(x). |
Le théoreme de Liouville possede une interprétation intéressante. Si V' = (vq,...,v,)
est une matrice dont les colonnes sont les vecteurs vy,...,v,, la valeur de detV repré-
sente la volume du parallélépipede engendré par vy, ...,v,. Considérons maintenant le flot

de I'équation différentielle y' = A(x)y, c.-a-d., lapplication ¢, 4, : IR" — IR" définie par
Ouwo(Yo) = R(z,x0)yp. Si trace A(z) = 0, on déduit du théoreme de Liouville que le vo-
lume d’un sous-ensemble B de IR" est invariant par I'application ¢, ,,, c.-a-d., B et ¢ 4, (B)
possedent le méme volume. Pour I’équation différentielle de 'Exemple 6.4, la préservation
du volume est évidente, car I’application ¢, ;, n’est rien d’autre qu’une rotation par ’angle
Tr — Xp.

Equations linéaires inhomogeénes Considérons maintenant I’équation différentielle (6.1)
ol ¢g(z) n’est pas nulle. Si 'on connait la résolvante de 1’équation homogene, on trouve la
solution du probleme inhomogene par la méthode des variations des constantes.

Théoréme 6.6 (“variation des constantes”) Soient A(x) et g(x) continues sur un in-
tervalle et soit R(x,xo) la résolvante de y' = A(x)y. Alors, la solution de y' = A(x)y + g(x),
y(xg) = yo est donnée par

() = Rla,zo)yo + [ R(x, t)g(t) dt.

Démonstration. La solution générale de ’équation homogene est R(z,zq)c avec ¢ € IR".
L’idée (d’out le nom “variation des constantes”) est de chercher une solution de ¢y = A(x)y +
g(x) sous la forme y(z) = R(z,zo)c(x). Il faut alors que

y'(r) = R'(z, z0)c(x) + Rz, 0)c (x) = A(w) R(x, mo)c(w) + g().
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En utilisant la propriété (i) du Théoreme 6.3, nous obtenons
d(x) = R(z,20) " g(z) = R(zo, v)g(x)

et par intégration c(x) = c(xo) + [, R(wo,t)g(t) dt. L’affirmation du théoreme découle alors
en insérant cette formule pour ¢(z) dans y(z) = R(z, zo)c(x). O

Ce résultat montre que, comme dans le cas particulier de dimension 1, la solution géné-
rale de y' = A(z)y + g(x) est composée de la solution générale de 1’équation homogene et
d’une solution particuliere de ’équation inhomogene. Il reste alors a discuter le calcul de la
résolvante R(z,zq). Pour le cas A(z) = A (matrice constante), ceci est le sujet du paragraphe
suivant. Si A(z) dépend de z, le calcul analytique de la résolvante est rarement possible.

II1.7 Systemes linéaires a coeflicients constants
Considérons le probleme de calculer la résolvante de
y' = Ay (7.1)

ol A est une matrice constante d’ordre n (les a;; sont réels ou complexes). Motivés par la
résolution de problemes scalaires, essayons de trouver des solutions de la forme

ATy avec un vecteur v # 0. (7.2)

y(z) = e
En insérant (7.2) dans (7.1) nous obtenons y'(x) = \e v = e’ Av, ce qui est équivalent &
Av = \v. La fonction de (7.2) est alors une solution de (7.1) si et seulement si A est une
valeur propre de A et v est un vecteur propre correspondant.

Cas 1 (A est diagonalisable) Dans cette situation, il existe n vecteurs propres indépen-
dants vy,...,v, avec valeurs propres A, ..., \,. Considérons la matrice

O(z) = (e)‘lxvl, ey e/\"“:vn). (7.3)

Par le Théoreme 6.5 de Liouville, ®(x) est inversible pour tout x car ®(0) l'est. La résolvante
est alors donnée par R(z,x¢) = ®(x)®(zy) ' (voir 'équation (6.3)) ou aussi par R(z,zq) =
O(x — x0)®(0)".

Cas 2 (A n’est pas diagonalisable) L’idée est de transformer A sous une forme “plus
simple”, par exemple sous forme triangulaire ou sous forme de Jordan. On cherche alors une
matrice inversible T telle que T 'AT = S possede une telle forme. Avec la transformation
y="Tz (et y =T2") le systeme (7.1) devient 2’ = Sz. Pour le cas d’une matrice triangulaire
on a

le = 81121 + S1222 + ... + Sincn

zh = S99%2 + ... + SonZn
! —

Zn = Snn<n

On résoud d’abord I’équation différentielle pour z,, ensuite celle pour z,_; et a la fin celle
pour z;. La solution de (7.1) est obtenue par y(x) = Tz(x).
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Exemple 7.1 Considérons un bloc de Jordan de dimension 4

Al
Al
Al

A

Pour la solution de 2’ = Jz on commence par z4; on trouve zj = Az et z4(x) = eMey.
L’équation différentielle pour z3 est z5 = Az3 + €cy. Sa solution est z3(x) = ey + rer?ey.
De la méme fagon on calcule z5(x) et z;(z). Le résultat est

1 z 2%/2! 23/3!

Aw=ee| T T ), (7.4)
1

On trouve la solution (7.4) de 2’ = Jz aussi a l'aide du théoréme suivant.

Théoréme 7.2 La résolvante de y' = Ay est donnée par

R(x,xy) = exp(A(x - :1:0)) =y on)ifli. (7.5)

1
>0 1!

Démonstration. Comme ||A?|| < ||A], la série ;50 4 || 4[| = exp(a||A]|) est une majorante
de la série de (7.5) pour |z — xy| < a. Ceci montre la convergence uniforme sur chaque

intervalle compact. On peut donc échanger la dérivée avec la sommation et on obtient

A= w/ﬂ =A exp(A(x - :1:0)).

i>0 i! i>1 (i —1)!

%exp(A(x—xo)) = % M

Chaque colonne de exp(A(x — xp)) est une solution de y' = Ay et on obtient (7.5) car
exp(0) = I. O

Revenons a I’Exemple 7.1. Le bloc de Jordan peut étre écrit sous la forme J = Al + N
ol

0 1 0 0 1 0 0 0 1
o0 , | 001 , | 000
N= 0o 1|’ N = 0 0}’ N = 0 0
0 0 0
et N7 =0 pour j > 4. Par le Théoréme 7.2, la résolvante est donnée par
T T xi ]
R(x,0) = exp(()\f—i-N)x) = e exp(Nx) = e aﬁ]\f :
Attention Pour y' = A(z)y ou A(z) dépend de x, on a en général que
R(z,z0) # exp( / At)di) (7.6)
o

(voir Exercice 30). On a I’égalité dans (7.6) seulement si la dimension est 1 ou si les matrices
A(x) et [ A(t)dt commutent.
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I11.8 Différentiabilité par rapport aux valeurs initiales

Considérons la solution du probleme de Cauchy

y = f(:c,y), y(xO) = Yo (8'1)

comme fonction de trois arguments y(z, zo, yo) et étudions la sensibilité de la solution par
rapport a des perturbations dans les valeurs initiales xg, yo. Nous savons déja que y(z, zo, yo)
dépend contintiment de (xg, o) (voir le Théoreme 5.5), mais que peut-on dire sur la diffé-
rentiabilité? Quelle est 'approximation du premier ordre de y(z, o + Axg, yo + Ayo)?

A) Différentiabilité par rapport a yy. Supposons que f: U — IR" (avec U C IR x IR"
ouvert) satisfasse les hypotheses sur l'existence et 'unicité de la solution. Alors, y(z, zo, yo)
est bien définie sur I’ensemble ouvert

D = {(x,xo,yo) s (zo,0) €U et z € Imax(:ro,yg)}. (8.2)
Pour obtenir une idée de la forme de la dérivée g—g%(a:,:cg,yg), écrivons le probleme (8.1)
comme

dy

%(xaxOJyO) = f(x7y(x7x07y0))7 y(x07x07y0) =Y (83)

et dérivons cette équation formellement par rapport a yy. En échangeant les dérivées par
rapport a x et 1o, nous obtenons

0, dy _of dy 9y _
8_:1: ( a—yo(xa Zo, yU)) - a_y(xa y(l‘, Ty, yO)) ' a—yo(x7 Zo, y0)7 a—yo(l‘OJ Zo, ?JO) =1
D’apres ce calcul formel, nous voyons que a%%(x, o, Yo) est la solution de I’équation linéaire
0
U= 8_3];(:6’ y(z, xo, yo))\IJ, U(zg) =1. (8.4)

Cette équation s’appelle équation variationelle de (8.1). Elle est de la forme y' = A(x, xo, yo)y
ou la matrice A dépend du parametre (zy, yp). La résolvante dépend donc aussi de ce para-
metre. Notons-la par R(z, s, xg, yo). Le calcul formel montre alors que

0
a—y(xax())yo) = R(x7x07x07y0)‘ (85)
Yo

Dans la démonstration du théoréeme suivant, nous justifierons cette procédure.

Théoréme 8.1 Soit U C IRxIR" un ouvert, f : U — IR" continue et supposons que %(x, Y)
existe et soit continue sur U. La solution y : D — IR™ de (8.1) satisfait alors

e y(x,x0,Y0) est contindment différentiable par rapport a yo;

. g—;’o(a:, To, Yo) est la résolvante de I’équation variationelle (8.4).

Démonstration. Pour (I, xq,yo) € D fixé, il faut démontrer que
y(ja To, Yo + Ayo) - y(ja o, ?JO) - R(.’i‘, o, Xo, ?JO)A?JO = T(Ayo) ||Ay0||
ou r(Ayg) — 0 si Ayy — 0. L’idée de la démonstration est de considérer

U(ZL‘) = y(l‘, Zo, ?JO) + R(.’L‘, Zo, To, ?JO)A?JO



[AY) Lquations atjjerentieites orainalres

comme solution approchée de (8.1) et d’estimer la différence y(z,xq,y0 + Ayo) — v(z) a
’aide du lemme fondamental (Théoréme 5.3). Avec 'abréviation 6(x) := R(x, xy, xo, yO)AyO
nous avons ||d(x)|| < M||Aypl| sur lintervalle compact [zg,Z]. Considérons le tuyau K :
{(z,y); x € [xo, 7], ||y — y(x, 0, y0)|| < p} avec p > 0 suffisamment petit pour que K C U
Pour ||Ayo|| < p/M, la fonction v(x) reste dans K et son défaut est donné par

f(zv(@)) = v'(2) = (2, y(@, 20, 10) + 6(x)) — f (2, y(x, 70, 30) ) — §—§<x,y<x,xo,yo>>a<x>.

Le théoreme des accroissements finis appliqué & F(0) := f(z,y +0) — f(z,y) — af( ,Y)0
(observons que F'(0) = 0) implique que

of of
§) — - = ) - A0) — = 0]l
| @@y +0) = flz,y) 9 (2, )8 < Sup H (@, y + Ad) o (z, ) - 1]l
Comme %(x y) est uniformément continue sur le compact K, on a l’estimation
0
sup H— 2,y + A) — —f (. y)| <msl) ot ri(l6]) >0 si 5 0.
A€[0,1] dy

La fonction 71 (-) peut étre choisie monotone et indépendente de (x,y) € K. Par conséquent,

1f (z, v(x)) = o' (@) ]| < 71 (M| Ayol)) M| Ay

Sur le compact K, f(x,y) satisfait une condition de Lipschitz. On peut donc appliquer le
lemme fondamental et on obtient

AOARDMIAW] o
L )
ce qui démontre la différentiabilité de y(z, xq, yo) par rapport a y, et la formule (8.5).

Il faut encore démontrer la continuité de 3;’ (x,20,Y0). Elle est une conséquence du

||y(.’L‘, Zo, Yo + Ayo) - U([L‘)H S

Lemme 8.2 (voir plus bas). On ne peut pas directement appliquer le Théoréeme 5.5, car
largument (zg,yy) n’est pas une valeur initiale de 1’équation variationelle (8.4) mais un
parametre de celle-ci. O

Lemme 8.2 Soit y = A(x,c)y une équation différentielle linéaire qui dépend d’un para-
metre c. Si A(z,c) est continue sur I x V(I un intervalle ouvert et V- C IRP ouvert), alors
la résolvante R(x,xy,c) est une fonction continue sur I x I x V.

Démonstration. Pour un (T, zg,c) fixé, il faut démontrer que la différence R(z,xq,c¢1) —
R(Z, g, ¢) est arbitrairement petite si (x,z1,c1) est suffisamment proche de (Z,xg,c). Une
application du Théoreme 5.5 montre que R(x,z1,c) — R(T, xg, ¢) est arbitrairement petit. Il
suffit alors d’estimer la différence R(x,x1,¢1) — R(x, 1, ¢).

Soit [a,b] C I tel que zp et T sont a l'intérieur de (a,b), soit K C V un voisinage
compact de ¢, et soit L une borne de [|A(z,c)| sur le compact [a,b] x K. Ceci implique
|R(t, 21, ¢1)]| < e~ pour t,z; € [a,b] et ¢; € K (voir la démonstration du Théoreme 6.1).

La fonction y(z) := R(x, x1, ¢)yp est une solution de y' = A(x, ¢)y, y(x1) = yo. La fonction
v(x) := R(z,x1,c1)yp est une solution approchée, qui satisfait v(z;) = yp et

1W'(8) = At )u(O)]] = [I(A(t, e1) = A(t, ) R(E, 21, e1)yol| < ey
si ¢; est proche de ¢. Ceci découle de la continuité uniforme de A(t,c¢) sur [a,b] x K. Le
lemme fondamental donne alors ’estimation

| (R, 21,¢) = Rz, 21,¢0) )yo| < geLZ)_a) (e = 1) lyoll,

ce qui démontre 'affirmation. O
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B) Différentiabilité par rapport aux parameétres Considérons un probléeme avec des
parametres ¢ = (cy,...,¢,) 7

yl = f(xaya C): y(l‘O) =Y

ou f : U — IR" est continue et différentiable par rapport a (y,c) (U est un ouvert de
IR x IR" x IR?). La solution est une fonction y(x, zy, yo, ¢). Pour étudier la différentiabilité
par rapport a c, nous considérons le systeme augmenté

=) e e

Avec z = (y,0) et F(z,2) = (f(x,y,¢),0))", ce systeme devient 2/ = F(z,2), 2(xy) =
(yo,¢)” et ¢ apparait seulement dans la valeur initiale. On peut donc appliquer le Théo-
reme 8.1. La fonction z(z, z, 29) et alors aussi y(z, zo, Yo, ¢) sont continument différentiables
par rapport a zo = (4o, ¢)?. En dérivant 1'équation

0
a_i(xe()?yO?C) = f(ny(x7x07yUJC)ac)

par rapport a ¢, on obtient pour ¥(zx) := %(az, To, Yo, ¢) 'équation différentielle
9, 9,
U — a_?J;(q;, y(x, zo, Yo, €), c)\If + 8—];(% y(x, zo, Yo, C), c). (8.7)

Exemple 8.3 La solution du probleme
yI:f(.T,y)—i-&“g({L',y), y(xO) =Y
est, pour || petit, donnée par y(z,£) = yo(x) + eyi(z) + ... on

yo(x) = flz,m(@)),  yolxo) =0
y(r) = g—g(x,yo(x))yl(x)+g(x,yo(3«“))a Y1 (o) = 0.

C) Différentiabilité par rapport a z,. Supposons que f(x,y) soit continament diffé-
rentiable par rapport a x et y. Nous considérons le systeme augmenté

() =(57) (ea=(2). 59

Avec z = (y,2)T et F(2) = (f(z,y),1)" le systeme devient 2/ = F(2), z(x0) = (o, 20)"-
Donc, zy peut étre traité de la méme maniere que yo. La solution y(z,z,yy) est alors
aussi différentiable par rapport a xy. En dérivant (8.3) par rapport a z,, on obtient pour

U(x) = aa—aflo(x,xo, yo) équation différentielle
9,
W = 2 (oo )W (o) = o). (8.9

Comme g—l}”o(a:, To, Yp) est la résolvante de (8.9), on en déduit que

0 0
a—i(a&,xo,yo) = _a—i)(%ﬂ?o,yo)f(xo,yo)- (8.10)

Cette derniere formule peut aussi étre obtenue en dérivant l'identité y(z, xo, y(zo, z1,y1)) =
y(x, z1,y1) par rapport a xq et en utilisant yo := y(z¢, x, y1). Comme résumé de ce paragraphe
nous avons le résultat suivant.
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Théoréme 8.4 Soit U C IR x IR" un ouvert et f : U — IR" de classe C' (de classe C¥).
Alors, la solution y(z,xq,y0) de (8.1) est de classe C* (de classe C*¥) sur D de (8.2).

Démonstration. Toutes les dérivées partielles de y(x, zg, yo) sont continues. Alors, y : D —
IR" est de classe C'. En appliquant cet argument itérativement & I’équation variationelle, on
voit par récurrence que y est de classe C* si f est de classe C*. O

IT1.9 Stabilité

Dans le paragraphe précédent nous avons vu que, pour un z fixé, la solution y(z, o, yo)
dépend contintiment des valeurs initiales. Mais que peut-on dire pour z — oc?

Définition 9.1 Soit U C IR x IR" ouvert et supposons que f : U — IR" soit continue et
satisfasse localement une condition de Lipschitz. Une solution y(z,x¢,yo) de v’ = f(z,y)
(qui existe pour tout x > xy) est dite stable (au sens de Liapunov) si

Ve>0 30>0 VYVAy (||Ayel| <0) Vz (x> x0) |y(z,zo,y0 + Ayo) — y(z, 0, y0)|| < &.
La solution est dite asymptotiquement stable si elle est stable et si en plus
0o > 0 YAy (||Ayol| < do) lim \ly(z, zo, yo + Ayo) — y(z, o, yo)|| = 0.
Une solution est instable si elle n’est pas stable.
Exemple 9.2 La solution y(z) = 0 de I’équation différentielle
y' =y

est asymptotiquement stable pour A < 0 (voir le dessin ci-contre),
stable pour A < 0 et instable pour A > 0.

L/

Exemple 9.3 La solution y(z,0,y,) = vo/(1 — yox) de I'équation
différentielle

LI

y/ — y2
est asymptotiquement stable pour 3, < 0, mais instable pour y, = 0.

Exemple 9.4 Pour I’équation différentielle

Y =yly—1)

la solution y(x) = 0 est asymptotiquement stable, mais la solution
y(x) =1 est instable.

M

IR

Pour étudier la stabilité d’une solution y(z) de y' = f(z,y), il est souvent avantageux
d’appliquer la transformation z = y — y(x). Ainsi, I’équation différentielle y' = f(z,y) se
transforme en

d=yg(x,2),  g(@2)=flz,z+y() - fz,y(x)) (9.1

avec z(x) = 0 comme solution.

~—

Lemme 9.5 Sous les hypothéses de la Définition 9.1, la solution y(zx) de y' = f(x,y) est
stable, si et seulement si z(x) = 0 est une solution stable de (9.1). Dans cette affirmation,
on peut remplacer ‘stable’ par ‘asymptotiquement stable’ ou par ‘instable’.

Démonstration. L’affirmation est une conséquence immédiate du fait que z(z,xzg,z)) =
y(x, xo,y0) — y(x) avec pour zo = yo — y(o)-

O
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Fi1G. 9.1 — Solutions de systéemes linéaires en dimension 2

Par conséquent, on peut toujours se ramener au cas ot f(x,0) = 0 et ou on est intéressé
par la stabilité de la solution nulle y(x) = 0. Un désavantage potentiel de la transformation
(9.1) est qu’un systeme autonome y' = f(y) peut devenir non-autonome.

Pour une équation linéaire y' = A(z)y + g(z) la transformation (9.1) donne 2’ = A(z)z
et on obtient: une solution arbitraire de y' = A(z)y + g(z) est stable (asymptotiquement
stable ou instable) si la solution nulle de I’équation homogene 3’ = A(x)y est stable (asymp-
totiquement stable ou instable). Pour une équation linéaire, toutes les solutions possedent
le méme comportement de stabilité. Dans cette situation, on parle aussi de la stabilité de
I’équation différentielle et non de la solution.

Théoréme 9.6 o) L’équation différentiélle y' = Ay est asymptotiquement stable si et seule-
ment si toutes les valeurs propres de A satisfont R\; < 0.

b) Elle est stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A satisfont RX\; < 0 et,
pour les valeurs propres avec RA; = 0, les blocs de Jordan sont de dimension 1.

Démonstration. On transforme la matrice A sous forme de Jordan et on utilise la représen-
tation explicite de la solution (Exemple 7.1). L’affirmation est une conséquence du fait que
|e*®| reste borné pour z > o si R\ < 0, et que zFe*® — 0 pour x — oo si RA < 0. O

Le comportement des solutions de ' = Ay (pour des matrices de dimension 2) est illustré
dans la Fig. 9.1. Pour le dessin (c¢) les valeurs propres sont complexes conjugées avec R\; > 0,
pour (e) les valeurs propres possédent un signe opposé et pour (f) les deux valeurs propres
sont sur I’axe imaginaire. Dans les dessins (a), (b) et (e) les directions des vecteurs propres
sont indiquées par des fleches.

Le critere de stabilité du Théoreme 9.6 ne reste pas vrai pour des équations différentielles
non-autonomes y' = A(z)y.
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Exemple 9.7 Considérons I’équation différentielle
J =A@y, Ale) = T(x) 'BT(2), (9.2)

ou

(-1 0 _ [(cos(ax) — sin(ax))
B= < 4 —1> ’ T(w) = <sin(ax) cos(ax) )
Les valeurs propres de A(z) sont réelles et négatives (égales a —1). Nous allons déterminer
le parametre a dans la matrice de rotation 7T'(x) afin que (9.2) devienne instable. Avec la
transformation z(z) := T'(x)y(x) nous obtenons

0 —a -1 0
Z(a) = Ty + TwAw@ = (| )+ (5 5)) .
une équation linéaire a coefficients constants. Pour ¢ = —2, la matrice de I’équation diffé-
rentielle pour z(x) posséde A? + 2\ — 3 comme polynome caractéristique. Donc, \; = 1 est
une valeur propre avec (1,1)7 comme vecteur propre. Une solution non-bornée de (9.2) est

alors donnée par
cos 2z + sin 2z >

—sin 2x + cos 2z

y(z) = e’ <

L’équation différentielle (9.2) est instable, tandis que toutes les valeurs propres de A(x)
possedent une partie réelle négative.

Théoréme 9.8 Soit A(x) une matrice symétrique et continue sur [a,o0). Si les valeurs
propres \;(x) de A(x) satisfont

Ai(z) <« pour i=1,...,n et pour x € [a,0),

alors on a lestimation
ly(z)]l, < e ly(zo)ll,  pour x> xg

pour les solutions de y' = A(x)y. Le systéeme y' = A(x)y est donc stable si a < 0 et
asymptotiquement stable si o < 0.

Démonstration. Montrons d’abord que les hypotheses sur A(z) impliquent
vI A(z)v < av’v pour v € IR".

Comme A(z) est symétrique, elle est diagonalisable a I’aide d’une matrice orthogonale Q(x),
c-a-d., Q(x)"A(x)Q(z) = Alx) = diag(A1(z),..., A\u(x)). Avec v = Q(z)w on a alors que
v A(z)v = wlAlx)w < aw’w = av’v.

Pour une solution y(z) de y' = A(z)y, considérons la fonction m(z) := ||y(z)||3. Sa
dérivée satisfait

m'(z) = 2y(x)"y' (z) = 2y(x)" A(2)y(z) < 20y(z)"y(2) = 2am(z).

En vue d’une application du Théoreme 5.2, nous comparons m(x) avec la solution de u' =
2cu, u(xg) = m(xy) (plus précisément avec la solution de v’ = 2au + ¢ ou & > 0 est
arbitrairement petit) et nous obtenons m(x) < m(z)e?** %) pour x > zy. En prenant la
racine carrée, nous arrivons au résultat désiré. O
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Considérons un probleme nonlinéaire y' = f(z,y) satisfaisant f(z,0) = 0 (voir la re-
marque apres le Lemme 9.5). Une linéarisation autour de y = 0 donne

!/

y' = A(r)y + g(z,y), (9.3)

ou g(x,y) est une petite perturbation nonlinéaire.

Théoréme 9.9 Soit A(x) continue sur (a,0), g : (a,00) x U — IR™ continue et localement
Lipschitzienne ou U est un voisinage ouvert de 0 € IR". Supposons que

e la résolvante de y' = A(x)y satisfasse ||R(z,x0)| < Ke @20 pour x > xq avec un

a >0,
e sup lgt, o) — 0 si y— 0 (uniformément en x),
w>a [y

alors la solution nulle de (9.3) est asymptotiquement stable.

Démonstration. Les solutions de (9.3) satisfont
(&) = Rleao) + [ Rl 0g(t,y(0)) d (04)
(ceci se voit directement par différentiation de (9.4)). On en déduit l'estimation
o)l < Kool + [ e g(e, (1) .

Pour v := a/(2K) il existe un £ > 0 tel que ||g(z,y)|| < v[|y|| pour ||y|| < € et pour tout
x > a. Tant que la solution y(z) reste dans {y; [|y|| < e}, on a

ly(a)]| < Kem @20 |[yo|| + Kv/ e ly(1)]| dt. (9.5)
o

En notant 'expression de droite par z(z) et en dérivant, on obtient
«
—z

Z’(Jf) = —az(x)+ Kyl|y(z)|| < - 2

(@), 2(z0) = Kllwoll,
car ||y(z)|| < z(x). En résolvant cette inégalité différentielle, on obtient
ly@)]l < 2(x) < K lyolle =02, (9:6)

Posons ¢ := ¢/K. Pour y, satisfaisant ||yp|| < 0, 'estimation (9.6) montre que y(x) reste
dans {y; ||ly|| < €} pour tout z > xzy et que y(z) — 0 pour x — oo. La solution nulle de
(9.3) est donc asymptotiquement stable. O

Théoréme 9.10 Soit A une matrice constante, et soit g : (a,00) x U — IR" continue et
localement Lipschitzienne (U un voisinage ouvert de 0 € IR"). Supposons que

e au moins une valeur propre de A satisfait R\ > 0,
lg(z. y)

e sup W — 0 si y— 0 (uniformément en x),
z>a Yy

alors la solution nulle de y' = Ay + g(x,y) est instable.
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Démonstration. a) Supposons pour le moment que A soit diagonalisable, T™'AT = A =
diag(\1, ..., An), et que les valeurs propres de A soient ordonnées comme

Apres le changement de coordonnées y = T'z, ’équation différentielle devient

Y= A4 g(@,2), G 2) = T (e, T2). (9.7)
L’estimation
lg(z, 2 _ T2l 1T tg(, T2)| _ Il - 11T lg(z, T2)|
N T = Tz
2] ]| |7zl 1T

et 'hypothese sur ¢ impliquent que sup,., ||g(z, 2)||/||z]| = 0 si z = 0. Pour ¢ := R\, > 0,
il existe alors un € > 0 tel que

A C
19(z, )l < Sl pour o] <. (9-8)

b) On cherche a démontrer que la solution nulle de y' = Ay + g(x,y) est instable.
Supposons, par ’absurde, qu’elle soit stable. Ceci implique que la solution z(z) = 0 de
(9.7) est aussi stable et que, par conséquence, il existe un 6 > 0 tel que

|20]| <6 — |z(x)|| <& pour x> x.
Nous écrivons maintenant le vecteur z comme z = (u,v)T o u € €° correspond aux
valeurs propres avec partie réelle positive, et v € €™ °. Nous choisissons une valeur initiale
20 = (ug,vo)” satisfaisant ||z| < 0 et ||uo|| > ||vo||. Pour la solution z(z) = (u(z),v(x))"
nous considérons alors I’expression

d(r) = 3 (lu(@)? = o)),
dont la dérivée satisfait
d'(z) = R(u'(x),u(r)) =R (z),v(z))
= u@) Au(@) + R(@ (@, 2(2)), u(@)) — o) A(e) — R(Ga(z. 2()). v(2)),
ot Ay = diag(RA1,...,R\,), Ay = diag(RAerr, ..., R\, et G(z,2) = (Gu(x, 2), Ga(z, 2)) "
L’inégalité de Cauchy-Schwarz et I’estimation (9.8) impliquent que
d'(z) > cllu(@)|* - g(llu(ﬂf)ll2 +o(@)]*) = cd().
En résolvant cette inégalité différentielle pour d(z) et en utilisant d(zy) > 0, nous obtenons
d(z) > d(xg) e,

Par conséquent, d(z) — oo pour  — 00, ce qui contredit I’hypotheése que z(z) = 0 est une
solution stable de (9.7).

c¢) Dans la situation ou A n’est pas diagonalisable, nous transformons A sous forme de
Jordan, et nous faisons une transformation additionelle avec D = diag(1, o, a?, a3, ...) pour
rendre les éléments hors-diagonaux aussi petits qu’on veut. Finalement, nous ajoutons ces

termes a la fonction g(x,y) et nous procédons comme sous (a) et (b). O
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Fi1G. 9.2 — Solutions d’un systéme nonlinéaire avec 4 points critiques

Y

Corollaire 9.11 Soit U C IR" un ouvert, soit f : U — IR" continiment différentiable, et
soit yo € U un point stationnaire, c.-a-d., f(yo) = 0.

(a) Si toutes les valeurs propres de f'(yy) satisfont R\ < 0, alors la solution stationnaire
y(x) = yo est asymptotiquement stable (on dit que yo est un attracteur).

(b) Si au moins une valeur propre de f'(yo) satisfait R\ > 0, alors la solution stationnaire
est instable.

(c) Si les valeurs propres de f'(yo) satisfont RA < 0, mais au moins une valeur propre
satisfait RA = 0, on ne peut rien dire. La solution stationnaire peut étre stable ou bien
instable.

Démonstration. La transformation z = y — yo donne 2/ = f(z + yo) = f'(v0)z + g(2)
ou ||lg(2)||/l|z]| = 0 si z — 0. Les affirmations (a) et (b) sont alors une conséquence du
Théoreme 9.9 et du Théoreme 9.10.

Pour les problemes y' = y? et ¥’ = y3, on a f’(0) = 0 et la solution nulle est instable pour
y' = y? (Exemple 9.3), mais asymptotiquement stable pour 3’ = y3. Ceci se voit a partir de
la forme analytique des solutions. O

Exemple 9.12 Le systeme

v = (1 —v2)(1 =y —12)/3

Yy = y1(2 — ya) (5:9)

possede 4 points critiques (c.-a-d., des points ou f(y) = 0, notamment (0,0), (0,1), (2,2) et
(—1,2)). Seulement le point (2,2) est asymptotiquement stable (voir Fig.9.2).
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II1.10 Exercices

1. Déterminer le type des équations différentielles suivantes parmi (I) séparation des variables,
(IT) linéaire homogene, (III) lindire inhomogne, (IV) Bernoulli et (V) substitution de variable,
sans les résoudre. Si une équation est de type (V), donner la substitution. Attention, il peut
y avoir plusieurs solutions pour une équation.

I IT III IV V
1. ' cos(u) =t O o o o o
2. u' +u=u? OO o O O
3.0 =2+u/t O O o O O
4ou +u=e OO o O O
5. tu' = u+ V2 +u? O o o o o
6. u' +u/t+ t3ut =0 O o o o o
7820 —u? =1 oo o o O
8. u' — 13u — 4ut = 2u? + 2t? + 5 + 13t OO o O O
9. (1 — ) — 2tu = t* oo o o o0
10. 2tu’ + u + 3t?u? =0 oo o o o0
11. (tcos(t))u' + (cos(t) + tsin(t))u =1 O O o O O
12. —1/u?+1/u—2=0 OO O O O
13. ' = u — 2u? O 0o o o O
14. u+u/t — tclogt = 2(clog(t'/?)u® + tuclog(t)) O ©O O O O
5. u+u(t—u)=0 O o o O o
16. v =u—1/u O O o O O

2. Déterminer le type des équations différentielles suivantes et les résoudre:

(z+1)y = —zy, 2y +ay+ Iyl =0,
zy = VP +yr+y, (z+y—2)+(z—y+4)y =0.

Indication. Pour la derniére équation, chercher une fonction U(z,y) telle que %—Z(x,y) =
z+y—2et %—Z(x,y) =z —y+4.
3. Trouver la solution de
y' —2xy = cosx — 2rsinx
qui est bornée pour x — oo.
4. Considérons ’équation de Clairaut
y—ay + () =0.
Montrer que Penveloppe de la famille de solutions y = Cx — f(C) est donnée par
z(t) = f'(t), () =tf'(t) = f(1).
Montrer également que cette enveloppe est solution de 1’éqution de Clairaut (dans un voisi-
nage de z(t) ou z'(t) # 0).
Pour f(t) = 5(t3 — t)/2, exprimer I’enveloppe sous la forme y(x) (voir Fig. 1.1).

5. Un chien court & une vitesse w en direction de sa maitresse, qui se promene & une vitesse v
(sur 'axe y). Montrer que ceci conduit & I’équation différentielle

oy’ = \W1+9y2% A=v/w<l1,

6. Appliquer I'itération de Picard-Lindelof &

et la résoudre.

1
/ 2
= —_— 0 = 0 .
Vo= Ety y(0)
7. Appliquer l'itération de Picard-Lindelof au probleme
Y= 1+ 2y, y1(0) = 0

vy =z’ —y1, y2(0) =0
et calculer les 5 premiers termes de la série de Taylor de la solution.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

On suppose que f(z,y) est continue et satisfait une condition de Lipschitz sur la bande infinie
D = {(z,y); a <z < b}. Montrer que le probléeme ¢ = f(z,y), y(zo) = yo avec zy € [a,b]
possede une solution unique sur tout l'intervalle [a, b].
Indication. Suivre la démonstration du Théoreme 2.3.

Sous les hypotheses de l'exercice précédent, on considere opérateur T' : C([a, b]) — C([a, b])
donné par

(Ty)(z) = yo—lr/:f(t,y(t))dt.

a) Montrer que, pour la norme 0o = Imax z)|; z € |a,b]}, Popérateur T n’est pas

(a) que, p y y(@); ,b]}, T'op p
toujours une contraction.

(b) Trouver y € IR tel que T soit une contraction pour la norme

lyll = max{|y(z)|e "+ *!; & € [a,b]} .
Considérons le probleme y' = f(z,y), y(0) =0, otr f : IR? — IR est donnée par
0 si <0, yeIR

2z si x>0, y<0
flay) = 2:1:—% sior>0, 0<y<a?
2z si x>0, ?2<y.
(a) Montrer que f est continue. Que signifie ceci pour le probléeme?
(b) Montrer que la fonction f ne satisfait une condition de Lipschitz dans aucun voisinage
de 'origine.
(c) Appliquer l'itération de Picard-Lindelof avec yo(xz) = 0. Les points d’accumulation de
{yk(z)} sont-ils des solutions?

(d) Montrer que le probléeme posseéde une unique solution. Laquelle?

Soit f : IR? — IR de classe C' et soit ’équation différentielle
y' = fyy) .

Si f(0,0) = 0, montrer que toute solution non nulle de cette équation n’a que des zéros

simples. Exemples: ¢ +y =0, y" + siny = 0.

Calculer I'intervalle maximal d’existence, Imax (o, %), pour une solution unique de
y'zl—y2 et y':yZ.

Pour le premier probléme, trouver la réponse sans calculer explicitement la solution.

Soit y' = f(y) une équation autonome, ou f : IR™ — IR" satisfait localement une condition

de Lipschitz. Montrer que si pour une solution y : I — IR", il existe t1,to € I, t1 # o avec
y(t1) = y(t2), alors Imax = IR et la solution est soit constante soit périodique.

Montrer affirmation suivante: Si le probléme y' = f(z,y), y(zo) = yo, ou f(z,y) est une
fonction continue, posseéde une solution unique, alors les polygones d’Euler convergent vers
cette solution.

On considére le probléeme y' = f(z,y), y(zo) = 0, ou

foy) = 4sign(y)v/1y] si [y > 2?
’ 4sign(y)v/|y| + 4(z — %) cos (%2—95) si |yl <a? 7

(voir la Fig.1.7.2 de [ANW93]). La fonction f(z,y) est continue sur IR%.

(a) Montrer que la suite des polygones d’Euler {y;,(z)} ne converge pas pour h — 0.

(b) Calculer les points d’accumulation de la suite {y(z)} ot h = 27% i > 1, et montrer
qu'’ils sont des solutions du probléeme de Cauchy.
Indication. Les solutions sont +4z2.



16.

17.

18.

19.

20.

21.

Lquations atjjerentieites orainalres

Résoudre I'équation
2’ = —y+ae—(a* +y7))
y = z+yle— (2 +y?)
en passant en coordonnées polaires. Discuter de I’allure des solutions en fonction de € € IR.
Remarque. Si € > 0 on a une solution qui est un cercle de rayon /€, puis lorsque e devient

négatif, ce cercle disparait, c’est une Bifurcation de Hopf (Fig. 10.1).

Fic. 10.1 — Comportememt des solutions pour e = —1, e =0 et e = 1.

Pour la solution de I’équation de Ricatti
y =22+y?, y(0) =1,

démontrer que

1

11—z

< y(z) < tan(z + %) .

Indication. Résoudre v’ = u? — €% (e — 0) et v’ = v? + 1.

On consideére le probleme
y' =Xy, y(0) =1

sur lintervalle [0,1] avec A > 0. Démontrer que les polygones d’Euler y;,(z) satisfont

() < Dyyn(z) < Ayn(w) -

1+ 7"

n n+A
(1+3) s (+3)
n n

Démontrer le “lemme de Gronwall”: S’il existe L > 0 tel que

En déduire que

x
m(z) < p + e(z —xo) + L/ m(t)dt pour z >z ,
o

alors .
E(BL(If"BO) - 1) )

Indication. Dériver une inégalité différentielle pour u(z) := p + e(z —xo) + L [ m(t)dt.

m(z) < pellz=m) 4

Démontrer par un contre-exemple que laffirmation (c.f. Théoréme 5.2)
m(zo) < u(xp)

Dim(z) < glmz) b = miz) < u)

Dyu(z) = g(z, u(z))
n’est pas vraie sans hypotheses additionnelles (voir I’Exemple 3.1).
On consideére le probleme

y' = 1—cos(zy), y(0) =0.1. (10.1)
(a) Montrer que (10.1) possede une solution unique sur [0, o).
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

(b) Calculer une solution approchée en remplagant cos(zy) par 1 — (zy)?/2.

(c) Estimer la différence entre la solution exacte et la solution approchée sur l'intervalle
[0,1]. La Fig. 10.2 illustre la solution exacte et approchée, on a une singularité pour la
solution approchée en z = 60/3.

solution approchee

I

|
|
|
I
|
| solution exacte
I

D

D 1 2 3 4 5 6

FiG. 10.2 — Allure de la solution exacte et de la solution approchée

T:

Démontrer que si A(x) est une matrice antisymétrique (A —A), alors la résolvante de

y = Az)y

est une matrice orthogonale.
Indication. Montrer que le produit scalaire de deux solutions est constant.

Calculer la résolvante (représentation réelle) de ’équation différentielle

vy = cos(z)y —sin(z)ys

yh = sin(x)y; + cos(z)ys -
Indication. Trouver une équation différentielle pour z = y; + iys.
Soit

y' = Az)y (10.2)

ou A(z) est une matrice d’ordre n. Montrer que si I'on connait une solution non-triviale ¢ (z)
de (10.2), on peut réduire ’équation (10.2) & un probléme analogue mais ot la matrice est
d’ordre n — 1.

Indication. Sil'on suppose que ¢1(x) Z 0, chercher une solution de la forme y = up(z) + 2,
oil u est une fonction scalaire et ot1 z est de la forme z = (0,22, -+, 2,)7.

A Taide de lexercice précédent, calculer la résolvante R(x,1) de I’équation

, 1)z -1
v /2?2 2/x Y
sachant qu’elle admet y(z) = (22, —z)T comme solution.
7?(1—Inz) —2%lnz )

. Le résul
Remarque. Le résultat est ( rzlnzx z(1 +Inz)

A Tl’aide de l'exercice précédent, résoudre

re (M e (B), o ().

Calculer la solution générale de

1 =2 0
y = 2 0 -1 |y.
4 -2 -1

Indication. Ay = 1 est une valeur propre.



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Lquations atjjerentieites orainalres

Transformer la matrice

1 14 4 2
A= 9 -2 20 1
-4 4 20

sous forme normale de Jordan et calculer la résolvante de y' = Ay.

Indication. Toutes les valeurs propres de A sont égales & 2. La matrice T qui transforme A
sous forme de Jordan est donnée par T' = (v1, v2,v3) ot v3 # 0 est arbitraire, vy = (A —2I)vg
et vy est un vecteur propre de A différent de vs.

Supposons que la matrice A(x) soit continue sur l'intervalle I. Montrer que si les matrices
A(z) et [, A(t)dt commutent pour tout zg,z € I, alors la résolvante de y' = A(z)y satisfait

R(z,x9) = exp </xj A(t)dt) .

y’=<§ é)y (10.3)

(a) Montrer que A(z) et [ A(t)dt ne commutent pas.
(b) Calculer la resolvante de (10.3).
(c) Montrer que dans ce cas particulier R(z,zo) # exp( [, A(t)dt).

On consideére le systeme

On suppose que A(z) soit périodique de période p, c.a.d. A(z + p) = A(x).
(a) Montrer que si ®(z) est une matrice fondamentale, il existe une matrice C telle que
®(z + kp) = ®()C* pour k =0,1,2...
(b) Montrer que les valeurs propres de C ne dépendent pas du choix de ®(z). Les valeurs
propres s’appellent multiplicateurs de Floquet.
(c) Montrer que pour chaque valeur propre A de C, il existe une solution y(z) de y' = A(x)y
qui vérifie y(z + p) = Ay(z) pour tout = (solutions quasi-périodiques).

Soit le systeme

y o= y(l-y)+=z
2 = z2(1-2).
Pout zo = 0, yo = 0, zg = 0 calculer les quantités suivantes:
oy 0 0z 0z

—(Iaa;anOaZU)? —y(wawﬂayﬂazO)a —($a$03y07z0)3 —(Iaa;anOaZU)'
(9Z0 8y0 620

Yo
Soit I’équation différentielle
y =ay+p,
avec «a, § € IR. Elle admet la solution y(z) = —f/«a. Malgré la régularité de la fonction

f(x,y) = ay + B, cette solution est discontinue en o = 0. Comment réconcilier ce fait avec le
théoréeme sur la dérivabilité par rapport aux parametres?

Considérons I’équation du pendule
y'+siny =0, y0) =€, y(0)=0,

ou 'amplitude € est supposée petite. Montrer que la solution peut étre écrite sous la forme
y(z) = eyy(z) + 2ya(z) + ys(z) + O(e') .

Calculer yy (), y2(z), y3(x).

Calculer la résolvante R(z,z() de I'équation

[ 2/ 1
v = (3/$2 3/$>y

pour z, zo > 0. Utiliser la transformation t = In(z), z(t) = 2* y;(x).
Donner l'allure générale des systémes différentiels de dimension > 2 que l'on peut résoudre
a 'aide de cette transformation.
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Montrer que I’équation (a;; € IR)

Y = ail  a12 y
a1 G2
est asymptotiquement stable si et seulement si
a1 +age <0 et a11G92 — a12a91 > 0.
Montrer que pour un systéme autonome y' = f(y) le flot
q)t : R" - R" ) q)t(yo) = y(ta anU)
satisfait
@t o q)s = q)t—l—s .
Soit 3y’ = Ay ot A est une matrice n x n avec des coefficients réels. Soit
xaA) = N+ a N da, ) Fay
le polynéme caractéristique de A. Montrer qu’une condition nécessaire pour la stabilité
asymptotique de y' = Ay est donnée par
a1 >0,a9 >0,--- ,a,>0.
On considere le polynome p(A) = A% + a1 A\? + as\ + a3 & coefficients réels. Montrer que si
a1 >0, a3>0, ajaz > as

alors les racines )\; du polynome p()\) satisfont R\; < 0 .
Indication. Etudier la condition sur les coefficients quand une racine de p()) traverse 'axe
imaginaire.
Remarque. Les conditions mentionnées sont également nécessaires, c’est un cas particulier du
critere de Routh-Hurwitz.

Aider James Watt & résoudre son probleme de stabilité pour son moteur & vapeur de loco-
motive. On a le systeme différentiel suivant:
!

w = kcos(p+a)—F

" = w?singpcosp — gsing — by’

avec k, F,g,b > 0, w est la vitesse de rotation du moteur et ’accélération de ¢ est déterminée
par la force centrifuge, poids et frotement [HNW93, p. 90-91].

Pour a = 0, calculer le point d’équilibre et déterminer sous quelles conditions le point est
asymptotiquement stable.

Calculer les solutions stationnaires de
Y = —yiys — 2y
Yy = Y1 —Yiye

et montrer que la solution nulle est stable.

Indication. Trouver a > 0 et b > 0 tels que la dérivée de V(z) = ay?(z) + by3(x) soit non
positive. (Une telle fonction s’appelle fonction de Lyapunov.)

Etudier la stabilité des quatre points critiques de 1'équation différentielle (voir Fig.9.2)

yi = (1 —y2)(l—y1 —y2)/3
Yy = y1(2—1y2) .
(a) Montrer que
(y)1vh = (y)g —y1 + (UF +93)° sin(—=) (v), v2
Y1 Ty

possede dans chaques voisininages de l'origine, une infinité de solutions stables et une
infinité de solutions instables.
Indication. Regarder ’équation différentielle en coordonnées polaires.

(b) Est-ce que la solution nulle est stable, asymptotiquement stable?



44.

45.
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On considere 'équation y'(z) = (A + B(z))y(x). Montrer que si les valeurs propres de A
satisfont ReA < 0 et si B(z) — 0 pour z — oo alors ’équation différentielle est asymptoti-
quement stable.

Indication. Utiliser la démonstration du Théoreme 9.9.

Pour le “pendule double” déterminer les équations du mouvement en ~
utilisant le principe de Hamilton (voir Exercice I1.19). Prendre les
angles « et 8 comme coordonnées généralisées.

mi . . ma . .
T = 7($%+y%)+_($§+y%)

2
U = migys +magy



Chapitre IV

Equations différentielles linéaires
d’ordre 2

Contrairement au Chapitre III, ot nous avons traité surtout le probleme de Cauchy (équation
différentielle avec valeurs initiales données), nous allons étudier des solutions d’équations
différentielles assujeties a des conditions aux bords. Des exemples typiques sont ceux du
paragraphe I1.3, ot on cherche des solutions d’une équation différentielle d’ordre 2 satisfaisant
y(a) = A et y(b) = B. Dans ce chapitre, nous restreignons notre étude a des équations
différentielles linéaires.

IV.1 Probléemes aux limites — introduction

Pour illustrer la différence entre un probleme de Cauchy et un probleme aux limites, nous
commencons par un exemple tres simple.

Exemple 1.1 Considérons I’équation différentielle
y'+y=0,

dont la solution générale est donnée par y(x) = ¢y sinz + ¢; cosx. Avec des valeurs initiales
données, y(x¢) = yo, ¥'(zo) = yi, le probléme posseéde une solution unique quelles que soient
les valeurs de xy, 4o, Y}
Si la solution cherchée est déterminée par des conditions aux bords d’un intervalle, on

peut avoir les trois possibilités suivantes:

a) y(0) =0, y(r) =0 une infinité des solutions, y(z) = ¢ sin z;

b) y(0) =0, y(r) =1 pas de solution;

¢) y(0) =0, y(1) =2 une solution unique, y(x) = (2/sin1) sinz.

Dans une grande partie de ce chapitre, nous considérerons [’équation différentielle linéaire
ax()y" + ar(2)y' + ao(2)y = h(z), (1.1)

ol ag(z),ai(x),ax(z) et h(x) sont continues sur l'intervalle [a,b] et o ay(x) # 0 sur [a, b].
Nous étudions les solutions y : [a,b] — IR assujeties aux conditions auzx limites (conditions
aux bords, conditions de frontiére)

ary(a) + aoy'(a) + asy(b) + gy’ (D) = 7

Bry(a) + Boy'(a) + Bsy(b) + B/ () = 7. (1.2)
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Avec les abréviations

(Ly)(z) = ax(v)y"(z) + ar(2)y'(x) + ao(2)y(z)
By = ayy(a)+ azy'(a) + asy(b) + auy'(b)
Byy = piyla) + Boy'(a) + Bsy(b) + Bay'(b),

ot L : C*([a,b]) = C°([a,b]) et B; : C'([a,b]) — IR, le probléme s’écrit sous la forme
Ly = h, By =, By = 5. (1.3)

On parle d’un probléme homogéne, si h(x) =0 et v = v = 0.

a

Théoréme 1.2 (existence et unicité) Soient u(z),v(x) deux solutions indépendantes de
Ly = 0. Alors, le probleme (1.3) posséde une solution unique si et seulement si

BI’LL Bl’U)
det( B ) £0. (1.4)

Par conséquent, le probléme (1.3) posséde une solution unique si et seulement si le probléme
homogéne Ly = 0, Byy = 0, Boy = 0 posséde une solution unique (alternative de Fredholm).

Démonstration. Soit w(x) une solution particuliere de Ly = h. La solution générale de
Ly = h est alors donnée par y(r) = ciu(x) + cov(z) + w(x). Cette solution vérifie les
conditions aux limites (1.2) si et seulement si

(Blu Bﬂ)) ((31)_(’)/1—.8111])
BQ’LL BQU Co N Y2 — BQU] '
Sous la condition (1.4), ce systéme linéaire pour ¢, ¢, possede une solution unique. O

Exemple 1.3 Considérons le probleme
y'+y=0,  yl)=4,  yb) =5

On peut prendre u(x) = cosz et v(x) = sinx. Par le Théoréme 1.2, ce probléme possede une
solution unique si et seulement si

cosa sina
det (

cos b sinb) = cosasinb — cosbsina = sin(a — b) # 0,

c.-a-d., si b — a # km avec un entier k.

IV.2 La fonction de Green

Le but de ce paragraphe est de dériver une formule analogue a celle de la “variation des
constantes” pour le probleme aux limites.
L’équation (1.1) peut étre écrite sous la forme équivalente

<??JJ'), B <—a0($;)/a2($) —al(x)l/az(x)) <;’/’) " <h($)/0a2($)) '

Notons la résolvante de ce systeme linéaire par

e = (0 B
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Alors, la solution particuliere de Ly = h qui satisfait aux conditions initiales y(a) = 0,
y'(a) = 0 est donnée par

) = [ Rt

(03] (t)

b
dt:/ Go(z, t)h(t) dt,
ou
Go(l',t) _ R2($,t)/a2(t) s? a S t S x S b
0 si a<x<t<b.

Remarquons que la fonction Ry(x,a) est la solution de Ly = 0 qui vérifie Ry(a,a) = 0 et
Ri(a,a) = 1.

(2.1)

Théoreme 2.1 Sous les hypotheses d’existence et d’unicité du Théoréme 1.2, il existe une
unique fonction continue G(x,t) sur [a,b] X [a,b] telle que la solution de Ly = h, Byy = 0,
Byy =0 est donnée par

b
y(z) = / G(z, )h(t) dt. (2.2)
Cette fonction s’appelle fonction de Green.

Démonstration. Unicité. Soient Gy(z,t) et Ga(x,t) deux fonctions vérifiant (2.2). Comme la
solution de Ly = h, Byy = 0, Byy = 0 est unique, on a

/b (Gi(,1) = Go(w,1) ) h(t) dt = 0

pour toute fonction continue h(t). Ceci implique G;(x,t) = Go(z,t) sur [a,b] X [a, b].
FEzistence. Cherchons la fonction G(z,t) sous la forme
G(z,t) = di(t)u(z) + do(t)v(z) + Go(z, 1), (2.3)

ou u(x),v(x) sont deux solutions indépendantes de Ly = 0 et d;(t), d2(t) sont des fonctions
continues sur [a, b]. Avec cette fonction G(x,t) la fonction y(z) de (2.2) vérifie Ly = h.

Nous allons encore déterminer d;(t) et do(t) de maniere a ce que B;G(-,t) = 0 et
ByG(-,t) = 0 pour tout t € (a,b). Ceci est équivalent a

(Blu B1v> <d1(t)) o (BlGo(-,t)>
Bsu  Bsv do(t)) ByGo(-,t) )
Par hypothése, ce systéeme possede une solution unique pour di(t),ds(t). Evidemment, la
propriété demandée pour G(z,t) entraine Byy = 0 et Byy = 0 pour la fonction de (2.2). O
Exemple 2.2 Calculons la fonction de Green pour le probleme
y'=0, y0)=0, y(l)=0.

On a Ry(z,t) = x —t et la fonction de Green est donc de la forme
r—t st 0<t<zr<1

0 si 0<xe<t<1.

Les conditions G(0,t) = 0 et G(1,t) = 0 impliquent d;(t) = 0 et dy(t) + 1 —¢t = 0. On en
déduit

Gz, t) = di(t) - 1+ do(t) -z + { (2.4)

tlx—1) si 0<t<z<1
G(z,t) = :

(t—1)x si 0<z<t<l1.
Par conséquent, la solution de y” = h(x),y(0) = 0,y(1) = 0 satisfait

(2.5)

1

y(z) = (z —1) /Ith(t) dt+x/ (t — D)h(t) dt.

0 T
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Remarques. La solution du probleme (1.3) satisfait

@) = wla) + [ Gl Ohte)de

ol yo(x) est la solution de Ly = 0 satisfaisant les conditions aux bords Byy = v, et By = 7».
On peut interpréter la fonction = — G(x,t) comme solution de Ly = 0, ou 4, est la
“fonction d de Dirac”.

IV.3 Problemes adjoints et auto-adjoints

Rappelons que, pour un opérateur linéaire A dans IR" (donné par une matrice A), 'opérateur
adjoint A* est défini par la relation (Au,v) = (u, A*v). Il est donné par la transposée AT de
la matrice A.

Dans le contexte des équations différentielles, considérons le produit scalaire

(.9 = [ F@)g(e) da 3.)

sur C([a,b]) (ou [a,b] est un intervalle compact) et un probleme aux limites donné par
L, By, By. Le but de ce paragraphe est de déterminer L*, BY, B; tels que

(Ly,2z) = (y,L"z) (3:2)
pour toutes fonctions y, z € C*([a, b]) satisfaisant Byy = Boy = 0 et Bfz = B}z = 0.

Lemme 3.1 Soient ay € C?([a,b]), a; € C'([a,b]) et ag € C°([a,b]) avec as(x) # O sur [a, b].
Awvec lopérateur

L'z = (ay(2)2)" — (a1(2)2) + ao(x)z (3.3)

on a lidentité

(Ly,2) = (. I2) = ax(@) (y(2)2(2) — y(@)2' ()] + (an(a) — a5 (@) )y(@)2 ()|

a

(3.4)

pour toutes fonctions y,z € C?([a,b]). L'opérateur L* de (3.3) est appelé opérateur adjoint
de L.

Démonstration. Dans ’expression

(L) = [ @)y @) + a0y () + aow)y(a))2(a) do (35)

il faut éliminer les dérivées de y(x). Ceci se fait par intégration par parties comme suit:

b

-/ Voo 0 i
= Y@@, - v@ @)@ + [ v @) d

[ m@y @z dr = y@aE:) - /aby(xxalz)'(x)dx.

[y @@ e = f@a@:e)

a

b

a

En insérant ces deux intégrales dans (3.5), on obtient 'identité désirée. O
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Théoreme 3.2 Considérons le probléeme Ly = 0, Byy = 0, Byy = 0, ou L satisfait les
hypothéses du Lemme 3.1 et ot les vecteurs (aq, o, ag, o) et (B, B2, B3, B4) définissant By
et By sont linéairement indépendants. Alors, il existe

Biz = mz(a) + 727 (a) + 732(b) + 72" ()

Bsz = 61z(a) + 022" (a) + 032(b) + 042" (D), (3.6)

tels que (Ly, z) = (y, L*z) pour toutes les fonctions y, z € C*([a,b]) satisfaisant Byy = Boy =
0 et Biz = B3z = 0. Les coefficients vy; et 6; ne sont pas uniques, mais l’espace des fonctions
z qui satisfont Biz = Byz = 0 est unique.

Démonstration. Le membre droit de I'équation (3.4) peut étre écrit sous la forme 77 CZ ol

7= (yla),y'(a),y(b),y'(b))", 7= (2(a), 2 (a), 2(b),2'(b))" et
—D(a 0 ar(x) —ay(r) —az(x
Cz( 0( ) D(b)) avec D(x)z( (32(:6) (z) 0( ))

Considérons une matrice inversible B de dimension 4, dont les deux premieres colonnes sont
les vecteurs (av, a, az, )T et (B, Bo, B3, 34)T. On a alors que (Byy, Bay, +, - ) = §1 B et on
obtient

7707 = (Byy, By, -, -)B'CO%.

Si l'on dénote par (7v1,72,73,v4) et (d1,02,03,04) les deux dernieres lignes de la matrice
B~1C, on voit que §7CZ = 0 (et donc (Ly, z) = (y, L*z)) pour des fonctions y, z satisfaisant
Biy = Byy =0et Bjz = B3z = 0.

Les coefficients v; et §; dépendent du choix de la matrice B. Si B est une autre matrice
inversible dont les deux premieres colonnes sont comme pour B, on a

S I U n—1 __ I —UV*I —1
L I A

ou [ est la matrice identité de dimension 2. Les coefficients 7; et gi, qui correspondent au
choix B, sont alors reliés avec ; et §; par

<’:}7\1 Yo s i‘*):Vl(% Y2 3 74)
01 02 O3 O4 O 0y O3 04/

Ils définissent alors des conditions aux bords qui sont équivalentes a (3.6). O

Définition 3.3 Sile probleme L, By, B, satisfait les hypotheses du Théoreme 3.2, on appelle
L*, B}, B;, données par (3.3) et (3.6), le probléme aux limites adjoint.

Le probleme est dit auto-adjoint, si L* = L et si les conditions Bfz = Bz = 0 sont
équivalentes a Bz = Byz = 0.

En développant 'expression (3.3) pour L*z on obtient
L'z = ag(x)2" + (2a(x) — a1 ()2 + (ay(x) — a}(z) + ao(z))z.

L’opérateur L est donc auto-adjoint, si et seulement si a)(z) = a1(x), c.-a-d., s'il est de la
forme Ly = (az(z)y’')" + ao(x)y.
Exemple 3.4 Le probleme

(az(z)y") +ap(z)y =0  as € C*([a,b]) et ax(zx) #0 sur [a,b], ag € C°([a,b]),

ay(a) + By'(a) =0 af + (8] > 0,

vy(b) +6y'(b) =0 [+ 6] >0
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est un probleme auto-adjoint. Pour voir ceci, il suffit de démontrer que

(Ly,2) — (4, L2) = ax(2) (y/ (2)2(2) — y(2) (@)

a

(voir le Lemme 3.1) s’annule pour toutes les fonctions y et z satisfaisant les conditions aux
bords. On voit facilement que y'(x)z(z) — y(z)2'(z) s’annule pour = a et pour z = b. Par
exemple, si a # 0, on a

p p
! ! ! !/ !/ !/
— = —— —|—= =0.
y'(a)2(a) — y(a)2'(a) = /(o) ( o2 () = ( oY (a))?'(a)
Proposition 3.5 Sous les hypothéses du Théoreme 3.2, le probleme Ly = 0, Biy = 0,
Byy = 0 posséde une solution unique, si et seulement si le probleme adjoint L*z = 0,
Biz =0, B;z =0 possede une solution unique.
Les fonctions de Green pour les deuz probléemes satisfont alors
G*(z,t) = G(t, ). (3.7)

En particulier, la fonction de Green d’un probléme auto-adjoint est symétrique.

Démonstration. Supposons que Ly = 0, Byy = 0, Boy = 0 possede une solution unique et
notons par z une solution de L*z = 0, Bjz = 0, Byz = 0. Avec y(z), solution de Ly = z,
Byy =0, Boy = 0, on obtient

21 = (2, 2) = (Ly, 2) = (y, L"2) = (y,0) = 0.

Donc z = 0 et I'unicité de la solution du probleme adjoint est démontrée.
Pour démontrer la relation (3.7), considérons deux fonctions continues f(x) et g(z) et
définissons

y(z) :/abG(x,t)f(t) dt,  z(z) :/abG*(a:,t)g(t) dt.

Par définition de la fonction de Green, les fonctions y et z satisfont Ly = f, By = 0, Boy =0
et L*z = g, Bjz =0, B;z = 0. La relation (Ly, z) = (y, L*z) (c.-a~d., (f, 2) = (y, g)) implique
alors

/ab /;(G*(% t) = G(t,2)) f(x)g(t) dt da = 0.

Comme cette relation est vérifiée pour toutes fonctions continues f et g, on en déduit la
relation (3.7). O

IV.4 Le probleme de Sturm—Liouville

Une motivation du probléeme de Sturm-Liouville (voir plus bas
pour sa définition) est 1’étude de I’équation de la chaleur

ou  d*u
il pour z € (0,1), t >0,
u(t,0) =0, u(t,1) =0 (conditions aux bords)

u(0,2) = f(x) (condition initiale).
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L’idée consiste a chercher des solutions de la forme wu(t,x) = z(t) - y(z) (“séparation des
variables”). L’équation aux dérivées partielles devient alors 2'(t)y(z) = z(t)y"(x) ce qui est
équivalent a

(A est forcement constant, car 2'(t)/z(t) ne dépend que de ¢ et y"(x)/y(x) seulement de ).
On est alors conduit au probleme

y'=Xy, y(0)=0, y(1)=0 (4.1)

et a la question: pour quel A ce probleme posséde-t-il une solution non-nulle? Dans ce cas
particulier, il est facile de trouver la réponse. La solution générale de y" = Ay est creV ™ 4
267V (si X # 0). Donc, le probleme (4.1) posséde une solution non-nulle si et seulement si

0 = det <e\1/; 6_1\/}) —e VAo = e’ﬁ(l - GZﬁ).

Par conséquent, il faut que 2v/A = 2kmi avec un entier k # 0, et donc A = —k*r2. La
solution non-nulle de (4.1) est donnée par y(z) = sin(krx). Comme e est une solutlon de
Z' = Az, on obtient e **""*sin(kmz) comme solution de équation de la chaleur qui vérifie
les conditions aux bords. Par linéarité, on voit que

= cpe” Bt sin(kr) (4.2)

k>1

est aussi une solution. Pour satisfaire la condition initiale f(x) = u(0, ) = X5, ¢ sin(k7x),
on choisit ¢, comme coefficient de Fourier de la fonction f(x).
Pour un probleme plus général que 1’équation de la chaleur, par exemple,

ou 1 /0 ou
E:@<6_(( )ax>+Q( z) ) (4.3)
avec les conditions aux bords u(t,0) = 0 (Dirichlet) et 2(¢,1) = 0 (Neumann) et la condition

initiale u(0,z) = f(z), la “séparation des variables” donne

ZZI((tt)) - r(x)ly(x) ((P(x)y'(x))' + q(:r)y(x)) — )\

Il faut alors étudier I'existence de solutions non-nulles du probleme

(p(@)y) + q(2)y + Ar(@)y(z) =0,  y(0)=0, y'(1)=0.

Formulation du probléme de Sturm-Liouville. Considérons
Ly + A\ry =0, By =0, By =0 (4.4)

ou

Ly = (p(x)y") + q(z)y p € C([a,b]) et p(z) >0 sur [a,b], ¢ € C°([a,b])
(a) + Bp(a)y'(a)  [a|+[B] >0
(b) + op(D)y' () [v[ +[6] >0

By = ay
Byy = vy
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et ol r(x) est continue et strictement positive sur [a, b]. Le probleme consiste a chercher des
nombres complexes A et des fonctions non-nulles y(x), tels que (4.4) est vérifié. On appelle
A une valeur propre et y(x) une fonction propre du probléme de Sturm—Liouville. Le but est
d’étudier les valeurs propres et les fonctions propres et de montrer I'existence d’une infinité
de valeurs propres comme c’est le cas pour le probleme (4.1).
Théoreme 4.1 Les valeurs propres du probleme de Sturm—Liouville sont

e réelles (parce que le probléme est auto-adjoint),

e simples (c.-a-d., les fonction propres forment un espace de dimension 1).

Démonstration. Soient A = A\ 4+ i\, une valeur propre et y = y; + 1y une fonction propre
correspondante. Les parties réelles et imaginaires de (4.4) donnent

Ly, +r(Ayr — Agy2) = 0 Biy1 =0 Byy; =0
Lyy + r(Aayr + Aiye) = 0 By, =0 By, = 0.

Comme le probleme L, By, B, est auto-adjoint, on a

0 = (Ly1,y2) — (Y1, Ly2)
= [ @) (D) + Do)+ [ 1) Qo () + Aagal)) o) da

= )\ /abr(a:) (y%(az) + y%(az)) dzx.

Ceci démontre Ay = 0, car r(z) > 0 sur [a, b] et y; + iy # 0.

Supposons que, pour un A fixé, le probleme (4.4) possede deux solutions indépendantes
u(x) et v(z). Alors, toutes les solutions de Ly+Ary = 0 sont de la forme y(z) = ¢ u(x)+cv(2)
et satisfont By = Byy = 0. Ceci est une contradiction, car on peut choisir y(a),y'(a) tels

que ay(a) + Bp(a)y’(a) # 0. O

Une conséquence de ce théoreme est que les fonctions propres peuvent étre choisies réelles.
En effet, si y = y;+iys est une fonction propre pour un A € IR, y; et y, sont aussi des fonctions
propres pour A. Elles sont donc linéairement dépendantes.

Théoréme 4.2 (orthogonalité des fonctions propres) Soit y(z) une fonction propre
pour la valeur propre A et soit z(x) une fonction propre pour p (1 # X). Alors,

/ab r(z)y(z)z(x) de = 0.

Démonstration. Comme y et z satisfont les conditions aux bords, on a

0= (Ly,z) — (y,Lz) = =XNry,z) + u(y,rz) = (p— A) /br(x)y(x)z(:c) dz.

a

L’affirmation est alors une conséquence de p # . O

Exemple 4.3 Pour le probleme
y'+ Ay =0,  y(0)=0, y(1)=0

(voir (4.1)) les valeurs propres sont A\, = k?72 et les fonctions propres sont yx(z) = sin(k7x).
Le Théoreme 4.2 est une généralisation de la relation bien connue

1
/ sin(krz) sin(drz) de =0 si k#L.
0
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IV.5 Théoreme de comparaison de Sturm

Nous allons démontrer qu'un probleme auto-adjoint possede une infinité de valeurs propres
Ar qui tendent vers +oo.

Théoréme 5.1 (Sturm 1836) Considérons les deuz équations différentielles

(p(@)y)" + q(x)y = 0

1 JOIIPR 5.1
@Y + )7 = 0 o
(p(x),p(x) continiment différentiables et q(x),q(x) continues) et supposons que

0<plx) <p(z),  qlo)2qx)  sur [a,b]. (5.2)

Si les solutions y(z),y(x) sont linéairement indépendantes et si y(x1) = y(zy) = 0 avec
x1 < Zg, alors il existe x3 € (1, x2) tel que y(x3) = 0.

Démonstration. Les expressions y(z) et p(x)y'(x) ne s’annulent pas en méme temps (sinon
y(x) =0, ce qui n’est pas possible). On peut donc utiliser des coordonnées polaires

p(x)y'(z) = p(z)cosp(x),  y(x) = p(x)sin p(x)
ot p(x) > 0 sur [a,b]. On calcule les dérivées
(p(2)y' ()" = p(x) cos p(x) — p(a)¢'(z) sin p(x)
y'(z) = pl(x)sinp(z) + p(x)¢'(x) cos p(x)
et, en utilisant (5.1), on obtient les équations différentielles suivantes:

1 1

!/ 2 .92 / .

@' = —— cos” p + ¢(x) sin” ¢, ph=(—= —q(z))sing cosg - p. (5.3)

p(x) (;0(33) )

De la méme maniere on définit p(z), $(x) et on obtient des équations différentielles analogues.
Supposons maintenant que z1,z, soient deux zéros consécutifs de y(x). Alors p(z) et

¢(x5) sont des multiples entiers de 7. De I'équation différentielle (5.3), on voit que ¢'(x1) > 0

et ¢'(z2) > 0. Donc, on peut supposer que

p(r1) =0, o(r2) =, @(w1) € [0, )

(on suppose g(x;) > 0, sinon on multiplie 7(z) par —1). L’hypothese (5.2) nous donne
I'inégalité différentielle

(5.4)

I
)
—
H ‘
~—
Q
]
n
AS)
_I_
)
—~
~—
(V)
©)
A‘
~—
Q
o
n
©
+
=
—
~—
2]
=
©

Comme @(z1) > ¢(x1), on en déduit (utiliser le Théoreme II1.5.2; pour étre précis, il faut
soustraire un € > 0 et considérer la limite € — 0) que

P(x) > ¢(x) pour tout x € [z1,x).

Dans le cas ou il existe zyg € (z1,z2) avec @(xg) > @(xp), on a @(z) > ¢(x)
z > xo (car @(z) > @¢(x) > @(z) ou ¢(x) est la solution de (5.3) avec P(xo)
Comme p(x9) = m, il existe alors x3 € (z1,22) avec @(z3) = 7, c.-a-d., y(z3) = 0.

pour tout

(o).
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Dans le cas contraire, on a @(x) = ¢(z) sur [z1, xs]. Ceci implique @'(z) = ¢'(x) et

1 1 2 ~ 1.2
—— — ——)cos“p(z) + (q(z) — q(x) ) sin” p(z) = 0.
(5~ o) o™ 0la) + (i) — a(x) sin ()
Par ’hypothese (5.2) les deux termes s’annulent séparement:
1 1 PN :
—— cos p(x) = —— cos p(x), ¢(z)sinp(x) = g(x) sin p(z).
) (@) = @ s ¢@) () sin () = g(z) sinp(z)

On voit donc que p(x) et p(z) sont solutions de la méme équation différentielle du type
p' = a(x)p. On en déduit que p(z) = C'p(x) et y(x) = Cy(x), ce qui est une contradiction. O

Exemple 5.2 Comme illustration pour la démonstration du théoreme suivant, nous consi-
dérons le probleme

(1 —0.8sin’2)y) — (z — Ny =0, y(0) =0, y(m) = 0. (5.5)

Fig.5.1 (dessin de gauche) montre les solutions de 1'équation différentielle (5.5) avec pour
valeurs initiales y(0) = 0,4'(0) = 1 et pour les valeurs A = 2.1,2.1 + §,2.1 + 24, pour
A =4,44 36,4+ 60, ainsi que pour A = 6,6 + 60,6 + 125 (§ = 0.05). On peut observer que
les racines de la solution se déplacent vers la gauche (en direction de ’origine), si A croit.

Le dessin de droite montre les cinq premieres fonctions propres du probléeme (5.5), nor-
malisées & y'(0) = 1. Les valeurs propres de ce probleme sont 2.1224, 3.6078, 6.0016, 9.3773,
13.7298, 19.053, 25.347, 32.609, 40.841, 50.041, ...

LOf A=2.1 LOp yo(z)
i =6 i
S S yZ(x)
A
—F - ()

F1G. 5.1 — Solutions du probléeme de Sturm-Liouville (Ezemple 5.2)

Théoreme 5.3 Considérons le probleme

(p(2)y") +q(@)y+ Ay =0,  y(0)=0,  y(1)=0, (5.6)
ot p(x) est continument différentiable et strictement positive sur [0,1], et ot q(x) est conti-
nue. Alors, les valeurs propres et les fonctions propres satisfont:

e [es valeurs propres forment une suite infinie \g < A\; < Ag < ...,
e la jeme fonction propre y;(x) posséde exactement j zéros dans l'intervalle ouvert (0,1),
e entre deux zéros consécutifs de y;(x) il y a un zéro unique de y;41(x),
e 5i 0 < K; <p(r) <K, et Ly <q(z) < Ly surl0,1], alors
— Ly + K727 < \j < =Ly + Kyj*n?, (5.7)

en particulier, \j — 00 pour j — 00.
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Démonstration. Notons par y(z, A) la solution de

(p(x)y) + (g(z) + Ny =0,  y(0)=0, ' (0)=1 (5.8)

(on peut supposer la normalisation y;(0) = 1 pour les fonctions propres). La fonction y(z, )
est de classe C' (voir le paragraphe IIL1.8). Notons par &;(\) la jéme racine positive de
y(z,A) = 0. Cette racine est simple (& cause de I'unicité de la solution) et donc &;(\) est
continument différentiable (par le théoreme des fonctions implicites).

a) Montrons d’abord que &;(\) est strictement décroissant

A+ AN) < &(N) pour A\ > 0.

L’idée est d’appliquer le Théoreme 5.1 avec p(x) = p(x) et avec ¢(z) et g(x) remplacés par
q(x)+ A et g(z) + A+ A respectivement. Entre 0 et £ () il y a donc un zéro de y(z, A+AN),
c-a-d., & (A + AX) < & (N). Entre £ () et &(N) il y a un autre zéro de y(z, A + A)), donc
E(A+ AN) < &(N), ete.

b) Comparons I'équation différentielle (5.8) avec K 7" + (L + A)g = 0, dont g(x) =

sin(xy/(L1 + A)/ K1) est une solution. Si

L + )\ < Ky5%72,

le nombre de zéros de g(x) dans (0, 1] est < j — 1. Par le Théoreme 5.1 de Sturm, le nombre
de zéros de y(x, ) dans (0, 1] est aussi < j — 1 (argumenter par l’absurde).

c¢) Comparons encore avec Koy"” + (La + A\)y =0, et g(x) = sin(xy/ (L2 + N)/K3). Si
Ly + A > Kyj°7?,

le nombre de zéros de 7(z) dans (0,1) est > j. En échangeant les roles de y et § dans le
Théoreme 5.1, on voit que le nombre de zéros de y(x, \) dans (0, 1) est aussi > j.

Les affirmations du théoreme sont une conséquence directe de ces trois propriétés. L’exis-
tence d’une suite infinie de valeurs propres et Iestimation (5.7) suivent de (b) et (c). La
monotonie de &;(\) implique les propriétés affirmées concernant des fonctions propres. O

Remarque. Sous les hypotheses du Théoreme 5.3 les fonctions propres engendrent tout 1’es-
pace Lo([a,b]). Une série comme dans (4.2) nous permet donc de satisfaire la condition
initiale pour (4.3).

IV.6 Equations différentielles avec des singularités

Les vibrations transversales de la membrane d’un tambour sont décrites par 1’équation des
ondes

0%

ot?
ot 2 = {(z,y); >+ y* < 1}. La valeur u(t, z, y) représente le déplacement transversal d’un
point (z,y) de la membrane en fonction du temps. On suppose u(t,z,y) = 0 pour (x,y) €
0 (la membrane est fixée au bord) et des valeurs initiales pour u(0,z,y) et %(O,x,y).
Comme dans le paragraphe IV.4 pour I’équation de la chaleur, la “séparation des variables”

u(t,z,y) =T(t) - v(x,y) conduit a

= 2Au pour (z,y)€Q et t>0, (6.1)

" & _ _)\2.

2T v
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L’équation différentielle pour T'(¢) donne les oscillations en temps et v(z,y) doit satisfaire

Av+Nv =0 sur €

v =20 sur Of). (6.2)

Pour résoudre ce probleme sur le disque €2, il est naturel d’introduire des coordonnées polaires
x =rcosp, y=rsinp et de considérer la fonction w(r, ) = v(x,y) = v(rcos ¢, rsin ). Un
calcul direct montre que le probleme (6.2) devient

Pw 1ow 10w
W_F;E_'_ﬁa—gp‘?—i_)\w_o (6.3)
ow ow

w(l,p) =0, w(r,0) = w(r,2m), —(r,0) = a—(r, 27), (6.4)
¥
ou la limite lim,_,ow(r,p) est constante et indépendante de ¢. Une deuxiéme “séparation
des variables” w(r, ) = a(r) - z(¢) donne
7“2(1,” +1“a’ + )\27“2(1, Z”

=-Z =c

a z

La condition de périodicité z(0) = z(27), 2’(0) = 2’(27) implique que C' = n? avec un entier
n. Les solutions pour z(¢) sont alors z(¢) = ¢; cosng + cosin ng. Pour la fonction a(r) on
obtient 1’équation différentielle

r?a” +rd + (A*r? —n*)a =0 (6.5)
avec les conditions aux bords

a(l)y=0 et a(O):{

0 si n>0
une valeur finie si n=0.

Pour A # 0 la transformation x = Ar et y(z) = a(r) élimine le parametre A de 1’équation
différentielle et (6.5) devient I’équation de Bessel

22y + a2y + (2 — n?)y = 0. (6.6)

Nous allons démontrer plus tard dans ce paragraphe que cette équation différentielle possede
une solution J,(x) qui est bornée pour z — 0 (on a J,(0) = 0 pour n > 0) et qui possede
une infinité de zéros positifs 0 < jn1 < jn2 < Jng < ... (voir la Fig.6.1 et 'Exercice 17). La
fonction a(r) = J,(jukr) satisfait alors (6.5) avec A = j et aussi a(1) = 0. Par conséquent,

Jn(]nkr) cosny et Jn(]nkr) sin ne

sont des solutions de (6.2) (Fig.6.2). Par superposition, on obtient la solution générale.

%\ E%%gg&x& 9%ve Ia N A Ao

F1G. 6.1 — Fonctions de Bessel J,(x) (gauche), Jo(jorr) (droite)
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n=3, k=4, j=16.2235
F1G. 6.2 — Fonctions propres Jy(jurr) cosny du Laplacien sur le disque

Une particularité de équation de Bessel (6.6) est que le coefficient ay(x) = z? de y”
s’annule en un point ou on s’intéresse a la solution.

Définition 6.1 Si I’équation différentielle est sous la forme

(7 — 20)%y" + (x — zo)p(2)y + q(z)y =0, (6.7)

ou p(z) et ¢(x) sont analytiques dans un voisinage de x, alors le point o s’appelle point
singulier régulier de I’équation différentielle.

Exemple 6.2 Le point 2 = 0 est un point singulier régulier de 1’équation de Bessel (6.6).
Pour [’équation hypergéometrique

(1 —2)y" 4+ (c—(a+b+1)z)y' —aby =0 (6.8)

les points x = 0 et 2 = 1 sont singuliers réguliers (multiplier I’équation par z/(1 — x) pour
voir que (6.8) est sous la forme (6.7) proche de I'origine).

Pour résoudre (6.7), écrivons les fonctions p(z), g(z) sous la forme d’une série

p(x) =3 pilr =2,  q(@) =3 gz —m). (6.9)

>0 >0

Si p(z) = po et g(x) = qp sont constantes (équation de Cauchy, voir [HW95, Sect.II1.8]), on
trouve des solutions de la forme y(z) = (z — 2)® ot a(a — 1) + pocr + qo = 0. Ceci suggere
de chercher des solutions de (6.7) sous la forme

y(x) = (x —20)* Y ¢j(x — mo)? =D ¢j(w — 20)" ™ avec ¢y # 0. (6.10)

>0 >0
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On calcule les dérivées

Y@) = S0+ a)e— )y ) = e+ a)(i+a— 1) P

et on les insert dans 1’équation différentielle (6.7). En comparant les coefficients de (z—z)" ™,
on voit que y(x) de (6.10) est une solution de (6.7) si et seulement si pour tout k > 0

k k

clk+a)(k+a—1)+> ¢(j+a)pej+ > cjquj =0.

]:[] j:()
Cette relation peut étre écrite sous la forme

k—1

crf(k+a)+ Z:Cj((j + Q)pk—j + Gh—j) =0 (6.11)
fle) = ala = 1) + apo + qo- (6.12)

Pour £ = 0 on obtient ¢of(a) = 0 et donc f(a) = 0 (car ¢y # 0). Comme f(a) est un
polynome de degré 2, on a en général deux choix possibles pour la valeur de .

Lemme 6.3 Soit ¢y arbitrairement donné et supposons que

fla)=0 et fla+k)#0 pour k=1,2,....

Alors, la série Y p~q cr(x — x0)* avec les coefficients ¢, donnés par (6.11), posséde un rayon

de convergence > min(p,, py), 0U p, et p, sont les rayons de convergence des séries (6.9).

Démonstration. Le fait que f(a+k) est un polynéme de degré 2 en k et I’hypotheése f(a+k) #
0 pour £ =1,2,... impliquent que

\fa+ k)| > uk? pour k=1,2,...
avec un 4 > 0. Fixons maintenant un p < min(p,, p,). On a alors
pil? <M, et gl <M, pour j=1,2,...

et la relation (6.11) implique que pour k > 1

1 k—1 ) M k—1 )
lexl < —5 3 les| (17 + My + My )8 < 2= 3 e o™
pk §=0 k J=0
avec une constante M > 1. Par récurrence sur k, on en déduit que

x| < Jeo| MEM L p7F pour k=1,2,...

(utiliser I'inégalité 1+ M 51 j~+ < kM). Ceci entraine que le rayon de convergence de la
série Y50 ce(x — 20)" est > p. O
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Si a; et ay (avec Ray > Ray) sont les deux racinces de I’équation f(a) = 0, la fonction
() = (z = 20)™ Y ¢j(a) (& — mo)
Jj=>0

est une solution de (6.7), car f(a; + k) # 0 pour tout £ > 1. Nous avons noté les coefficients
¢;j de (6.11) par ¢;(«) pour indiquer la dépendance du parametre o. Comment trouve-t-on
une deuxieme solution de (6.7) qui est linéairement indépendante de y,(z)?

Cas 1. Si oy — oo € Z, on est sir que f(ag + k) # 0 pour k£ > 1. Donc,
y2(2) = (& = 20)** D_ ¢j(az) (x — o)’
J=20
est une deuxieme solution de (6.7). Elle est indépendante de y;(z), car les termes dominants

possedent des puissances différentes.

Cas 2. Siay —ay=m € Z, on a que f(az+m) =0 et la relation (6.11) ne permet pas de
calculer ¢,,. Inspirés par les équations de Cauchy, ou % et % In x sont des solutions si « est
une racine double du polynome caractéristique, nous cherchons une deuxieme solution sous
la forme

y2(z) = Cy1(z) In(z — ) + (x — 20)** > _ dj(x — 7). (6.13)

Jj=0
Si l'on insert yo(x) dans I’équation différentielle (6.7), le terme avec le logarithme se simplifie
et on peut déterminer d; et C' par comparaison des mémes puissances de (x — xg)*™.
Exemple 6.4 (Equation de Bessel) Appliquons cette procédure a I’équation de Bessel

2?y" + xy' + (2 —n?)y =0, (6.14)

oun € IR, n > 0. En insérant (6.10) avec zo = 0 dans (6.14) on obtient

Yoci+a)j+a—1)aT" Y e(j +a)a? T+ n®) Y et =0,
Jj=0 j>0 §>0

Une comparaison des coefficients donne

Co (a(a —1)+a- n2) =0 (6.15)
cl((l +a)a+ (1+a)— n2) =0 (6.16)
cj((j+oz)(j—|—a—1)+(j+oz)—n2)+cj,2:0. (6.17)

Comme ¢y # 0, I'équation (6.15) implique a? — n? = 0, c.-a-d., oy = n et ap = —n. En

utilisant o = n?, ’équation (6.16) devient ¢; (2« + 1) = 0 et on obtient ¢; = 0 & condition
que o # —1/2 (supposons pour le moment que ceci est le cas). L’équation (6.17) donne
¢j - j(j + 2a) + ¢j_o = 0. Le fait que ¢; = 0 implique que ¢; = 0 pour tout j impair. Pour
Jj =2k on a ¢y, - 4k(k 4+ @) + cop_2 = 0 et on voit par récurrence que

(=D*

T T Gt a) "
sia#—1,— . Avec le choix ¢y = (2°T(a+1))"", ot [(a + 1) = [Ce “z* dx est la
fonction gamma d Euler (voir [HW95, Sect. I11.8]), la fonction y(z) de (6.10) devient
T\a (—1)* T 2k
Jo(z) = (= I 6.18
(z) (2) gklr(a+k+1)(2) (6.18)
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Cette fonction s’appelle fonction de Bessel d’indice a. Avec l'interprétation ﬁ = ﬁ =

Ty = = 0, elle est définie pour tout o € IR. Le critere du quotient

| Cok | =4(k+1)(k+1+0a) - oo

Co(k+1)

montre que la série dans (6.18) converge pour tout x € IR.
Par construction, J,(z) et J_,(x) sont des solutions de (6.14). Pour n ¢ Z, n > 0 on
a que Jy(x) — 0 et J_,(zr) — oo si & — 0. Les deux fonctions sont donc linéairement
indépendantes et la solution générale de (6.14) est donnée par CyJ,(z) + CoJ_,(z).
Pour n € Z on a
J p(z) = (=1)" T, ().

Cette formule est obtenue par un calcul direct:

T\-n —1)k x\ 2k T\-n —1)7t"  x\2j+2n
Ta(@) = (3) Zm(g) = (3) ;}W(g)

k>n

= UG S 6) = (U

2/ S itn+))
Une deuxieme solution indépendante peut étre trouvée avec ’ansatz

Yo(z) =Cly(z)ne +27" > dja’

>0
(voir I’équation (6.13)).
IV.7 Exercices
1. Est-ce que le probléme
y" = h(z)
avec pour conditions aux limites périodiques y(0) = y(1), ¥'(0) = ¢'(1) posseéde une
solution unique?
2. On considére le probleme
(@ (@)Y +aplz)y = 0 (7.1)
oy(a) + Bif(a) = 0 (7.2
vy(b) +dy'(D) = 0 (7.3)

ou ap(z) est continue, ay(z) est contintment différentiable et ag(x) # 0 pour z € [a, b].

(a) En utilisant le théoreme de Liouville, montrer que pour deux solutions u(z) et v(z) de
(7.1) on a

as(z) <u(x)v'($) —v(x)u'(x)) = C = const. (7.4)

(b) Supposons que la solution de (7.1)-(7.3) soit unique et notons par u(z) une solution de
(7.1) satisfaisant (7.2), et par v(z) une solution de (7.1) satisfaisant (7.3). Montrer que
la fonction de Green est donnée par

G(z,t) = {

ou C est la constante de (7.4).
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3. En utilisant le résultat de I'exercice précédent, calculer la fonction de Green de

10.

zy" +y =0, y(l) =0, y(2)=0,
y'"+y =0, yla) =0, yb) =0.
Calculer la fonction de Green de
y" =0,  y(0)+2y(1) =0, 2y(0)+y'(1) = 0.
Le résultat est G(z,t) = |z —¢t|/2+ (x +t)/6 —4/9.

. Soit le probleme

az(z)y" + a1(z)y’ + ao(x) = 0,  y(0) =0, ¢'(0) =0

sur [0, 1]. Calculer le probléeme adjoint.

. Soit le probléme générale

Ly = as(z)y" + a1(z)y’ + ao(z)y =0,  Biy=0, Bay=0,
on suppose avoir existence et unicité de la solution. Démontrer que pour ¢ € C*([a,b])
satisfaisant p(z) = 0 en dehors de (a +€,b —€) avec un € > 0, on a que

b
| 6w o) @dn =gt

Ceci est équivalent & LGy = §; dans le sens des distributions ou G¢(z) = G(z,t).

. On considere I’équation différentielle linéaire d’ordre 4

yW = h(z), ze(0,1], (7.5)
et les conditions aux bords
BlyZO, BZy:()a B3y:07 B4y:07

ol By est une combinaison linéaire de y(0), 4'(0), v"(0), ¥ (0), y(1), ¥'(1), ¥"(1), v"'(1).
Etudier I'existence et 'unicité des solutions. Sous I'hypothese d’existence et d’unicité, dé-
montrer qu’il existe une unique fonction continue G(z,t) sur [0,1] x [0,1] (la fonction de
Green) telle que la solution soit donnée par

y(z) = /0 "Gl Oh(t)dt

L’équation différentielle de la ligne élastique d’une poutre est donnée par (7.5), ou h(z)
représente la charge. Calculer la fonction de Green pour les situations suivantes:

(a) la poutre est fixée aux deux extrémités:
y(0) = y'(0) =0, y(1) =4(1) =0.
(b) la poutre est librement posée aux deux extrémités:
y(0) = y"(0) =0, y1) =y"(1) =0.
(c) la poutre est fixée & gauche, mais complétement libre & droite:
y(0) = y'(0) =0, ") =4"(1) =0.
Résultat. G(z,t) est symétrique et pour ¢ < z on a
(a)  G(z,t) = t2(1 — 2?)(3z — t — 2xt) /6,
(b)  G(z,t) = t(1 — z)(2z — 22 — 2)/6,
(c) G(z,t) = t2(3z —t)/6.
Calculer les valeurs propres et les fonctions propres du probleme
() + 2y =0, Y1) =0, y(2) =0.
Calculer les valeurs propres et les fonctions propres du probleme
y'+xy =0,  y0) =4(0), y1)=0
et montrer que les valeurs propres satisfont /Ay = 7/2 + km + B avec B — 0.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Transformation sous forme auto-adjointe. Considérons I'opérateur
Ly = ax(x)y" + ai1(x)y’ + ao(z)y,
ou les a;(x) sont suffisamment différentiables sur l'intervalle considéré. Comment faut-il choi-
sir p(z) pour que la transformation y = ¢(z)z nous conduise & un opérateur auto-adjoint?
Considérons
" cos? CoS X

1+coslz’ "1+ costa’
Montrer que y(z) = i + cos z est une fonction propre pour la valeur propre A = 1.
Comment expliquer cette valeur propre complexe?

=0, y'(0) =0, 9(rm)=0.

Résoudre par séparation des variables le probléme

ou  0%u

ou _ Ou B (7.6)
(B0) = 5o (61 =0, >0

u(0,z) = f(z), 0<z<l1

(la température d’une barre dont les extrémités sont isolées mais qui échange de la chaleur
en chaque point avec le milieu extérieur).
L’opérateur différentiel

Ly = (p(z)y") +4q(z)y,  z€ (a,00)
(p € C(a,00) et p(z) > 0 sur (a,0), ¢ € C%(a,0)), s’appelle oscillatoire, si chaque solution
non-nulle de Ly = 0 posséde une infinité de zéros dans (a,00). En utilisant le théoreme de
comparaison de Sturm, montrer que L est oscillatoire si et seulement si il existe une solution
non-nulle ayant une infinité de zéros dans (a, o).

Déterminer les valeurs de « pour lesquelles 'opérateur
Y+ %y, a€ R
x

est oscillatoire.
Démontrer que 'opérateur différentiel

Ly = 4" +q(2)y
(a) est oscillatoire, si  liminf, oo 22q(x) > 1/4;
(b) n’est pas oscillatoire, si  limsup,_, ., z%q(z) < 1/4.
Indication. Comparer 'opérateur L avec celui de I’Exercice 15.
A Taide de y = ¢(z)z transformer 1’équation de Bessel

22y +xy + (22 —n?)y = 0
sous la forme 2" + g(z)z = 0. Montrer que I’équation de Bessel est oscillatoire pour tout
n € IR, et calculer J,(z) pour n = +1/2.
Résultat. Jyo(v) = V2/rzsinz, J_1)2(x) = V2/7w cos x.
Démontrer la formule de récurrence
s () — %”Jn(x) (@) = 0.
En utilisant I’Exercice 17, calculer J3/5(z).
On considere I'équation hypergéométrique
z(l—z)y" +(c—(a+b+1)z)y —aby = 0.

Trouver une solution dans un voisinage de z = 0.

Le résultat est

Plaiabe) = Y EIED

ou (a)y =ala+1)---(a+k+1).
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20. On considére ’équation différentielle

21.

ax(z)y" + a1 (z)y’ + ag(z)y = 0.
Pour étudier le comportement des solutions & linfini utiliser la transformation w = 1/z,
z(w) = y(z). Démontrer que oo est un point singulier régulier de I’équation hypergéométrique.
Est-ce aussi vrai pour I’équation de Bessel?
Justifier Pansatz (6.13) pour une deuxiéme solution indépendente si oy — g = m € Z et
m > 0. Montrer 'existence de constantes C' et d; tels que (6.13) est une solution de I’équation
différentielle.
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Chapitre V

Sous-variétés de IR"

Dans ce chapitre nous donnons une application intéressante du théoreme d’inversion locale
(paragraphe 1.7) et nous discutons la définition de sous-variétés de IR". Nous introduisons
Pespace tangent et des équations différentielles sur des sous-variétés de IR". Pour plus des
détails, nous référons aux livres [AMRSS] et [Ar74].

V.1 Théoreme du rang

Un changement des coordonnées peut étre tres utile pour I’étude des fonctions. Par exemple,
si la fonction f(x1,22) ne dépend que de 2% + 23, il est naturel d’introduire des coordonnées
polaires. Le but de ce paragraphe est de chercher, pour une fonction y = f(x) donnée, des
coordonnées & et 1 a la place de x et y, pour lesquelles la fonction f devient plus simple (par
exemple linéaire).

Nous nous contentons d’étudier ce probleme localement, c.-a-d., pres d’un point a. Comme
un changement de coordonnées est équivalent a un difféomorphisme, le probleme se pose de
la maniere suivante: soient f : R" — IR™, a € IR" et b = f(a) € IR™ donnés, chercher
un difféomorphisme local ¢ pres de a (£ = ¢(x)) et un difféomorphisme local ¢ pres de b
(n =1(y)), tels que ¢ o f o p~! est “plus simple” dans un voisinage de 0 € IR".

Théoréme 1.1 (Théoréme du rang) Soient f : IR" — IR™ de classe C* (avec k > 1),
a € IR" et b= f(a). Les propositions suivantes sont équivalentes:

e il existe des difféomorphismes locaux ¢ prés de a et 1 pres de b (de classe C*) tels que

(Vo fop™M(&,...,&)=(&,...,&,0,...,0)" pres de £ =0; (1.1)

e le rang de f'(x) est constant (égal a r) dans un voisinage de a.

Démonstration. a) Supposons 'existence des difféomorphismes ¢ et 1 tels que (1.1) est
satisfait. En dérivant (1.1) on obtient

VO @ EO=(y o) (12

otz = ¢ (&), y = f(x), I est la matrice identité de dimension r et les trois “0” sont tels que
la matrice (1.2) posséde la méme dimension que f'(z). Les matrices (¢~')(£) et ¢'(y) sont
inversibles pour £ = 0 et y = b, et donc aussi dans un voisinage de 0 et b, respectivement.
Ceci implique que le rang de f'(z) est constant et égal a r.
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b) Considérons une fonction f pour laquelle le rang de f'(a) est r. Apres une éventuelle

permutation des x1,...,x, et/ou des yi, ..., ymn, on peut supposer que la sous-matrice
a i r
A= < Ji (a)) est inversible. (1.3)
8xj i,j=1
Définissons alors Papplication £ = ¢(x) par
. | filer,.o @) —b; pour i=1,...,r
@z(x)_gz_{ T — a; pour i:r—|—1,...,n. (14)

T ,( ) ( )
0 I

est inversible, (1.4) définit un difféomorphisme local pres de a. Considérons la fonction ¢g(§) =
(f o 1)(€), dont les premieres r composantes sont données par ¢;(£) = & + b;. Comme le
changement de coordonnées x <+ £ ne change pas le rang, la matrice

19=cte pie))

est de rang r pour tout & dans un voisinage de £ = 0. Donc D(£) = 0 et la fonction g(§) ne
dépend que de &, ..., &.. Finalement, définissons I'application n = ¢ (y) par

y; — b; pour t=1,...,71
() = 1 — , 1.5
vily) = {yi—gi(yl—bl,---,yr—br) pour ¢ =7+1,...,m. (1.5)

v = (5 Y)

*

La matrice Jacobienne

est inversible et (1.5) définit donc un difféomorphisme local pres de b. Par définition de ¢ et
1, on voit, que ¥ o f o p ! est donnée par (1.1). O

Corollaire 1.2 (Théoréme de la submersion) Soit f : IR" — IR™ une submersion en
a € IR" de classe C* (avec k > 1), c.-a-d., f'(a) est surjective (rang de f'(a) est m). Alors,
il existe un difféomorphisme local @ prés de 0 (de classe C*) tel que

(fOSO)(gl,,gn) = f(a’) + (gla"'agm)T'

Démonstration. Dans la démonstration du Théoreme 1.1, il ne faut pas faire de permutation
des y1,...,yn et la fonction ¢ est une simple translation. La fonction ¢ de ce corollaire
correspond & ¢~! dans le Théoréme 1.1. O

Corollaire 1.3 (Théoréeme de I"immersion) Soit f : IR" — IR™ une immersion en a €
IR" de classe C* (avec k > 1), c.-a-d., f'(a) est injective (rang de f'(a) est n). Alors, il
existe un difféomorphisme local ¢ prés de b= f(a) (de classe C*) tel que

(Yo F)@e,...,xn) = (T1,...,20,0,...,0)T. (1.6)

Démonstration. On suppose (1.3) avec r = n et on définit "application n = ¢ (y) implicite-
ment par
yi:{ film,y -y mn) pour zizl,...,n
film, . oymp) —m; pour i=n+1,...,m.
Comme la matrice Jacobienne de cette application est inversible, ¢/ est un difféomorphisme
local pres de b et il satisfait (1.6). O
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V.2 Deéfinition des sous-variétés de 2"

Il y a plusieurs manieres de décrire une sous-variété lisse (courbe, surface,...) de IR".
Théoréme 2.1 Soit M # 0 un sous-ensemble de IR", a € M, et soit 0 < r < n. Les
propositions suivantes sont équivalentes:

(1) il existe un voisinage U C IR" de a et une application différentiable g : U — IR"™" avec
g(a) =0 et ¢g'(a) surjective (une submersion) tels que

MNU = g 10);
(ii) 4l existe un voisinage U C IR" de a, un voisinage V C IR" de 0 et un difféomorphisme
0 :V = U avec ¢(0) = a tels que
MNU=p((R" x{0})nV);
(iii) il existe un voisinage U C IR" de a, un voisinage W C IR" de 0 et une application
différentiable n : W — U avec n(0) = a et i'(0) injective (une immersion) tels que
MNU =n(W)
etn: W — MnNU est un homéomorphisme.

Définition 2.2 Un ensemble M ## () qui satisfait aux conditions du Théoréme 2.1 pour tout
a € M s’appelle une sous-variété (lisse) dans IR" de dimension r et de codimension n — r.
L’application n s’appelle une paramétrisation locale de M pres de a.

Exemple 2.3 Considérons la surface de la sphére dans IR* prés du pole nord a = (0,0,1)7.
Elle peut éetre décrite par n =3, r = 2 et

g(z,y,2) =" +y* + 2" — 1,

mais aussi par ¢(z,y,() = (z,y,v/1— 22 —y2 — ()T et par n(z,y) = p(x,y,0). Une autre
possibilité est de considérer des coordonnées sphériques:

o(a, B, p) = (1 + p)sinacos B, (1 + p) sinasin G, (1 + p) cos )"
et n(a, §) = ¢(a, 5,0).

Démonstration du Théoréeme 2.1. Considérons I'injection canonique j et la projection cano-
nique 7:
R - R xR s R
T (x,0)
Wi,2) = e
Sans entrer dans les détails, nous donnons I'idée de la démonstration.

(i) = (ii): Le théoreme de la submersion (Corollaire 1.2) implique I’existence d’un difféo-
morphisme local ¢ tel que

(g © W)(&l; v 7§n) = (57"-1—17 e 7§n)T

(apres une permutation des ;). La condition g(x) = 0 est alors équivalente & &1 = ... =

& =0siz = p(§).
(i) = (i): 1l suffit de prendre g = mo L.
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(iii) = (ii): Le théoreme de I'immersion (Corollaire 1.3) implique I'existence d’un difféo-
morphisme local ¢ tel que

(pon)(é,...,&) = (&,...,&,0,...,0)T.

Donc, x € n(W) est équivalent a ¢(x) € IR" x {0}. L’hypothése supplémentaire “n: W —
MNU est un homéomorphisme” exclut que, pour certains éléments de n(1), la préimage
soit loin de 0.

(ii) = (iii): On peut prendre n = p o j. O

Remarque On ne peut pas omettre 'hypothese “n : W — M N U est un homéomor-
phisme” dans la caractérisation (iii) du Théoreme 2.1. Par exemple, la fonction n(t) =
((1 4 0.1¢%) cost, (1 + 0.1£?) sin t) est une immersion pour chaque ¢, mais 'image n(IR) n’est
pas une sous-variété de IR* & cause des croisements de la courbe (Fig.2.1, gauche). Méme
'injectivité de n(t) ne serait pas suffisante comme le montre le dessin de droite de la Fig. 2.1.

O C

FiG. 2.1 — Sous-ensembles de IR* qui ne sont pas des sous-variétés

Les sous-variétés de dimension » = 0 sont des points discrets dans IR". Les sous-variétés
de dimension r = n sont des ouverts de IR". Tout sous-espace linéaire ou affine de IR" est
une sous-variété. Par contre, ’'ensemble {(z,%); xy = 0} n’est pas une sous-variété de IR”.
Pres de l'origine, cet ensemble n’est pas difféomorphe a une droite.

Exemple 2.4 (tore de révolution) Considérons le cercle (z,2z) = (d + pcosa, psina)
(avec 0 < p < d) et tournons-le autour de 1'axe z. Ceci donne la paramétrisation

(d+ pcosa) cos 3
n(e, ) = | (d+ pcosa)sinf
psin a

d’un tore. On peut vérifier que n'(c, ) est injective (c.-a-d., de
rang 2) et que 7 est localement un homéomorphisme.

Exemple 2.5 (ruban de Md&bius) Considérons une tige de
longueur 2 (paramétrisée par —1 < ¢ < 1) et tournons-la au-
tour de son centre et, en méme temps, deux fois plus vite autour
d’un axe a distance d. Ceci donne la paramétrisation

(d + tcos ) cos 2
n(t,a) = | (d+tcosa)sin2a
tsin o
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Exemple 2.6 (groupe orthogonal) L’ensemble
On)={X; XTX =1}

est une sous-variété de dimension n(n—1)/2 de M,,(IR) = IR"™ (espace de toutes les matrices
de dimension n). Pour voir ceci, considérons ’application

g : Mu(IR) — Sym,,(IR) ~ "/

définie par g(X) = XX — I (le symbole Sym,, (IR) dénote I'espace des matrices symétriques
de dimension n). On a bien ¢='(0) = O(n). Il faut alors voir que g est une submersion en
tout point A € O(n). La dérivée de g(X) en A est ¢'(A)H = ATH + H" A. Pour une matrice
symétrique B, le choix H = AB/2 montre que ¢'(A)H = B. Donc, ¢'(A) : M,(IR) —
Sym,, (IR) est surjective, et O(n) est une sous-variété de codimension n(n + 1)/2.

V.3 Espace tangent

La tangente en un point @ d’une courbe dans IR* ou IR" est une droite, c.-a-d., un espace
affine. En plagant l'origine dans a, cette tangente devient un espace linéaire. Le plan tangent
en un point a d’une surface est un espace de dimension 2. Un vecteur dans ce plan peut étre
interprété comme 7/(0), ot y(¢) est une courbe différentiable dans la surface qui satisfait
7(0) = a. Ceci motive la définition suivante.

Définition 3.1 Soit M C IR" une sous-variété et a € M. L’espace tangent a M en a est

B . ilexiste v: (—¢,¢) = IR" de classe C' telle que
TM = {h € R v(t) € M pour t € (—¢,2), v(0) =aet v (0)=h [~

Théoréme 3.2 Soit M C IR" une sous-variété et a € M.
a) si M est donnée par une submersion g : U — R"" (c.-a-d., M NU = g='(0)), alors
T,M = Kerg'(a).
b) si M est donnée par une paramétrisation n: W — IR" (c.-a-d., M NU = h(W)), alors

T,M = Imn'(0).

Démonstration. a) Pour une courbe 7(t) avec g(y(t)) = 0 on a que ¢'(a)y'(0) = 0 et donc
To,M C Kerg'(a). En utilisant le théoreme de la submersion (Corollaire 1.2), on peut voir
que pour chaque h € Ker ¢'(a) il existe une courbe (¢) dans M avec y(0) = a et 7/(0) = h.

b) Soit o(t) une courbe différentiable dans IR" satisfaisant o(0) = 0. Alors y(t) = n(o(t))
est une courbe dans M qui satisfait 7/(0) = 7'(0)o’(0). Donc Im 7' (0) C T, M. Cette fois, le
théoreme de I'immersion (Corollaire 1.3) implique qu’on obtient toutes les courbes (t) de
cette maniere. O
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V.4 Equations différentielles sur des sous-variétés

Soit y(t) une courbe différentiable & valeurs dans une sous-variété M C IR" de dimension r.
Par définition de ’espace tangent, la dérivée y'(t) satisfait y'(¢) € Ty M pour tout ¢.

Définition 4.1 On dit que
y' =) (4.1)

est une équation différentielle sur la sous-variété M, si f(y) € T,M pour tout y € M. Une
solution est une fonction y : I — M C IR" qui vérifie y'(t) = f(y(t)) pour tout t € I.

Pour étudier I'existence et 'unicité d’une solution, on utilise une paramétrisation locale
y = 1n(2) de la sous-variété M preés d’une valeur initiale y, € M, et on cherche une équation
différentielle pour z dans IR". Pour ceci, on définit z(¢) par y(t) = n(z(¢)) dans un voisinage
de z = 0 et on obtient de (4.1) que

Une multiplication par 7'(z)” et ensuite par (1(2)77'(z)) " (cette matrice est inversible, car
n'(z) est injective) donne I’équation différentielle pour z

=), f2) =) (=) () f(n(2). (4.2)

Si f est de classe C* et si 7 est de classe C2, la fonction f est de classe C! et on peut appliquer
la théorie locale du Chapitre III (existence, unicité, ...). Dés qu’'on a trouvé une solution
z(t) de (4.2), le fait que f(n(2)) € Ty M = Imn/(2) implique que y(t) = n(z(t)) est une
solution de (4.1).

Exemple 4.2 Considérons le probleme
V=t -z =2 -z 0=yl 4y — 1, (4.3)

ou la variable de controle z doit étre déterminée afin qu’on obtienne une équation différentielle
sur la sous-variété M = {(y1,v2) ; ¥ +y2 = 1}. En dérivant la relation algébrique dans (4.3),
on obtient

0 = 2y1y1 + 2y215 = 257 + 20190 + 205 — 2(y7 + v3) 2.

Ceci est la condition pour z qui garantit que y' € T, M pour tout y € M.

Une application tres importante sont les systemes mécaniques soumis a des liaisons.
Supposons que 'énergie cinétique soit 7'(q, ¢) = %qTMq, I’énergie potentielle U(q) et que le
mouvement soit contraint par la relation g(¢) = 0 ot g : IR* — IR™ (m < d). Les solutions
du probleme variationel [ L dt — min avec comme Lagrangien

L(g,q) =T(q,4) — U(q) — g(q)" A

décrivent le mouvement du systeme (sans démonstration). Les équations d’Euler-Lagrange

g—é - %(g—g) = 0 (Chapitre II) donnent le systéeme
q = v
Mi = ~U'(q) - G(o)"\ (1.4)

0 = g(q)
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ot G(q) = ¢'(q). Toutes les solutions de ce systeme satisfont g(¢) = 0, mais aussi G(¢)v =0
(la dérivée totale de g(g(t)) = 0). Donc, elles sont des courbes dans la sous-variété

M ={(g,v); 9(q) =0, G(gJv=10} (4.5)

de IR?. Tl faut encore déterminer \ pour que (¢,7) € T(gw)M. Pour ceci, il faut que la dérivée
totale de G((¢q(t))v(t) = 0 soit nulle:

0=g"(q)(v,v) + G()M ' (=U"(q) — G(9)" ). (4.6)

En supposant G(q)M~'G(q)" inversible, on peut calculer A de cette relation et on obtient
une équation différentielle pour (g, v) sur la sous-variété M.

Exemple 4.3 (pendule simple) Dans ce cas I’énergie cinétique est T = %(i‘Z—i—g)Z), I’éner-

gie potentielle est U = mgy, et on a la liaison g(z,y) = (2% +y? — ?) = 0. Le systeme (4.4)
devient alors

T =u, miu = — A

y=u, mo = —mg — yA
et on peut calculer A\ de la relation
u? 4+ v* — gy —m H(2? + y*)A = 0.
Exemple 4.4 (pendule double) Comme dans I’Exercice 45 du Chapitre III nous avons

my, . ma .
T= M@ +yh) + @+ u) U= mugys+magy,

et les liaisons
33? + yf - é% =0, (332 - 561)2 + (yz - y1)2 - ZS = 0. (4-7)

Les équations du mouvement sont alors données par (en divisant les équations (4.7) par 2)

T = uy, mity = — 1A + (T2 — x1) Ae
To = U, Moty = - (xz - !131))\2
Y1 = v1, mity = —mig — A+ (Y2 — y1)de
Yo = vz, Mol = —Mag — (Y2 — Y1) Ao

Comme dans I’exemple précédent, on obtient A;, Ay de ’équation (4.6).

Observons que cette forme des équations du mouvement est beaucoup plus simple que
celle obtenue dans I'Exercice 45 du Chapitre III pour les angles o et 3. La différence est
encore plus prononcée si le systéeme mécanique est plus compliqué.

V.5 Exercices

1. Calculer le rang de la matrice jacobienne pour
1+ 22+ 23+ T4
f(z) = | 2%+ 23+ 23 + 22
o} + o3 + 23 + 2}
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. Soit f : IR™ — IR™ de classe C'. Montrer que si rang f'(a) = r, alors rang f’(z) > r dans

un voisinage de a. Donner un exemple pour lequel rang f'(a) = r et rang f'(z) > r pour
z € U\ {a}, ou U est un voisinage de a.

Soit A une matrice (avec n colonnes et m lignes) de rang r. Montrer qu’il existe des matrices

inversibles S et T telles que
I 0
SAT-(O 0), (5.1)

ou I est la matrice identité de dimension r. Calculer une décomposition de la forme (5.1)

1 -1 2
AZ(—Q 2 —4)'

Pour les ensembles définis ci-dessous, décider si ce sont des sous-variétés ou non (faire un
dessin si possible):

{(t,1?) € R* ; t € R} {(,

{(#*,#*) e R* ; t € R} {(1?,#%) e R? ; ¢ #0}

{(z,y) € R* 5 2> 0,y > 0} {(z,y,2) e R’ ; =y =2 =0}

{(z,y,2) e R’ 5 2> +y* —2* =1} {(z,y,2) € R* 5 2 +y* — 2% = 0}
Donner une application différentiable g : IR> — IR? telle que I’ensemble

M={zeR; g(z) =0}

est une sous-variété de dimension 1 dans IR®, mais ¢'(z) n’est surjective pour aucun point

Tz € M.

pour la matrice

t,t?) € R* ; t >0}

. Vérifier que ensemble {(z,y); xy = 0} n’est pas une sous-variété de IR?, mais que

{(z,y); zy =0} \ {(0,0)} est une sous-variété.
Soient X C IR" et Y C IR™ deux sous-variétés. Montrer que le produit
XxY={(z,y) e R"xR";z€ X, yeY}
est une sous-variété de IR" x IR™, on l'appelle la variété produit.
Démontrer que ’ensemble
{(cost +2) cos \t, (cost + 2) sin M, sint) € IR® ; t € IR} (5.2)

est une sous-variété de IR® pour A\ = 2/13 (voir le
dessin). Pour A = /2 I'ensemble (5.2) n’est pas une
sous-variété et il est partout dense dans le tore

{(cosu + 2) cosv, (cosu + 2) sinv,sinu)}.

Indication. En utilisant des propriétés des fractions
continues [HW95, Sect.I1.6] montrer que I’ensemble
{6+ kV2; £,k € Z)} est dense dans IR.




