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Avant�propos

Cette brochure est une version corrig�ee des polycopi�es distribu�es pendant le cours �Ana�
lyse II� Partie B� �� heures par semaine� donn�e en �������� Plusieurs parties ont pro
t�e des
notes de cours de Pierre de la Harpe� Les portraits sur la page de couverture �S� Banach
����������� et D� Hilbert ���������
� �a gauche� G� Peano ��������
�� et C��F� Sturm ����
�
����� �a droite� ont �et�e copi�es sur Internet par les soins de St�ephane Cirilli �site http���www�
groups�dcs�st�and�ac�uk��history�Mathematicians��� Quelques 
gures �surtout celles avec
un �air artistique� ont �et�e produites en utilisant des programmes de Gerhard Wanner� Je
remercie ces coll�egues sinc�erement�

En ce lieu� j�aimerais remercier Luc Rey�Bellet et St�ephane Cirilli pour leur aide dans la
pr�eparation des exercices et pour leur lecture soigneuse d�une version pr�eliminaire� Je tiens
aussi �a remercier mon 
ls Martin pour avoir v�eri
�e l�orthographe de ces polycopi�es�
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Chapitre I

Calcul di��erentiel dans les espaces de

Banach

Le calcul di��erentiel dans IR et dans IRn �etait un des sujets trait�es au cours �Analyse I�
�voir le livre �HW���	
 Le premier chapitre du cours �Analyse II� a comme but d��etendre ce
calcul aux espaces plus g�en�eraux
 Ceci nous permet non seulement d�obtenir des r�esultats
plus g�en�eraux avec des applications int�eressantes� mais nous obtenons en m�eme temps une
meilleure compr�ehension du calcul di��erentiel dans IRn


Apr
es un rappel sur la di��erentiabilit�e dans IRn� nous donnons la d�e�nition d�un espace
de Banach et nous discutons les di��erences essentielles entre IRn et les espaces de Banach de
dimension in�nie
 Nous �etendons ensuite la notion d�application di��erentiable aux espaces de
Banach� nous donnons plusieurs exemples� et nous abordons les sujets suivants� le th�eor
eme
des accroissements �nis� le th�eor
eme du point �xe de Banach� le th�eor
eme d�inversion locale�
ainsi que le th�eor
eme des fonctions implicites


I�� Rappel sur la di��erentiabilit�e dans IRn

Pour une fonction 
a une variable f � �a� b	� IR� la d�eriv�ee au point x� est d�e�nie par

f ��x�	 � lim
x�x�

f�x	� f�x�	

x� x�
� ��
�	

De toute �evidence� cette d�e�nition n�a pas de sens pour des fonctions 
a plusieurs variables

Pour une fonction f � U � IRm �U �etant un ouvert de IRn	� on dit que f�x	 est di��eren�

tiable en x� � U � s�il existe une application lin�eaire f ��x�	 � IR
n � IRm� telle que

f�x	 � f�x�	 � f ��x�	�x� x�	 � r�x	kx� x�k� ��
�	

o
u la fonction r � U � IRm �qui depend du param
etre x�	 satisfait r�x	 � � pour x � x�

On a vue dans �HW��� IV
�� que cette d�e�nition ne d�epend pas de la norme choisie et que
l�application lin�eaire est donn�ee par la matrice jacobienne

f ��x�	 �

�
BB�

�f�
�x�

�x�	 � � � �f�
�xn

�x�	









�fm
�x�

�x�	 � � � �fm
�xn

�x�	

�
CCA � ��
�	

o
u x � �x�� � � � � xn	
T et f�x	 � �f��x	� � � � � fm�x		

T 
 L�exemple suivant montre qu�il n�est
pas toujours avantageux de repr�esenter l�application lin�eaire f ��x	 
a l�aide de la matrice
jacobienne
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Exemple ��� Identi�ons l�espace IRn�n avec l�ensemble des matrices carr�ees de dimension
n� et consid�erons l�application f � IRn�n � IRn�n d�e�nie par f�X	 � X�
 La propri�et�e
�X� �H	� � X�

� �X�H �HX� �H� sugg
ere la d�e�nition

f ��X�	H � X�H �HX�� r�X	 � �X �X�	
��kX �X�k� ��
�	

Pour d�emontrer que l�application lin�eaire f ��X�	 de ��
�	 est vraiment la d�eriv�ee de f�X	�
il faut voir que r�X	 � � si X � X�
 Ceci d�ecoule du fait que� pour la norme euclidienne
dans IRn�n� on a k�X �X�	

�k � kX �X�k�


I�� Espaces de Banach et de Hilbert

Essayons d��etendre la d�e�nition ��
�	 de la di��erentiabilit�e 
a une fonction f � E � F 
 Dans
les espaces E et F il faut savoir additionner� soustraire� multiplier avec un nombre r�eel et il
faut avoir 
a disposition une norme
 Rappelons qu�une norme sur un espace vectoriel E est
une application k � k � E � IR qui v�eri�e les trois propri�et�es�

�N�	 kxk � � et kxk � �� x � ��

�N�	 k�xk � j�j � kxk�
�N�	 kx � yk � kxk � kyk �in�egalit�e du triangle	


Un cas particulier important d�une norme est

kxk ��
q
hx� xi� ��
�	

o
u h�� �i � E � E � IR est un produit scalaire� c
�
a�d
�

�PS�	 hx� xi � � et hx� xi � �� x � � �d�e�nie positive	�

�PS�	 hx� yi � hy� xi �sym�etrique	�

�PS�	 h�x� � �x�� yi � �hx�� yi� �hx�� yi �lin�aire	


Comme pour la norme euclidienne dans IRn on v�eri�e que k � k� donn�e par ��
�	� satisfait les
propri�et�es �N�	� �N�	� �N�	 d�une norme �Exercice �	


D
es qu�on a donn�e une norme sur E� on peut d�e�nir la convergence de suites �voir �HW���
IV
��	
 On dit qu�une suite fxng 
a valeurs dans E converge vers a � E� si

�� � � 	N � � �n � N kxn � ak � �� ��
�	

Elle est une suite de Cauchy� si

�� � � 	N � � �n�m � N kxn � xmk � �� ��
�	

D�e�nition ��� Un espace vectoriel E muni d�une norme k � k s�appelle espace vectoriel
norm�e
 Il est complet si chaque suite de Cauchy dans E est convergente
 Un espace vectoriel
norm�e et complet s�appelle un espace de Banach


Un espace de Banach� dont la norme est donn�ee par un produit scalaire� s�appelle un
espace de Hilbert
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Le premier exemple d�un espace de Hilbert est l�espace IRn avec comme norme la norme
euclidienne
 La compl�etude est une cons�equence du Th�eor
eme IV
�
� de �HW���
 Avec la
norme kxk� �

Pn
i�� jxij �ou kxk� � maxi jxij	 l�espace IRn n�est pas un espace de Hilbert

�Exercice �	� mais il est un espace de Banach� car toutes les normes sont �equivalentes dans
IRn ��HW��� Th�eor
eme IV
�
��	


Proposition ��� Soit C���� ��	 �� ff � ��� ��� IR � f est continue g � Avec la norme

kfk� � sup
t������

jf�t	j� ��
�	

C���� ��	 est un espace de Banach� Par contre� avec une des normes

kfk� �
Z �

�
jf�t	j dt ou kfk� �

sZ �

�
jf�t	j� dt� ��
�	

l�espace C���� ��	 n�est pas complet�

Remarque� La norme kfk� est d�e�nie 
a partir du produit scalaire hf� gi �
R �
� f�t	g�t	 dt�

mais C���� ��	 avec cette norme n�est pas un espace de Hilbert


D�emonstration� Comme dans IRn� en rempla�cant la somme �nie par une int�egrale� on v�eri�e
que kfk�� kfk� et kfk� sont des normes sur C���� ��	


a	 Soit ffngn�� une suite de Cauchy pour la norme kfk�
 Alors� la propri�et�e

jfn�t	� fm�t	j � kfn � fmk� � � pour n�m � N ��
�	

implique que ffn�t	gn�� est une suite de Cauchy dans IR
 Comme IR est complet ��HW���
Th�eor
eme III
�
��	� la suite ffn�t	gn�� converge vers un �el�ement de IR� qu�on d�enote par
f�t	
 Il reste donc 
a d�emontrer que la fonction f�t	� d�e�nie de cette mani
ere� est continue

En passant 
a la limite m�
 dans ��
�	� nous obtenons

jfn�t	� f�t	j � � pour n � N�

o
u N d�epend de � � � mais pas de t � ��� ��
 Alors� la suite ffng converge uniform�ement
vers f � et la continuit�e de f est une cons�equence de �HW��� Th�eor
eme III
�
��


b	 Consid�erons la suite ffng dans C���� ��	� o
u fn�t	
est lin�eaire par morceaux� � sur ��� ��� � ��n� et � sur
���� � ��n� �� �voir le dessin� n � �� �� ��	
 Pour m � n
on a que kfn�fmk� � ��n et kfn�fmk� � ��

p
n
 La suite

ffng est alors une suite de Cauchy
 Comme la fonction
limite f�t	 n�est pas continue sur ��� ��� cette suite ne
converge pas dans C���� ��	
 .5 1.0

.5

1.0

Proposition ��� Pour un ensemble arbitraire A consid�erons l�espace

B�A	 �� ff � A� IR � f est born�ee g avec kfk� � sup
t�A

jf�t	j� ��
�	

B�A	 est un espace de Banach�

La d�emonstration de cette proposition est presque la m�eme que pour la partie �a	 de la
Proposition �
�
 Nous omettons les d�etails
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Toutes les notions et d�e�nitions des paragraphes IV
� et IV
� de �HW��� peuvent �etre
�etendues aux espaces de Banach�

� Deux normes k � kp et k � kq sont �equivalentes� s�il existe des constantes positives C� et
C� pour lesquelles C� kxkp � kxkq � C� kxkp pour tout x � E


� Une boule de centre a et de rayon r est l�ensemble Br�a	 � fx � E � kx� ak � rg

� Un ensemble V � E est un voisinage de a � E� s�il existe un � � � tel que B��a	 � V 


� Un ensemble U � E est ouvert � si U est voisinage de chacun de ses �el�ements� c
�
a�d
�
�x � U 	� � � B��x	 � U 


� Un ensemble V � E est ferm�e� si la limite de chaque suite convergente fxng avec
xn � V � est dans V 


� Un ensemble K � E est compact� si chaque suite fxng avec xn � K poss
ede une
sous�suite qui converge vers un �el�ement de K


� Soient E et F deux espaces norm�es et U � E
 Une fonction f � U � F est continue
en x� � U si �� � � 	� � � �x � U � kx� x�k � � kf�x	� f�x�	k � �


� Soient E un espace norm�e
 L�application x 
� kxk est continue �car jkxk � kx�kj �
kx� x�k	


La majorit�e des r�esultats de �HW��� IV
� et IV
�� reste vraie si l�on remplace IRn et IRm

par des espaces de Banach
 Neanmoins� il faut faire attention� car certaines propri�et�es sont
perdues si la dimension de l�espace de Banach est in�nie �comme c�est le cas pour les exemples
des Propositions �
� et �
�	
 A l�aide de contre�exemples� nous d�emontrons que�

� La boule ferm�ee fx � E � kxk � �g n�est pas forc�ement compacte


� Deux normes dans le m�eme espace ne sont pas toujours �equivalentes


� Le th�eor
eme de Bolzano�Weierstrass �chaque suite born�ee poss�ede une sous�suite con�
vergente� n�est plus vrai


� La caract�erisation �K compact � K ferm�e et born�e � n�est plus valable


Consid�erons l�espace B�IR	 de ��
�	 et d�e�nissons fn � B�IR	 par fn�t	 � � si t � �n� n � �	
et par fn�t	 � � si t �� �n� n � �	
 La suite ffng est born�ee �on a kfnk� � �	 et elle
satisfait kfn � fmk� � � pour n �� m
 Par cons�equent� cette suite ne peut pas avoir une
sous�suite convergente
 Ce contre�exemple montre en m�eme temps que la boule ferm�ee n�est
pas compacte� que le th�eor
eme de Bolzano�Weierstrass n�est pas vrai sur B�IR	� et que la
caract�erisation ci�dessus de la compacticit�e n�est pas valable


La Proposition �
� montre que dans l�espace C���� ��	 les normes kfk� et kfk� ne sont
pas �equivalentes
 Au cas contraire� la suite ffng de la partie �b	 de la d�emonstration serait
aussi une suite de Cauchy pour la norme k � k�� ce qui impliquerait la convergence de ffng
vers une fonction continue f � C���� ��	


I�� Applications lin�eaires

Les applications lin�eaires jouent un r�ole important dans la d�e�nition ��
�	 de la di��eren�
tiabilit�e
 Dans IRn� elles sont toujours continues� m�eme uniformement continues ��HW���
Th�eor
eme IV
�
��	
 Nous verrons dans ce paragraphe que ceci n�est pas toujours le cas si la
dimension de l�espace vectoriel est in�nie
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Proposition ��� Pour une application lin�eaire A � E � F �E et F sont des espaces vecto�
riels norm�es�� les conditions suivantes sont �equivalentes	

�a	 A est continue en tout point de E


�b	 A est continue �a l�origine � � E


�c	 kA�x	k est born�ee sur la boule�unit�e fx � E � kxk � �g�

D�emonstration� Il est clair que �a	 � �b	
 Montrons que �b	 � �c	� la continuit�e de A�x	

a l�origine implique que pour � � � il existe un � � � tel que kA�y	k � � pour kyk � �
 En
utilisant la lin�earit�e de A� on obtient alors

kA�x	k �
���A��

�
� x
���� � �

�
kA��x	k � �

�
pour kxk � ��

On vient donc de prouver que kA�x	k est born�ee sur la boule�unit�e

Pour d�emontrer �c	 � �a	� nous �xons arbitrairement un x� � E et nous supposons que

kA�x	k est born�ee par M sur la boule�unit�e
 Alors� on a pour x �� x�

kA�x	� A�x�	k � kA�x� x�	k � kx� x�k �
���A� x� x�

kx� x�k
���� �M kx� x�k�

ce qui implique la continuit�e de A en x�


Surtout dans les espaces de dimension in�nie� nous appelons une application lin�eaire aussi
op�erateur lin�eaire
 Nous �ecrivons souvent Ax au lieu de A�x	 et nous disons aussi application
born�ee pour une application continue �
a cause de la propri�et�e �c	 dans la proposition pr�ec�e�
dente	
 Une application lin�eaire A de IRn dans IRm est repr�esent�ee par une matrice� qu�on
d�enote par la m�eme lettre A
 L�expression Ax peut donc �etre interpr�et�ee comme la valeur
de l�application A au point x� ou bien comme le produit de la matrice A avec le vecteur x


Exemple ��� Il existe des op�erateurs lin�eaires non�continus
 Consid�erons l�espace C���� ��	
avec la norme kfk� de ��
�	 et les fonctions fn � C���� ��	 donn�ees par fn�t	 � n � n�t�� si
t � ��� ��n� et fn�t	 � � si t � ��n
 L�application A � C���� ��	 � IR d�e�nie par A�f	 � f��	
est lin�eaire mais non�born�ee� car jA�fn	j � n et kfnk� � � pour tout n


D�e�nition ��� Soient E et F des espaces vectoriels norm�es
 On d�enote par L�E� F 	 l�en�
semble des applications lin�eaires continues de E dans F 
 Pour un �el�ement A � L�E� F 	� on
d�e�nit

kAk � sup
kxk��

kAxk � sup
x���

kAxk
kxk � ��
�	

Pour E � F � on �ecrit aussi L�E	 
a la place de L�E�E	


Cette d�e�nition signi�e que kAk est le plus petit nombre r�eel tel que

kAxk � kAk � kxk pour tout x � E� ��
�	

L�in�egalit�e ��
�	 est fondamentale pour tous les calculs avec des applications lin�eaires


Proposition ��� L�espace L�E� F 	 muni de ����� est un espace vectoriel norm�e� Si F est
complet� alors L�E� F 	 est aussi complet�
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D�emonstration� Les propri�et�es �N�	 et �N�	 d�une norme sont faciles 
a v�eri�er
 D�emontrons
�N�	� pour A�B � L�E� F 	 nous avons

k�A�B	xk � kAxk � kBxk � �kAk� kBk	kxk�

En divisant cette relation par kxk et en prenant le supremum� nous obtenons l�in�egalit�e du
triangle kA�Bk � kAk� kBk


La d�emonstration de la compl�etude et similaire 
a celle de la partie �a	 de la Proposi�
tion �
�
 Soit fAng une suite de Cauchy dans L�E� F 	
 Pour kxk � � on obtient

kAnx� Amxk � kAn � Amk � kxk � � � kxk � � pour n�m � N� ��
�	

ce qui implique que fAnxg est une suite de Cauchy dans F 
 Cet espace �etant complet� la suite
fAnxg poss
ede une limite qu�on denote par Ax
 De cette mani
ere� on obtient une application
lin�eaire A � E � F 
 En passant 
a la limite m � 
 dans ��
�	 et en divisant par kxk� on
voit que An � A �et alors aussi A	 est born�ee et que A est la limite de fAng


Proposition ��� Soit I � L�E	 l�identit�e �c���a�d�� Ix � x� et consid�erons des applications
lin�eaires A � L�E� F 	 et B � L�G�E	� Alors� on a

kIk � �� kABk � kAk � kBk� ��
�	

D�emonstration� La propri�et�e kIk � � est �evidente
 Pour d�emontrer l�estimation de kABk�
nous appliquons deux fois l�in�egalit�e fondamentale ��
�	�

k�AB	xk � kAk � kBxk � kAk � kBk � kxk�

Ensuite� nous divisons cette relation par kxk et nous prenons le supremum sur x �� �


Exemple ��� Soit A une matrice m� n� c
�
a�d
� A � L�IRn� IRm	� et notons par

kAkp � sup
x���

kAxkp
kxkp ��
�	

l�expression ��
�	 si l�on utilise la m�eme norme dans les deux espaces IRn et IRm
 Alors� on
a les formules explicites

kAk� � max
j�������n

� mX
i��

jaijj
�
� kAk� � max

i�������m

� nX
j��

jaijj
�
�

kAk� �
q
plus grande valeur propre de ATA�

D�emonstration� Pour la norme kxk�� on a

kAxk� �
mX
i��

��� nX
j��

aijxj
��� � mX

i��

nX
j��

jaijj � jxjj �
nX

j��

� mX
i��

jaijj
�
jxjj � max

j�������n

� mX
i��

jaijj
�
� kxk��

On en d�eduit que kAk� � maxj�
P

i jaijj	
 Pour montrer l��egalit�e� on choisit un j� avec
maxj�

P
i jaijj	 �

P
i jaij�j et on pose x � ��� � � � � �� �� �� � � � � �	T � o
u � est 
a la position j�


Avec ce choix de x� on a �egalit�e dans l�estimation ci�dessus� ce qui d�emontre que kAk� ne
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peut pas �etre plus petit que maxj�
P

i jaijj	
 La formule pour la norme kxk� se d�emontre de
la m�eme mani
ere


La matrice ATA �etant sym�etrique et semi�d�e�nie positive �xTATAx � kAxk� � �	� il
existe une matrice orthogonale U �UTU � I	 telle que UTATAU � diag���� � � � � �n	� o
u
�i � � sont les valeurs propres de ATA
 On obtient alors avec la transformation x � Uy et
en utilisant kxk� � kyk� que

kAxk�� � xTATAx � yTUTATAUy �
nX
i��

�ijyij� � �max kyk�� � �max kxk���

Ceci implique kAk� �
p
�max
 Pour montrer l��egalit�e� on pose x �egal au vecteur propre de

ATA qui correspond 
a la valeur propre �max


Exemple ��	 Pour la matrice

A �

�
B� � �
�� �
� �

�
CA on a

kAk� � max ���� �	 � ��

kAk� � � � � �
q
��� �

p
���	�� � ������

kAk� � max ��� �� �	 � � �

Exemple ��
 Soit k � ��� �� � ��� �� � IR une fonction continue 
a deux variables
 Nous
consid�erons l�op�erateur lin�eaire A � C���� ��	� C���� ��	� d�e�ni par

�Af	�t	 �
Z �

�
k�t� s	f�s	 ds� ��
�	

et les normes de la Proposition �
�
 Avec la notation ��
�	 nous avons

kAk� � max
s������

Z �

�
jk�t� s	j dt� kAk� � max

t������

Z �

�
jk�t� s	j ds�

kAk� �
sZ �

�

Z �

�
jk�t� s	j� ds dt�

Les formules pour kAk� et kAk� sont obtenues comme dans l�Exemple �
�� l�estimation pour
kAk� comme dans �HW��� Th�eor
eme IV
�
��


Proposition ��� Soit E un espace de Banach et supposons que l�op�erateur A � L�E	 sa�
tisfasse kAk � �� Alors� I � A est inversible� �I � A	�� est continue� et on a

�I � A	�� � I � A � A� � A� � � � � ��
�	

�s�erie g�eom�etrique ou 
s�erie de Neumann���

D�emonstration� Montrons d�abord que An �� I�A�A�� � � ��An est une suite de Cauchy
dans L�E	
 En utilisant kAnk � kAkn� on obtient pour m � n que

kAn�Amk � kAn��� � � ��Amk � kAn��k� � � �� kAmk � kAkn��� � � �� kAkm � kAkn��

�� kAk
�observons que kAkn�� � � si n�
	
 Comme L�E	 est complet �voir la Proposition �
�	�
la suite fAng converge vers un B � L�E	
 En passant 
a la limite n � 
 dans l�identit�e
An�I � A	 � �I � A	An � I � An��� nous obtenons B�I � A	 � �I � A	B � I� ce qui
d�emontre l�inversibilit�e de I � A et la formule ��
�	
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I�� Di��erentiabilit�e dans les espaces norm�es

Nous donnons maintenant une g�en�eralisation directe de la d�e�nition ��
�	


D�e�nition ��� Soient E� F deux espaces vectoriels norm�es et U � E un ouvert
 On dit
que f � U � F est di��erentiable en a � U s�il existe une application lin�eaire continue
f ��a	 � L�E� F 	 telle que

f�x	 � f�a	 � f ��a	�x� a	 � r�x	kx� ak� ��
�	

o
u la fonction r � U � F satisfait r�x	� � pour x� a
 �

Par rapport 
a la d�e�nition usuelle dans IRn� on demande en plus que l�application lin�eaire
f ��a	 soit continue
 Ceci est important� car sinon une fonction di��erentiable pourrait ne pas
�etre continue �voir les exemples ci�dessous	


Si f � E � F est lin�eaire et continue� on a f ��a	 � f quelque soit a � E
 Une application
lin�eaire non�born�ee n�est pas di��erentiable �e
g
� l�op�erateur de l�Exemple �
�	


Exemple ��� Soient E � IR�� F � IR� et f � E � F donn�ee par

f�x	 �

	
f��x�� x�� x�	
f��x�� x�� x�	



�

	
x�� � x�� � x��

x�x�x�



�

Sa d�eriv�ee au point a � �a�� a�� a�	
T est l�application lin�eaire f ��a	 � L�IR�� IR�	 d�e�nie par

la matrice

f ��a	 �

	
�a� �a� �a�
a�a� a�a� a�a�



�

On v�eri�e aisement que l�application r�x	 de ��
�	 satisfait r�x	 � � si x � a
 Comme
toutes les normes sont �equivalentes sur IRn� il ne faut pas pr�eciser la norme avec laquelle on
travaille
 De plus� une application lin�eaire de IRn dans IRm est automatiquement continue


Exemple ��� Consid�erons l�espace C���� ��	 avec la norme k � k�� notons ses �el�ements par
x�t	 ou a�t	� et �etudions l�application f � C���� ��	� C���� ��	�

f�x	�t	 �
Z �

�
k�t� s	g�x�s		 ds� ��
�	

o
u k � ��� �� � ��� �� � IR est continue et g � IR � IR est � fois contin�ument di��erentiable

Pour une fonction a � C���� ��	 donn�ee� cherchons la d�eriv�ee f ��a	
 Avec h � C���� ��	 on a�

f�a� h	� f�a	
�
�t	 �

Z �

�
k�t� s	

�
g�a�s	 � h�s		� g�a�s		

�
ds

�
Z �

�
k�t� s	

�
g��a�s		 �

�

�
g���	�s		h�s	

�
h�s	 ds�

o
u 	�s	 est une valeur entre a�s	 et a�s	 � h�s	
 Ce calcul montre que l�application lin�eaire
f ��a	 � C���� ��	� C���� ��	� d�e�nie par�

f ��a	h
�
�t	 ��

Z �

�
k�t� s	g��a�s		h�s	 ds�

est un bon candidat pour la d�eriv�ee de f 
 Cette application est continue �voir Exemple �
�	

De plus� le reste kf�a � h	 � f�a	 � f ��a	hk� peut �etre estim�e par Constkhk��� car g���x	
est born�ee dans l�intervalle contenant a�s	 et a�s	 � h�s	 pour tout s � ��� �� et pour toute
h avec khk� � �
 Ceci d�emontre que la fonction non�lin�eaire ��
�	 est di��erentiable en a


�� Il est possible d��etendre la caract�erisation de Carath�eodory �HW��� Lemma IV����	� mais elle n�ecessite
la connaissance du Th�eor
eme de Hahn�Banach de l�analyse fonctionelle�
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D�e�nition ��� Une application A � E � F �o
u E et F sont des espaces vectoriels norm�es	
est un isomorphisme� si A est lin�eaire� bijective� continue et si l�inverse A�� est continu
 �

On d�enote
GL�E� F 	 �� fA � L�E� F 	 � A est un isomorphisme g� ��
�	

Pour E � F � on �ecrit aussi GL�E	 
a la place de GL�E�E	
 �

Lemme ��� Si E et F sont des espaces de Banach� l�ensemble GL�E� F 	 est ouvert dans
L�E� F 	�

D�emonstration� Pour A � GL�E� F 	 l�application A�H est un isomorphisme pour tout H
avec kHk � ��kA��k
 Ceci d�ecoule de A�H � A�I�A��H	� de kA��Hk � kA��k kHk � ��
et de la Proposition �
�


Exemple ��� Consid�erons l�application f�X	 � X�� de GL�E	 dans L�E	 �o
u E est un
espace de Banach	
 Avec la s�erie de Neumann �Proposition �
�	 nous obtenons

�A �H	�� � �I � A��H	��A�� � A�� � A��HA�� �
X
j��

��A��H	jA���

dont la partie lin�eaire est
f ��A	H � �A��HA��� ��
�	

La continuit�e de f ��A	 est une cons�equence de kf ��A	Hk � kA��k�kHk �en utilisant la Pro�
position �
�	
 Le reste

P
j����A��H	jA�� peut �etre estim�e par kHk�kA��k�����kA��Hk	


Divis�e par kHk� il tend vers � si kHk � �
 Ceci d�emontre la di��erentiabilit�e de f�X	 � X��

ainsi que la formule ��
�	


Pour deux espaces vectoriels E�� E� de normes respectives k � k�� k � k�� consid�erons le
produit cart�esien E� � E�
 Si on le munit de la norme

k�x�� x�	k �� kx�k� � kx�k�� ��
�	

on obtient un espace vectoriel norm�e
 C�est un espace de Banach si les espaces E� et E� sont
des espaces de Banach


Exemple ��	 Soit B � E� � E� � F une application bilin�eaire born�ee� c
�
a�d
� elle satisfait

kB�x�� x�	k �M kx�k�kx�k� pour tout �x�� x�	 � E� � E�� ��
�	

Une telle application est di��erentiable et sa d�eriv�ee est donn�ee par

B��a�� a�	�h�� h�	 � B�a�� h�	 �B�h�� a�	� ��
�	

La continuit�e de B��a�� a�	 r�esulte de kB��a�� a�	�h�� h�	k � M�ka�k�kh�k� � kh�k�ka�k�	 �
M max�ka�k�� ka�k�	k�h�� h�	k
 La di��erentiabilit�e de B est alors une cons�equence de

B�a� � h�� a� � h�	�B�a�� a�	�B��a�� a�	�h�� h�	 � B�h�� h�	�

car kB�h�� h�	k �Mkh�k�kh�k� �M�kh�k� � kh�k�	��� � Mk�h�� h�	k���

�� La continuit�e de A

�� est une cons�equence des hypoth
eses sur A� La d�emonstration de ce r�esultat est
di
cile et utilise le �th�eor
eme sur les applications ouvertes� �analyse fonctionnelle��

�� GL est une abr�eviation pour �general linear group��
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R�esumons quelques r
egles du calcul di��erentiel�

� Lin�earit�e de la d�eriv�ee
 Soient f� g deux applications U � F �U un ouvert de E	
di��erentiables en a � U � et soit � � IR
 Alors� on a

�f � g	��a	 � f ��a	 � g��a	� ��f	��a	 � �f ��a	� ��
�	

� D�eriv�ee d�une fonction compos�ee
 Soient E� F�G trois espaces vectoriels norm�es� soit U
un ouvert de E� et soit V un ouvert de F 
 On consid
ere deux applications� f � U � F
di��erentiable en a � U et g � V � G di��erentiable en b � f�a	 � V �on suppose
f�U	 � V 	
 Alors� g � f est di��erentiable et on a

�g � f	��a	 � g��f�a		 � f ��a	� ��
�	

� Formule de Leibniz
 Soient E� F�� F�� G des espaces vectoriels norm�es� U un ouvert
de E� f � U � F� et g � U � F� des applications di��erentiables en a � U � et
B � F� � F� � G une application bilin�eaire born�ee �c
�
a�d
� elle satisfait ��
�		
 Alors�
la fonction p�x	 �� B�f�x	� g�x		 est di��erentiable en a et on a

p��a	h � B�f�a	� g��a	h	 �B�f ��a	h� g�a		� ��
��	

La d�emonstration de ��
�	 est triviale et celle de ��
�	 est la m�eme que pour des fonctions
dans IRn
 La formule ��
��	 est une cons�equence de ��
�	 et de ��
�	� car p � B � d o
u
d � U � F� � F� est donn�ee par

d�x	 � �f�x	� g�x		 avec pour d�eriv�ee d��x	h � �f ��x	h� g��x	h	�

I�� Th�eor�eme des accroissements 	nis

La terminologie des ��accroissements �nis�� s�explique par des raisons
historiques� la notion d�accroissements ���nis�� s�oppose �a celle d�ac�
croissements ��in�nit�esimaux�� � � � �H� Cartan �	
��

Pour une fonction f � �a� b� � IR� le th�eor
eme des accroisse�
ments �nis �ou th�eor
eme de Lagrange	 a�rme qu�il existe
un 
 � �a� b	 tel que

f�b	� f�a	 � f ��
	�b� a	�

si f est continue sur �a� b� et di��erentiable sur �a� b	

aa bb

f (a)f (a)

f (b)f (b)

Pour une fonction f � �a� b� � IRm� l�a�rmation sous cette forme n�est plus vraie
 Un
contre�exemple �d�ej
a donn�e dans �HW��� IV
��	 est la fonction f�x	 � �f��x	� f��x		

T o
u
f��x	 � cos x� f��x	 � sinx� et �a� b� � ��� ���
 On a que f�a	 � f�b	� mais il n�y existe pas
de 
 avec f ��
	 � �
 Par contre� on voit que l�in�egalit�e kf�b	� f�a	k � kf ��
	k � kb� ak reste
vraie dans cet exemple


Dans un premier th�eor
eme� nous consid�erons des fonctions f � �a� b� � F o
u F est un
espace vectoriel norm�e
 La d�emonstration va �etre di��erente de celle de �HW��� Th�eor
eme
IV
�
��� car nous n�avons pas de produit scalaire 
a disposition dans F 
 Ensuite� nous �etendons
le r�esultat 
a des fonctions f � U � F � o
u U � E� et E est un autre espace vectoriel norm�e


Lemme ��� Soient a � b deux r�eels� F un espace vectoriel norm�e� f � �a� b� � F et
g � �a� b� � IR deux applications continues sur �a� b� et di��erentiables sur �a� b	� Supposons
que kf ��t	k � g��t	 pour a � t � b� Alors�

kf�b	� f�a	k � g�b	� g�a	�
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D�emonstration� Pour un � � � donn�e� consid�erons l�in�egalit�e

kf�t	� f�a	k � g�t	� g�a	 � ��t� a	 � �� ��
�	

Elle est satisfaite pour t � a et aussi� par continuit�e de f et g� dans un voisinage de a
 Donc�
le supr�emum

c �� sup ft � �a� b� � ��
�	 est satisfaite g
existe et on a que c � a


Montrons que l�in�egalit�e ��
�	 est satisfaite pour c
 Par d�e�nition du supr�emum� il existe
une suite ftng� tn � c� telle que kf�tn	� f�a	k � g�tn	� g�a	 � ��tn � a	 � �
 En passant 
a
la limite n�
� la continuit�e de f et g montre l�in�egalit�e ��
�	 pour t � c


Supposons que c � b
 La di��erentiabilit�e de f et g au point c implique qu�il existe un
� � � tel que

kf�t	� f�c	k � kf ��c	k�t� c	 �
�

�
�t� c	

g�t	� g�c	 � g��c	�t� c	� �

�
�t� c	

pour tout t � �c� c� ��
 L�hypoth
ese kf ��c	k � g��c	 implique alors que

kf�t	� f�c	k � g��c	�t� c	 �
�

�
�t� c	 � g�t	� g�c	 � ��t� c	�

Ceci� en plus de l�in�egalit�e ��
�	 pour t � c� implique que

kf�t	� f�a	k � kf�t	� f�c	k� kf�c	� f�a	k
� g�t	� g�c	 � ��t� c	 � g�c	� g�a	 � ��c� a	 � �

� g�t	� g�a	 � ��t� a	 � �

pour tout t � �c� c � ��� ce qui contredit la d�e�nition de c
 Alors� on a c � b
 Si l�on laisse
tendre � vers � dans ��
�	 avec t � b� on obtient l�a�rmation du th�eor
eme


Consid�erons maintenant la situation o
u f est d�e�nie sur un ouvert U d�un espace vectoriel
norm�e E� qui n�est plus n�ecessairement IR
 Pour a� b � E� on appelle segment d�extr�emit�es
a et b l�ensemble des points x � E de la forme x � a� t�b� a	 avec � � t � �


Th�eor�eme ��� 
Th�eor�eme des accroissements �nis� Soient E� F des espaces vecto�
riels norm�es et U � E un ouvert� Si f � U � F est di��erentiable dans U � et si le seg�
ment d�extr�emit�es a et b est contenu dans U � on a

kf�b	� f�a	k � sup
��t��

kf ��a� t�b� a		k � kb� ak� ��
�	

D�emonstration� L�application h�t	 �� f�a � t�b � a		 est une application di��erentiable de
��� �� dans F et on a h��t	 � f ��a� t�b� a		�b� a	� donc

kh��t	k � kf ��a� t�b� a		k k�b� a	k�

Il su�t alors d�appliquer le Lemme �
�� en rempla�cant a par �� b par �� f par h� et g�t	 par
Mt o
u M � sup��s�� kf ��a � s�b� a		k kb� ak
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On dit qu�un sous�ensemble D d�un espace vectoriel est convexe si� quels que soient
a� b � D� le segment fa � t�b� a	 � t � ��� ��g est dans D


Corollaire ��� Soient E� F des espaces vectoriels norm�es� U � E un ouvert� f � U � F
di��erentiable dans U � et D � U un ensemble convexe� Alors�

kf�x	� f�y	k � sup
z�D

kf ��z	k � kx� yk pour x� y � D�

D�emonstration� Cons�equence imm�ediate du Th�eor
eme �
�


Un ouvert U d�un espace vectoriel norm�e est dit connexe� si deux points quelconques de
U peuvent �etre joints par une ligne bris�ee dans U 
 Rappelons qu�une ligne bris�ee est l�union
�ni de segments �m

i��fai�� � t�ai � ai��	 � t � ��� ��g


Corollaire ��� Soient E� F des espaces vectoriels norm�es� U un ouvert connexe� et f � U �
F une application di��erentiable dans U � Si f ��x	 � � pour tout x � U � alors f est constante�

D�emonstration� Fixons a � U et prenons x � U arbitraire
 Comme U est connexe� il existe
une suite �nie a � a�� a�� � � � � am � x telle que les segments fai�� � t�ai � ai��	 � t � ��� ��g
sont dans U 
 Le Th�eor
eme �
� implique alors que

kf�ai	� f�ai��	k � sup
��t��

kf ��ai�� � t�ai � ai��		k � kai � ai��k � ��

Donc� f�ai	 � f�ai��	 et par cons�equent aussi f�x	 � f�a	


I�
 Th�eor�eme du point 	xe de Banach

Consid�erons le probl
eme de r�esoudre une �equation nonlin�eaire dans un espace de Banach

Pour des fonctions f et g de E dans E� le probl
eme peut �etre formul�e de la mani
ere suivante�

� g�x	 � �� on cherche un z�ero de g� ou

� f�x	 � x� on cherche un point �xe de f 


En posant f�x	 � x � g�x	 ou f�x	 � x � Ag�x	 avec A � GL�E	� on peut passer d�une
formulation 
a l�autre
 Le th�eor
eme suivant donne une condition su�sante pour l�existence et
l�unicit�e d�une solution 
a ce probl
eme


Th�eor�eme ��� 
Th�eor�eme du point �xe de Banach� ����� Soient E un espace de
Banach� D � E ferm�e� et f � D � E une application satisfaisant

�a	 f�D	 � D�

�b	 f est une contraction sur D� c���a�d�� il existe un 	 � � tel que

kf�x	� f�y	k � 	 kx� yk pour x� y � D� ��
�	

Alors� f poss�ede un unique point �xe dans D�
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Remarques� La condition ��
�	 implique que f est uniform�ement continue sur D
 Invers�e�
ment� si f est di��erentiable dans un voisinage deD� siD est convexe� et si supx�D kf ��x	k � ��
alors f est une contraction
 Ceci est une cons�equence du Corollaire �
�


D�emonstration� Unicit�e� Soient x et y deux points �xes� c
�
a�d
� f�x	 � x et f�y	 � y
 La
contractivit�e implique que

kx� yk � kf�x	� f�y	k � 	 kx� yk

avec 	 � � � ce qui est possible seulement si x � y

Existence� Prenons x� � D arbitraire et consid�erons l�it�eration xn�� � f�xn	
 L�hypo�

th
ese f�D	 � D implique que xn � D pour tout n � �
 Montrons que fxng est une suite de
Cauchy
 On a que kxn���xnk � kf�xn	� f�xn��	k � 	kxn�xn��k et� en appliquant cette
in�egalit�e it�erativement� on obtient que

kxn�� � xnk � 	nkx� � x�k�

Pour m � n on en d�eduit que

kxm � xnk � kxm � xm��k� kxm�� � xm��k� � � �� kxn�� � xnk
�

�
	m�� � 	m�� � � � �� 	n

�
kx� � x�k � 	n

�� 	
kx� � x�k�

Alors� fxng est une suite de Cauchy �observons que 	n � �	
 Comme l�espace E est complet�
cette suite converge vers un x � E
 La limite x est dans D� car D est ferm�e
 En prenant la
limite n � 
 dans xn�� � f�xn	 et en utilisant la continuit�e de f � on obtient x � f�x	�
c
�
a�d
� x est un point �xe de f 


La d�emonstration du th�eor
eme du point �xe de Banach est constructive et nous conduit

a l�algorithme suivant


M�ethode des approximations successives Pour r�esoudre un probl
eme x � f�x	 dans
un espace de Banach� cette m�ethode est d�e�nie par�

� on choisit x� arbitrairement�

� on applique l�it�eration xn�� � f�xn	


Sous les hypoth
eses du th�eor
eme� cet algorithme converge vers la solution unique du pro�
bl
eme
 Souvent� les hypoth
eses sont di�ciles 
a v�eri�er� mais on peut quand m�eme appliquer
cet algorithme
 Si on a convergence� on est s�ur d�avoir trouv�e une solution �si f est continue	

Elle n�est pas n�ecessairement unique


Exemple ��� Prenons la fonction f�x	 � cos x sur D � ��� ��
 Cette fonction est une
contraction� car jf ��x	j � j sinxj � sin � � � pour x � D
 Un autre exemple est la fonction
f�x	 � ex�� sur D � ��� ����
 Pour cette fonction on a jf ��x	j � ex�� � e����� � � sur D
 Les
it�erations sont illustr�ees dans la Fig
 �
�


Exemple ��� Consid�erons le syst
eme de deux �equations nonlin�eaires 
a deux inconnues

x � � � �x� � y�	���� y � �� xy�����
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x0 x1x2 x3
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x0x1x2x3

Fig� �
�  M�ethode des approximations successives pour f�x	 � cos x et f�x	 � ex��

Sans v�eri�er les hypoth
eses du th�eor
eme du point �xe de Banach� appliquons la m�ethode
it�erative avec comme valeurs initiales x� � �� y� � �
 On obtient alors

x� � ���������� y� � ����������

x� � ���������� y� � ����������

x� � ���������� y� � ����������

x� � ���������� y� � ����������

et on observe convergence vers la solution x � ���������� y � ��������� du syst
eme


Exemple ��� Consid�erons l�espace de Banach C���� ��	 avec la norme k � k�� et le probl
eme

a point �xe

y�t	 � f�t	 � �
Z �

�
k�t� s	y�s	 ds� ��
�	

o
u f et k sont donn�ees et � est tel que j�j �max��t��
R �
� jk�t� s	j ds � � �voir l�Exemple �
�	


La m�ethode des approximations successives s��ecrit comme suit� on prend une approximation
initiale� par exemple y��t	 � f�t	� et on it
ere selon

yn���t	 � f�t	 � �
Z �

�
k�t� s	yn�s	 ds�

La suite fyn�t	g converge vers la solution unique de ��
�	


Consid�erons maintenant le probl
eme de r�esoudre f�x	 � y pour un vecteur donn�e y�
et cherchons des r�esultats sur l�existence et l�unicit�e �locale	 d�une solution� c
�
a�d
� nous
cherchons des r�esultats sur la bijectivit�e de la fonction f 
 De plus� on aimerait savoir si la
solution d�epend contin�ument du param
etre y
 Ceci est r�esum�e dans la d�e�nition suivante


D�e�nition ��� Soient E� F des espaces vectoriels norm�es� U � E et V � F 
 Une application
f � U � V est un hom�eomorphisme de U sur V � si f est bijective� continue� et si l�inverse
f�� � V � U est continue


M�ethode de Newton simpli��ee Supposons f�a	 � b et consid�erons le probl
eme f�x	 � y
pour un y donn�e proche de b
 Soit x� une approximation de la solution cherch�ee �par exemple
x� � a	
 L�id�ee est de lin�eariser le probl
eme autour de x� et de r�esoudre le probl
eme lin�earis�e
pour obtenir une meilleure approximation x��

f�x�	 � f ��x�	�x� � x�	 � y ou x� � x� � f ��x�	
���f�x�	� y	�

En it�erant cette proc�edure� on obtient la m�ethode de Newton

xn�� � xn � f ��xn	
���f�xn	� y	
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�voir Fig
 �
�	
 Elle peut �etre int�erpret�ee comme la m�ethode des approximations successives
appliqu�ee 
a x � g�x	 o
u g�x	 � x� f ��x	���f�x	� y	


En pratique� on remplace souvent la d�eriv�ee f ��xn	 par une approximation A qui ne
d�epend pas de xn
 Ceci simpli�e et le calcul num�erique et la th�eorie ��etude de convergence�
voir le th�eor
eme suivant	
 Nous consid�erons alors la m�ethode de Newton simpli��ee� qui s��ecrit
comme xn�� � g�xn	 o
u

g�x	 �� x� A���f�x	� y	� ��
�	

.5

1.0

x0x1x2

.5

1.0

x0x1x2

Fig� �
�  M�ethode de Newton �gauche� et m�ethode de Newton simpli��ee �droite�

Proposition ��� Soient E et F des espaces de Banach� B �� fx � E � kx � ak � 
g�
A � E � F un isomorphisme� et supposons que f � B � F satisfasse

kx� z � A���f�x	� f�z		k � 	 kx� zk pour x� z � B ��
�	

avec 	 � �� Alors� on a

� f est un hom�eomorphisme de B sur f�B	�

� avec � �� 
��� 		�kA��k on a
fy � F � ky � f�a	k � �g � f�B	�

� pour y � F satisfaisant ky � f�a	k � �� l�it�era�
tion x� � a� xn�� � g�xn	 �m�ethode de Newton
simpli��ee� converge vers la solution de f�x	 � y�

�

f�a�

�
f�B	

D�emonstration� a	 L�application g�x	 de ��
�	 est une contraction sur B par notre hypoth
ese

La continuit�e de f�x	 est donc une cons�equence de

kf�x	� f�z	k � kA�x� z	� A�g�x	� g�z		k � kAk�� � 		kx� zk�
De la d�e�nition de g�x	� nous d�eduisons x � z � g�x	 � g�z	 � A���f�x	 � f�z		 et nous
obtenons l�estimation kx� zk � 	 kx� zk � kA��k kf�x	� f�z	k 
 On a donc

kx� zk � kA��k
�� 	

kf�x	� f�z	k pour x� z � B� ��
�	

La fonction f � B � f�B	 est surjective par d�e�nition
 La propri�et�e ��
�	 d�emontre qu�elle
est injective et donc aussi bijective
 En posant u � f�x	 et v � f�z	 dans ��
�	� on obtient

kf���u	� f���v	k � kA��k
�� 	

ku� vk� ��
�	

ce qui d�emontre la continuit�e de f�� sur f�B	

b	 Consid�erons maintenant un y � F avec ky�f�a	k � �
 Montrons que g�B	 � B
 Ceci

d�ecoule de g�x	� a � g�x	� g�a	 � g�a	� a � g�x	� g�a	� A���f�a	� y	 � car

kg�x	� ak � 	 kx� ak � kA��k � kf�a	� yk � 	
� kA��k� � 


pour x � B
 Comme B est ferm�e� on peut appliquer le th�eor
eme du point �xe de Banach

Pour un tel y il existe donc un x � B satisfaisant g�x	 � x� c
�
a�d
� f�x	 � y
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Si f�x	 est di��erentiable en a �le centre de la boule B	� il est naturel de choisir A � f ��a	
pourvu que cette application soit un isomorphisme
 Mais la di��erentiabilit�e au point a ne
garantit pas que l�estimation ��
�	 soit v�eri��ee avec un 	 � �
 Nous consid�erons alors une
condition plus forte que la di��erentiabilit�e


D�e�nition ��	 Soient E� F des espaces vectoriels norm�es� U � E un ouvert et a � U 
 On
dit que f � U � F est strictement di��erentiable en a s�il existe une application lin�eaire
continue A � E � F telle que

f�x	� f�z	 � A�x� z	 � r�x� z	kx� zk� ��
�	

o
u la fonction r � U � U � F satisfait r�x� z	� � si �x� z	� �a� a	


En posant z � a dans ��
�	 on retrouve ��
�	 avec A � f ��a	
 Ainsi �strictement di��eren�
tiable en a� entra�!ne �di��erentiable en a�� ce qui est heureux pour la terminologie choisie

On voit aussi de ��
�	 qu�une fonction strictement di��erentiable en a est continue dans tout
un voisinage de a


Exemple ��
 Il existe des fonctions qui sont di��erentiables en a� mais pas strictement
di��erentiables en a
 On peut prendre une fonction qui est di��erentiable en a� mais qui n�est
continue dans aucun voisinage de a �exemple � de �HW��� III
��	
 Un autre exemple est
la fonction f�x	 � x� cos���x	 en a � �
 Les suites xn � ��n�	�� et zn � ���n � �	�	��

convergent vers �� mais �f�xn	�f�zn		"�xn� zn	 � �x�n� z�n	��xn� zn	 ne converge pas vers
f ���	 � � si n�



Proposition ��� Soient E� F des espaces vectoriels norm�es� U � E un ouvert et a � U �
Si f � U � F est di��erentiable dans U et si l�application f � � U � L�E� F 	 est continue au
point a� alors f est strictement di��erentiable au point a�

D�emonstration� Appliquons le th�eor
eme des accroissements �nis 
a g�x	 �� f�x	 � f ��a	x

Comme la d�eriv�ee de g�x	 est g��x	 � f ��x	� f ��a	� on a

kf�x	� f�z	� f ��a	�x� z	k � sup
��t��

kf ��z � t�x� z		� f ��a	k � kx� zk�

La continuit�e de f ��x	 au point a implique que l�expression sup��t�� kf ��z� t�x�z		�f ��a	k
tend vers � si �x� z	� �a� a	


Exemple ���� Reprenons la fonction f�X	 � X�� de l�Exemple �
�� pour laquelle la d�eriv�ee
est f ��X	H � �X��HX��
 Montrons que cette fonction est strictement di��erentiable dans
GL�E	
 Comme f�X	 est continue en A � GL�E	� on a que pour tout � � � il existe un
� � � tel que kX�� � A��k � � si kX � Ak � �
 En �ecrivant

f ��X	H� f ��A	H � �X��HX���A��HA�� � �X��H�X���A��	� �X���A��	HA���

on obtient k�f ��X	� f ��A		Hk � ��kX��k� kA��k	kHk
 On en d�eduit kf ��X	� f ��A	k �
��kX��k� kA��k	 et donc la continuit�e de f ��X	 au point A
 Ceci nous permet d�appliquer
la Proposition �
�


Pour toutes les fonctions des exemples du paragraphe I
�� on peut d�emontrer sans dif�
�cult�e que f ��x	� consid�er�ee comme fonction de x� est continue
 Alors� la Proposition �
�
implique qu�elles sont strictement di��erentiables




Calcul di��erentiel dans les espaces de Banach ��

I�� Th�eor�eme d�inversion locale

Nous poursuivons l��etude de la r�esolution d��equations nonlin�eaires f�x	 � � �ou f�x	 � y
pour un y donn�e	 dans un espace de Banach


Exemple 	�� Consid�erons le syst
eme nonlin�eaire

x�� � x�� � �x� � y�� x�� � x��x� � � � y�� ��
�	

Pour �x�� x�	 � ��� �	 on obtient �y�� y�	 � ��� �	
 La question 
a laquelle on aimerait trouver
une r�eponse est la suivante� pour �y�� y�	 proche de ��� �	� existe�t�il une solution �x�� x�	 de
����� qui est proche de ��� �	� Est�elle localement unique�

Nous disons qu�une application f � U � F �o
u E� F sont des espaces vectoriels norm�es
et U � E est un ouvert	 est un hom�eomorphisme local pr�es de a � U � s�il existe un voisinage
ouvert U � � U de a et un voisinage ouvert V � de f�a	 tels que la restriction f jU � est un
hom�eomorphisme de U � sur V � �voir la D�e�ntion �
�	


Lemme 	�� Soient E� F des espaces de Banach� U � E un ouvert et a � U � Si f � U � F
est strictement di��erentiable en a et si f ��a	 est un isomorphisme de E sur F � alors f
est un hom�eomorphisme local pr�es de a� De plus� l�application inverse f�� est strictement
di��erentiable en b � f�a	 et on a

�f��	��b	 � f ��a	��� ��
�	

D�emonstration� L�id�ee est d�appliquer la Proposition �
� avec A � f ��a	
 La fonction f est
strictement di��erentiable en a
 Ceci signi�e que pour tout � � � il existe un � � � tel que

kf�x	� f�z	� f ��a	�x� z	k � � kx� zk pour x� z � B� ��
�	

o
u B � fx � E � kx� ak � �g
 Alors� on a aussi

kx� z � f ��a	���f�x	� f�z		k � � kf ��a	��k � kx� zk pour x� z � B� ��
�	

On �xe � � � tel que �kf ��a	��k � ���
 Pour le � correspondant� f est un hom�eomorphisme
de B sur f�B	 �Proposition �
�	 et f�B	 contient l�ouvert V � � fy � F � ky � bk � �g
o
u � �� ����kf ��a	��k	
 Donc� f est aussi un hom�eomorphisme de l�ouvert U � �� f���V �	
sur V �


Pour montrer que f�� est strictement di��erentiable en b � f�a	� nous posons x � f���u	
et z � f���v	 dans ��
�	
 Ceci donne pour u� v � V � que

kf���u	� f���v	� f ��a	���u� v	k � �kf ��a	��k � kf���u	� f���v	k � ��kf ��a	��k�ku� vk

�ici on a utilis�e l�estimation ��
�	 avec A � f ��a	 et 	 � ���	
 Donc f�� est strictement
di��erentiable en b et la d�eriv�ee est donn�ee par ��
�	
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Exemple 	�� Pour le probl
eme de l�Exemple �
� nous avons

f ��a	 �

	
�a� � � �a��

�a�� � �a�a� �a��



�

	 �� ��
� ��



�

Pour la norme euclidienne� on calcule kf ��a	��k � ����
 Si l�on pose � � ����� on peut trouver
un � � � tel que ��
�	 est v�eri��e
 Pour tout y � IR� avec ky � bk � ������� le syst
eme ��
�	
poss
ede alors une solution x qui satisfait kx � ak � �
 Dans cette boule de rayon �� il n�y
a pas d�autre solution
 De plus� la d�emonstration du Lemme �
� montre que la m�ethode de
Newton simpli��ee converge vers cette solution


Le but suivant est d��etudier si la solution de f�x	 � y d�epend de mani
ere di��erentiable
de y
 Plus pr�ecisement� nous �etudions les conditions sous lesquelles la fonction inverse est
di��erentiable dans tout un voisinage de b � f�a	


D�e�nition 	�� Soient E� F des espaces vectoriels norm�es� U � E et V � F des ouverts


� f � U � F est contin�ument di��erentiable �ou de classe C�	 sur U � si f est di��erentiable
en tout point de U et si f � � U � L�E� F 	 est continue


� f � U � V est un di��eomorphisme �de classe C�	 de U sur V � si f est bijective�
contin�ument di��erentiable� et si l�inverse f�� � V � U est contin�ument di��erentiable


� f � U � F est un di��eomorphisme local pr�es de a � U � s�il existe un voisinage ouvert
U � � U de a et un voisinage ouvert V � de f�a	 tels que f est un di��eomorphisme de
U � sur V �


Remarquons qu�un hom�eomorphisme �voir la D�e�nition �
�	 qui est contin�ument dif�
f�erentiable n�est pas toujours un di��eomorphisme
 La fonction f � IR � IR d�e�nie par
f�x	 � x� nous sert comme contre�exemple� car l�inverse f���y	 � �

p
y est continu mais pas

di��erentiable 
a l�origine

Une fonction qui est contin�ument di��erentiable sur U est strictement di��erentiable sur

U 
 Ceci est une cons�equence de la Proposition �
�


Th�eor�eme 	�� 
Th�eor�eme d�inversion locale� Soient E� F des espaces de Banach� U �
E un ouvert et a � U � Une application f � U � F de classe C� est un di��eomorphisme local
pr�es de a� si et seulement si f ��a	 est un isomorphisme de E sur F � De plus� on a

�f��	��y	 � f ��x	�� pour y � f�x	 dans un voisinage de b � f�a	�

D�emonstration� ���� Si f � U � F est un di��eomorphisme local pr
es de a� on peut d�eriver
l�identit�e f���f�x		 � x
 Ceci donne

�f��	��y	 f ��x	 � I avec y � f�x	 ��
�	

dans un voisinage de a
 Par cons�equent� f ��a	 est inversible
 L�inverse f ��a	�� � �f��	��b	
est une application born�ee car f�� est suppos�ee di��erentiable en b


���� Le Lemme �
� implique que f est un hom�eomorphisme local pr
es de a
 Il reste 
a
d�emontrer que f�� est contin�ument di��erentiable dans un voisinage de b � f�a	
 Comme
f ��x	 est proche de f ��a	 �continuit�e de f � � U � L�E� F 		 et GL�E� F 	 est ouvert �voir le
Lemme �
�	� f ��x	 est un isomorphisme pour tout x dans un voisinage U � de a
 On peut
donc appliquer le Lemme �
� 
a chaque point x � U �� ce qui implique la di��erentiabilit�e
de f�� dans V � �� f�U �	
 En d�erivant l�identit�e f���f�x		 � x� on obtient ��
�	 et donc
aussi �f��	��y	 � f ��f���y		�� pour y � V �
 La fonction �f��	� � V � � L�F�E	� �etant la
composition des applications continues f��� f � et ��	��� est par cons�equent continue
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Un r�esultat global est le suivant


Corollaire 	�� Soient E� F des espaces de Banach� U � E un ouvert et f � U � F
contin�ument di��erentiable sur U � Alors� f est un di��eomorphisme de U sur f�U	� si et
seulement si �i� f est injective sur U et �ii� f ��x	 est un isomorphisme pour tout x � U �

D�emonstration� Ce r�esultat est une cons�equence du Th�eor
eme �
�� car la di��erentiabilit�e
est une propri�et�e locale


Exemple 	�	 
Coordonn�ees polaires� Soient
U � f�r� �	 � IR� � r � �g � V � IR� n f��� �	g et
f � U � V donn�ee par

�r� �	 
� �r cos�� r sin�	�

Cette application est un di��eomorphisme local
pr
es de chaque point de U � car

f ��r� �	 �

	
cos� �r sin�
sin� r cos�
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et det�f ��r� �		 � r � �
 Elle n�est pas injective �on a f�r� � � ��	 � f�r� �		
 Donc� elle
n�est pas un di��eomorphisme de U sur V 
 Si l�on restreint les ensembles U et V 
a

U� � f�r� �	 � r � ���� � � � �g� V� � IR� n f�x� �	 � x � �g�
f devient un di��eomorphisme de U� sur V�


Exemple 	�
 
Coordonn�ees sph�eriques� L�application

�r� �� �	 
� �r cos� sin �� r sin� sin �� r cos �	

est un di��eomorphisme de U � f�r� �� �	 � r � ���� � � � �� � � � � �g sur l�ensemble V �
IR� nf�x� �� z	 � x � �� z � IRg� car le d�eterminant de la matrice Jacobienne est �r� sin � �� �


Exemple 	�� 
Transformation de Cayley� L�application

�x� y	 
�
�

�� x� � y�

��� x	� � y�
�

�y

��� x	� � y�

�
��
�	

est un di��eomorphisme du demi�plan
gauche f�x� y	 � x � �g sur le disque
ouvert f�u� v	 � u� � v� � �g
 Pour d�e�
montrer ceci� nous identi�ons IR� avec
le plan complexe �en posant z � x� iy
et w � u� iv	 et nous remarquons que
l�application ��
�	 est �equivalente 
a
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f
1−1

1
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uu

vv

w �
� � z

�� z
avec inverse z �

w � �

w � �
�

Donc� l�application ��
�	 est bijective et elle est contin�ument di��erentiable �comme fonction
rationnelle	� ainsi que son inverse
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I�
 Th�eor�eme des fonctions implicites

Dans le paragraphe pr�ec�edent nous avons consid�er�e le probl
eme de r�esoudre f�y	 � x et
nous avons trouv�e des conditions su�santes permettant d��ecrire la solution sous la forme
y � g�x	 �attention� nous avons invers�e les r�oles de x et y	
 Le but de ce paragraphe est
d��etendre ce r�esultat au probl
eme

f�x� y	 � � ��
�	

o
u x� y et f�x� y	 sont dans des espaces de Banach
 On cherche 
a savoir si l��equation ��
�	
peut �etre r�esolue pour obtenir y � g�x	 tel que �du moins localement	

f�x� y	 � � �� y � g�x	� ��
�	

Exemple 
�� Le cas o
u x� y et f�x� y	 sont dans IR a �et�e trait�e au cours d�Analyse I �voir
�HW��� Th�eor
eme IV
�
��	
 Consid�erons par exemple la fonction

f�x� y	 � ��x� � ��x� � ���x� �� � ��y� � ��xy� � ���y� � ��x�y � ���xy � ���y�

Pour un point �a� b	 satisfaisant f�a� b	 � � et �f
�y
�a� b	 �� ��

il existe des voisinages U � de a� V � de b et une fonction
di��erentiable g � U � � V � tels que ��
�	 est vraie pour
�x� y	 � U ��V �
 Les points sur la courbe ayant une tangente
verticale ou horizontale peuvent �etre trouv�es par la condi�
tion �f

�y
�a� b	 � � et �f

�x
�a� b	 � � respectivement
 Au point

du croisement on a n�ecessairement f�a� b	 � �� �f
�y
�a� b	 � �

et �f
�x
�a� b	 � � �� conditions pour � inconnues	
 1 2

1

2

V �

U �

Exemple 
�� Une fonction f�x�� x�� y	 � � repr�esente une surface dans IR�
 Quand peut�on
�ecrire cette �equation sous la forme y � g�x�� x�	#

Le syst
eme de deux fonctions

f��x� y�� y�	 � �� f��x� y�� y�	 � �

repr�esente l�intersection de deux surfaces dans IR�
 Sous quelle condition peut�on �ecrire cette
intersection sous la forme y� � g��x	� y� � g��x	� ce qui repr�esenterait une courbe dans IR�#

Pour une fonction f � U � G� U � E � F �o
u E� F�G sont des espaces de Banach	 on
d�e�nit la d�eriv�ee partielle �f

�y
�a� b	 comme la d�eriv�ee de l�application h�y	 � f�a� y	� o
u a

est consid�er�e comme un param
etre �x�e� c
�
a�d
� �f
�y
�a� b	 �� h��b	
 Si f est de classe C�� h est

aussi de classe C�� car h � f � � o
u l�injection � � F � E � F � d�e�nie par ��y	 � �a� y	� est
contin�ument di��erentiable


Dans le cas o
u x � IRm� y � IRn et f � IRm � IRn � IRn est donn�ee par

f�x� y	 �

�
BB�
f��x�� � � � � xm� y�� � � � � yn	





fn�x�� � � � � xm� y�� � � � � yn	

�
CCA on a

�f

�y
�x� y	 �

�
BB�

�f�
�y�

�x� y	 � � � �f�
�yn

�x� y	









�fn
�y�

�x� y	 � � � �fn
�yn

�x� y	

�
CCA �
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Th�eor�eme 
�� 
Th�eor�eme des fonctions implicites� Soient E� F et G des espaces de
Banach� U � E et V � F des ouverts et f � U � V � G une application de classe C��
Supposons qu�en �a� b	 � U � V

f�a� b	 � � et
�f

�y
�a� b	 est un isomorphisme de F sur G�

�i� Il existe alors un voisinage U � de a� un voisinage V � de b et une application unique
g � U � � V � tels que f�x� g�x		 � � pour x � U ��

�ii� L�application g � U � � V � est de classe C� et on a

g��x	 � �
�
�f

�y

�
x� g�x	

�����f
�x

�
x� g�x	

�
� ��
�	

D�emonstration� L�id�ee est de consid�erer l�application

F � U � V � E �G d�e�nie par F �x� y	 �
�
x� f�x� y	

�

et d�appliquer le th�eor
eme d�inversion locale
 Cette application est de classe C� et a pour
d�eriv�ee

F ��a� b	�h� k	 �
�
h�
�f

�x
�a� b	h �

�f

�y
�a� b	k

�
�

De plus� elle satisfait F �a� b	 � �a� �	
 Puisque �f
�y
�a� b	 est un isomorphisme� F ��a� b	 est

inversible avec pour inverse

F ��a� b	����h� �k	 �
�
�h�
�f

�y
�a� b	��

�
�k � �f

�x
�a� b	�h

��
�

Cet inverse est continu car �f
�x
�a� b	 et �f

�y
�a� b	�� le sont
 D�apr
es le th�eor
eme d�inversion

locale �Th�eor
eme �
�	� F est un di��eomorphisme de classe C� d�un voisinage de �a� b	 sur un
voisinage de �a� �	
 On peut supposer qu�ils contiennent U �� V � et U ��W �� respectivement�
o
u U �� V � et W � sont des voisinages de a� b et � � G
 Quitte 
a r�eduire U �� on peut aussi
supposer que F���U � � f�g	 � U � � V �
 Le di��eomorphisme inverse F�� est de la forme
F���x� z	 � �x� �g�x� z		 et on a donc f�x� �g�x� z		 � z
 L�application g�x	 �� �g�x� �	 est
l�application cherch�ee


Comme F���x� z	 est de classe C�� les applications �g�x� z	 et g�x	 � �g�x� �	 sont aussi
de classe C�
 On obtient �nalement la formule ��
�	 en d�erivant l�identit�e f�x� g�x		 � � par
rapport 
a x


Exemple 
�� Soit pa�x	 � a� � a�x � a�x
� � � � � � anx

n un polyn�ome 
a coe�cients r�eels
a � �a�� a�� � � � � an	
 Est�ce que la racine x� de pa�x	 � � est une fonction di��erentiable de
a�� � � � � an# Pour r�epondre 
a cette question� nous consid�erons la fonction

f�x� a�� � � � � an	 � a� � a�x� a�x
� � � � �� anx

n � pa�x	


a n � � variables pour laquelle

�f

�x
�x� a�� � � � � an	 � a� � �a�x� � � �� nanx

n�� � p�a�x	�
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Si pour des coe�cients a	 � �a	�� � � � � a
	
n	 on a pa��x

	
�	 � � et p�a��x

	
�	 �� �� l��equation pa�x	 � �

poss
ede� pour a proche de a	� une solution x��a	 qui est proche de x
	
� et qui est une fonction

di��erentiable de a�� � � � � an

En particulier� le polyn�ome p��x	 � x	�x
�x����� poss
ede un z�ero proche de x	� � �

qui d�epend di��erentiablement de � �on a x���	 � �� ��� �O���		
 Par contre� les z�eros du
polyn�ome p��x	 � x� � � satisfont x���	 � �p� pour � � � �une fonction non�di��erentiable

a l�origine	 et pour � � � le polyn�ome n�a m�eme pas de z�ero r�eel


I�� Applications bilin�eaires et multilin�eaires

Les d�eriv�ees d�ordre sup�erieur sont des applications bilin�eaires �pour la �
eme d�eriv�ee	� trili�
n�eaires �pour la �
eme d�eriv�ee	 et multilin�eaires �pour la n
eme d�eriv�ee	
 C�est la raison pour
laquelle nous allons �etudier ces applications un peu plus en d�etail


Rappelons qu�une application

A � E� � � � �� En � F

�o
u E�� � � � � En� F sont des espaces vectoriels norm�es	 est dite multilin�eaire �bilin�eaire si
n � �	 si� pour chaque i � f�� � � � � ng et pour chaque ai � Ei l�application partielle xi 
�
f�a�� � � � � ai��� xi� ai��� � � � � an	 est lin�eaire
 L�espace E� � � � �� En� muni de la norme

k�x�� � � � � xn	k �� max fkx�k�� � � � � kxnkng� ��
�	

est un espace vectoriel norm�e
 C�est un espace de Banach si les espaces E�� � � � � En sont des
espaces de Banach
 Cela a donc un sens d��etudier la continuit�e d�une application multilin�eaire
�voir l�exemple �
�	


Proposition ��� Pour une application multilin�eaire A � E� � � � �� En � F �E�� � � � � En et
F sont des espaces vectoriels norm�es�� les conditions suivantes sont �equivalentes	

�a	 A est continue en tout point de E�� � � � � En


�b	 A est continue �a l�origine ��� � � � � �	 � E� � � � �� En


�c	 kA�x�� � � � � xn	k est born�ee sur la boule�unit�e de E� � � � �� En�

D�emonstration� La d�emonstration proc
ede comme celle de la Proposition �
�
 Pour d�emon�
trer �c	 � �a	� nous �ecrivons

A�x�� � � � � xn	� A�a�� � � � � an	 � A�x� � a�� x�� � � � � xn	
�A�a�� x� � a�� x�� � � � � xn	 � � � �� A�a�� � � � an��� xn � an	

et estimons chaque terme s�eparement


D�e�nition ��� Soient E�� � � � � En et F des espaces vectoriels norm�es
 On d�enote par
L�E�� � � � � En�F 	 l�ensemble des applications multilin�eaires continues de E� � � � ��En dans
F 
 Pour un �el�ement A � L�E�� � � � � En�F 	� on d�e�nit

kAk � sup
k�x������xn�k��

kA�x�� � � � � xn	k � sup
x� ��������xn ���

kA�x�� � � � � xn	k
kx�k� � � � � � kxnkn � ��
�	

Si E� � � � � � En � E� on �ecrit aussi Ln�E�F 	 au lieu de L�E� � � � � E�F 	
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L�espace L�E�� � � � � En�F 	 muni de ��
�	 est un espace vectoriel norm�e
 Si F est complet�
alors L�E�� � � � � En�F 	 est aussi complet
 Cette a�rmation est d�emontr�ee exactement comme
pour la Proposition �
�
 Le r�esultat de la proposition suivante est la base pour l�interpr�etation
de la deuxi
eme d�eriv�ee d�une fonction comme application bilin�eaire


Proposition ��� 
Isom�etrie naturelle� Soient E� F�G des espaces vectoriels norm�es�
Alors� l�application

� � L�E�L�F�G		� L�E� F �G	�

d�e�nie par ��A	 � B o�u B�x� y	 � �Ax	y� est un isomorphisme qui est �egalement une
isom�etrie� c���a�d�� on a k��A	k � kAk pour tout A � L�E�L�F�G		�

D�emonstration� L�application � est lin�eaire et bijective
 Son inverse est donn�e par ����B	 �
A o
u� pour x � E� Ax � L�F�G	 est l�application y 
� B�x� y	
 Pour d�emontrer la continuit�e
de � et de ���� il su�t de voir que k��A	k � kAk


En utilisant l�estimation ��
�	 une fois pour Ax et une deuxi
eme fois pour A� nous obte�
nons

kB�x� y	k � k�Ax	yk � kAxk � kyk � kAk � kxk � kyk�
Ceci impliqe que B � ��A	 satisfait kBk � kAk


D�autre part� la D�e�nition �
� montre que

k�Ax	yk � kB�x� y	k � kBk � kxk � kyk�

La norme de l�application lin�eaire Ax satisfait donc kAxk � kBk � kxk et� par cons�equent�
kAk � kBk
 Ces deux in�egalit�es montrent que l�application � est une isom�etrie


On peut donc identi�er les applications lin�eaires continues de E dans L�F�G	 avec les
applications bilin�eaires de E � F dans G


Exemple ��� Une matrice C �avec n colonnes et m lignes	 peut �etre identi��ee avec l�ap�
plication bilin�eaire B � IRm � IRn � IR d�e�nie par B�x� y	 � xTCy
 Elle peut �egalement
�etre identi��ee avec un �el�ement de L�IRm�L�IRn� IR		 de la mani
ere suivante� pour x � IRm�
le vecteur xTC � L�IRn� IR	 d�e�nit l�application xTC � y 
� xTCy


L�a�rmation de la proposition pr�ec�edente peut �etre g�en�eralis�ee 
a des applications multi�
lin�eaires
 Si E�� � � � � En et F sont des espaces vectoriels norm�es� l�application

� � L�E��L�E�� � � � � En�F 		� L�E�� � � � � En�F 	� ��
�	

d�e�nie par ��A	 � B o
u B�x�� � � � � xn	 � �Ax�	�x�� � � � � xn	� est un isomorphisme et une
isom�etrie
 La d�emonstration de ce fait est identique 
a celle de la Proposition �
�


I��� D�eriv�ees d�ordre sup�erieur

La d�eriv�ee d�une fonction f � U � F �avec U � E	 est une application f � � U � L�E� F 	

Comme L�E� F 	 est un espace vectoriel norm�e� rien ne nous emp
eche de consid�erer la di��e�
rentiabilit�e de f �


D�e�nition ���� Soient E� F deux espaces vectoriels norm�es� U � E un ouvert et f � U � F
di��erentiable dans un voisinage de a � U 
 On dit que f est deux fois di��erentiable en a si
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f � � U � L�E� F 	 est di��erentiable en a
 La d�eriv�ee de f � satisfait �f �	��a	 � L�E�L�E� F 		

En utilisant l�identi�cation de la Proposition �
�� on d�e�nit la deuxi�eme d�eriv�ee de f en a
comme l�application bilin�eaire

f ���a	�h� k	 ��
�
�f �	��a	h

�
k�

Dans la situation de la d�e�nition pr�ec�edente� consid�erons l�application gk � U � F
d�e�nie par gk�x	 �� f ��x	k �avec un k � E �x�e	
 Alors� par la formule ��
��	 de Leibniz �on
a gk�x	 � B�f ��x	� k	 o
u B � L�E� F 	�E � F est l�application bilin�eaire B�A� v	 � Av	 on
obtient

g�k�a	h �
�
�f �	��a	h

�
k � f ���a	�h� k	�

Exemple ���� Consid�erons une fonction f � IRn � IRm et notons x � �x�� � � � � xn	
T 
 Pour

k � IRn �x�e� la d�eriv�ee de la fonction gk�x	 �� f ��x	k �
Pn

j��
�f
�xj

�x	 kj est donn�ee par

g�k�x	h �
Pn

i���
Pn

j��
��f

�xi�xj
�x	 kj	hi
 La deuxi
eme d�eriv�ee de f est donc

f ���x	�h� k	 �
nX
i��

nX
j��

��f

�xi�xj
�x	 hikj�

Pour la fonction f � IR� � IR� de l�exemple �
�� la deuxi
eme d�eriv�ee est

f ���a	�h� k	 �

	
�h�k� � �h�k� � �h�k�

a��h�k� � h�k�	 � a��h�k� � h�k�	 � a��h�k� � h�k�	



�

Exemple ���� Pour la fonction f�X	 � X�� de GL�E	 dans L�E	 l�Exemple �
� montre
que gK�X	 �� f ��X	K � �X��KX�� pour K � L�E	
 La formule de Leibniz nous donne
alors

f ���A	�H�K	 � A��HA��KA�� � A��KA��HA���

Th�eor�eme ���� Soient E� F deux espaces vectoriels norm�es� U � E un ouvert� et suppo�
sons que f � U � F soit deux fois di��erentiable en a � U � Alors� l�application bilin�eaire
f ���a	 � E � E � F est sym�etrique� c���a�d��

f ���a	�h� k	 � f ���a	�k� h	 pour h� k � E�

D�emonstration� Nous allons montrer que

f ���a	�h� k	 � lim
���

�

��

�
f�a� �h� �k	� f�a� �h	� f�a� �k	 � f�a	

�
� ���
�	

Puisque l�expression de droite est sym�etrique en h et k� il est de m�eme de f ���a	�h� k	

Pour d�emontrer ���
�	� nous consid�erons l�application

gu�v	 �� f�a� u� v	� f�a� u	� f�a� v	 � f�a	� f ���a	�u� v	

o
u u et v sont su�samment petits en norme
 Comme gu��	 � �� le th�eor
eme des accroisse�
ments �nis �Th�ero
eme �
�	 implique que

kgu�v	k � sup
��t��

kg�u�tv	k � kvk� ���
�	
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Il reste donc 
a estimer la d�eriv�ee

g�u�v	 � f ��a� u� v	� f ��a� v	� f ���a	�u� �	
�la notation f ���a	�u� �	 est utilis�ee pour l�application h 
� f ���a	�u� h		
 Le fait que f est deux
fois di��erentiable en a �c
�
a�d
� x 
� f ��x	 est di��erentiable en a	 implique que

f ��a� u� v	 � f ��a	 � f ���a	�u� v� �	 � r�u� v	ku� vk
f ��a� v	 � f ��a	 � f ���a	�v� �	 � r�v	kvk

o
u r�v	 � � si v � �
 La soustraction de ces deux �equations donne pour g�u�v	 la formule
g�u�v	 � r�u� v	ku� vk � r�v	kvk et on obtient pour � � t � �

kg�u�tv	k �
�
kr�u� tv	k� kr�tv	k

��
kuk� kvk

�
� ���
�	

On d�eduit des estimations ���
�	 et ���
�	 que kgu�v	k��kuk� kvk	� � � si kuk� kvk � �

En posant u � �h et v � �k on obtient donc l�a�rmation ���
�	


La d�e�nition de la troisi
eme d�eriv�ee est analogue 
a D�e�nition ��
�
 Supposons qu�une
fonction f � U � F �E� F des espaces vectoriels norm�es et U � E un ouvert	 soit � fois
di��erentiable dans un voisinage de a � U 
 On dit que f est � fois di��erentiable en a si
f �� � U � L��E�F 	 est di��erentiable en a
 La d�eriv�ee satisfait �f ��	��a	 � L�E�L��E�F 		 et�
en utilisant l�isom�etrie entre L�E�L��E�F 		 et L��E�F 	 on d�e�nit la ��eme d�eriv�ee de f en
a comme l�application trilin�eaire

f ����a	�h� k� l	 ��
�
�f ��	��a	h

�
�k� l	�

De mani
ere �evidente on d�e�nit par r�ecurrence la p
eme d�eriv�ee f �p��a	 comme application
multilin�eaire f �p��a	 � Lp�E�F 	


Pour un calcul pratique de la �
eme d�eriv�ee� on peut utiliser la formule

g�kl�a	h �
�
�f ��	��a	h

�
�k� l	 � f ����a	�h� k� l	 ���
�	

o
u gkl � U � F est d�e�nie par gkl�x	 �� f ���x	�k� l	 et k� l � E sont des vecteurs �x�es
 La �
eme
d�eriv�ee de f peut �egalement �etre interpr�et�ee comme la deuxi
eme d�eriv�ee de gl�x	 �� f ��x	l�
c
�
a�d
�

g��l �a	�h� k	 �
�
�f �	���a	�h� k	

�
l � f ����a	�h� k� l	� ���
�	

Les deux formules ���
�	 et ���
�	 montrent qu�on peut �echanger k et l ainsi que h et k sans
changer la valeur de f ����a	�h� k� l	
 On a donc le r�esultat suivant


Corollaire ���� Si� sous les hypoth�eses du Th�eor�eme ����� la fonction f � U � F est p
fois di��erentiable en a � U � l�application multilin�eaire f �p��a	 est sym�etrique� c���a�d��

f �p��a	�h�� � � � � hp	 � f �p��a	�h����� � � � � h��p�	

o�u � est une permutation quelconque de f�� � � � � pg�

Exemple ���� La �
eme d�eriv�ee d�une application f � IRn � IRm est donn�ee par

f ����x	�h� k� l	 �
nX
i��

nX
j��

nX
m��

��f

�xi�xj�xm
�x	 hikjlm�
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D�e�nition ���	 Soient E� F des espaces vectoriels norm�es� U � E et V � F des ouverts


� f � U � F est p fois contin�ument di��erentiable �ou de classe Cp	 sur U � si f est p fois
di��erentiable en tout point de U et si f �p� � U � Lp�E�F 	 est continue


� f � U � F est ind�e�niment di��erentiable �ou de classe C�	 sur U � si f est de classe
Cp pour tout p


� f � U � V est un di��eomorphisme �de classe Cp	 de U sur V � si f est bijective� p
fois contin�ument di��erentiable� et si l�inverse f�� � V � U est p fois contin�ument
di��erentiable


Exemple ���
 La fonction f�X	 � X�� de GL�E	 dans L�E	 est ind�e�niment di��eren�
tiable
 En e�et� en d�erivant la formule de l�Exemple ��
� on obtient

f ����A	�H�K�L	 � �A��HA��KA��LA�� � A��HA��LA��KA��

�A��LA��HA��KA�� � A��KA��HA��LA��

�A��KA��LA��HA�� � A��LA��KA��HA���

On voit par r�ecurrence que chaque d�eriv�ee est une combinaison lin�eaire d�expressions qui
sont un produit altern�e de A�� avec des applications lin�eaires constantes


Proposition ���� Soient E� F des espaces vectoriels norm�es� U � E� V � F des ouverts et
f � U � V un di��eomorphisme de classe C�� Si f est de classe Cp� alors la fonction inverse
f�� � V � U est aussi de classe Cp�

D�emonstration� Par le Th�eor
eme �
� on sait que

�f��	��y	 � f ��f���y		���

c
�
a�d
� �f��	� est la composition de trois applications� notamment y 
� f���y	� x 
� f ��x	
et A 
� A��
 Toutes les trois applications sont contin�ument di��erentiables
 Alors� f�� est de
classe C�
 La d�emonstration pour p � � est analogue


Une cons�equence de cette proposition est la suivante� si dans le th�eor
eme d�inversion
locale �Th�eor
eme �
�	 la fonction f est de classe Cp� alors son inverse est automatiquement
de classe Cp
 Similairement� si dans le th�eor
eme des fonctions implicites �Th�eor
eme �
�	 la
fonction f est de classe Cp� alors l�application g est aussi de classe Cp


I��� Exercices

�� Soit f � IR� � IR� donn�ee par

f�x� 


	
x�x

�
� � �x�x�x�

x�� � x�� � x��



�

et g � IRn � IR donn�ee par g�x� 
 xTAx� bTx� o�u A est une matrice n� n et b � IRn�
Calculer les deux premi�eres d�eriv�ees de f et g�

�� Montrer que l�application N � IR� � IR donn�ee par N�x� 

q
x�� � x�x� � �x�� � d�e�nit une

norme sur IR� et montrer �explicitement� que cette norme est �equivalente �a la norme k � k��
�� D�emontrer que ����� est une norme�
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�� Si la norme d�ecoule d�un produit scalaire ������ alors on a

kx� yk� kx� yk 
 ��kxk� kyk� �identit�e du parall�elogramme�

Montrer �a l�aide de contre�exemples que IRn munit de la norme k � k� ou k � k� n�est pas un
espace de Hilbert�

�� On consid�ere les ensembles suivants de IR��

A 

n
�x� y� � IR�� � � x� y � �

o
�

B 

n
�x� y� � IR�� max�jxj� jyj� � �

o
�

C 

n
�x� y� � IR�� �x� � y��� � �x� � �y� 
 �

o
�

D 

n
�x� y� � IR�� y 
 �� x � f��n� n 
 �� �� � � �g

o
�

Quels ensembles sont�ils ouverts� ferm�es� born�es� compacts� Justi�er�


� Pour � � � consid�erons la fonction f � IR� � IR donn�ee par

f�x� y� 


�
xy

�x��y��� si �x� y� �
 ��� ��

� si �x� y� 
 ��� �� �

�a� Montrer que �f��x et �f��y existent partout et sont telles que les applications x ��
�f
�x �x� b�� y �� �f

�y �a� y� sont continues pour tout a� b � IR�

�b� Si � � ���� les applications �f��x et �f��y sont discontinues en ������

�c� f�x� y� est continue �a l�origine si et seulement si � � ��

�d� f�x� y� est d�erivable �a l�origine si et seulement si � � ����

�e� Pour � 
 �� trouver un ouvert U 	 IR et un ferm�e F 	 IR tels que f���U� ne soit pas
ouvert et f���F � ne soit pas ferm�e�

�� Soit E un espace de Hilbert et soit A � L�E�� Montrer que

kAk 
 sup
u����v ���

hu�Avi
kuk � kvk

o�u h�� �i est le produit scalaire et k � k est la norme induite par le produit scalaire�
�� D�emontrer que kfk� est une norme sur C���� ����
	� D�emontrer que� pour un ensemble arbitraire A�

B�A� 
 ff � A� IR � f est born�ee g avec kfk� 
 sup
t�A

jf�t�j �

est un espace de Banach �Proposition �����

��� Le rayon spectral ��A� d�une matrice n� n� A� est d�e�ni comme suit�

��A� 
 max fj�j � � valeur propre de Ag �

Soit E 
 IRn muni d�une norme et soit A � L�E�� Montrer que pour toute norme sur IRn on
a l�in�egalit�e suivante kAk � ��A�� et que si A est symm�etrique on l��egalit�e kAk� 
 ��A��

��� Soit

A 


	
��			 ����
� ��			



�

�a� Calculer le rayon spectral ��A� ainsi que kAk�� kAk� et kAk��
�b� Trouver une norme k � k sur IR� telle que� pour cette norme� on ait kAk � ��

��� Soit l�ensemble des matrices n � n que l�on identi�e avec IRn�n et que l�on muni de la
norme kAk 
 supkxk�� kAxk� Consid�erons l�application lin�eaire l � IRn�n � IRn�n donn�ee
par l�H� 
 X�H �HX� o�u X� est une matrice �x�ee �voir Exemple ����� Calculer la norme
de l�application l�
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��� Dans la situation de l�Exemple ��� d�emontrer que

kAk� 
 max
t������

Z �

�
jk�t� s�j ds�

Indication� Consid�erer en premier que la fonction k�t� s� poss�ede qu�un nombre �ni de z�eros
pour tout t�

��� On consid�ere l��equation int�egrale suivante� dite �equation int�egrale de Fredholm ���eme esp�ece��

y�t� 
 f�t� �

Z �

�
k�t� s�y�s�ds � ������

o�u f � C���� ��� et k � C���� �� � ��� ��� sont donn�ees et y est l�inconnue� On suppose que

max
t������

Z �

�
jk�t� s�jds � �

�a� D�emontrer que ������ poss�ede une unique solution dans C���� ����
�b� En utilisant la s�erie de Neumann� �ecrire la solution sous la forme

y�t� 
 f�t� �

Z �

�
r�t� s�f�s�ds

��� R�esoudre

y�t� 
 f�t� �
�

�

Z �

�
et�sy�s�ds � ������

�a� On pose a 
 R �
� e

�sy�s�ds� En multipliant ������ par e�t et en int�egrant� on trouve a et
donc aussi la solution y�t� 
 f�t� � aet���

�b� En utilisant la formule de l�exercice pr�ec�edent�

�
� Soit E un espace de Banach� on consid�ere l�application f � L�E�� L�E� donn�ee par f�X� 

X�� Calculer la d�eriv�ee de f � Montrer par des exemples� qu�en g�en�eral� f ��X� �
 �X��

��� Soit E un espace de Banach� on consid�ere l�application exp � L�E� � L�E� donn�ee par la
s�erie suivante�

exp�X� 

�X
n��

�

n�
Xn �

�a� Montrer que l�application exp est bien d�e�nie�

�b� Calculer la deriv�ee� exp� de l�application exp�

�c� Montrer par des exemples que� en g�en�eral� exp��X� �
 exp�X��

Indication� Si cela vous aide� supposez que E 
 IRn�

��� Calculer la d�eriv�ee de la fonction f � GL�IRn�� L�IRn� donn�ee par f�X� 
 �XTX����

�	� Soit A � IR� IRn�n une fonction di��erentiable �a valeur dans les matrices n� n� Montrer que

d

dx

�
A�x�

���

 �A�x���A��x�A�x���

Indication� Utiliser l�Exemple ��
 ainsi que la formule pour la d�eriv�ee de fonctions compos�ees�

��� �a� Soit M � E� � � � � � En � F une application multilin�eaire o�u E�� � � � � En� F sont des
espaces vectoriels norm�es� Calculer la d�eriv�ee de M �

�b� Soit A � IR� IR��� une fonction matricielle di��erentiable dont les colonnes sont A��x��
A��x� et A��x�� Montrer que

d

dx
det
�
A�x�

�

 det

�
A��� A�� A�



� det

�
A�� A

�
�� A�



� det

�
A�� A�� A

�
�



��� Soit f�x� y� 
 ln�x� � y�� pour x� � y� 	 � et g�x� y� 
 �xy�

p
x�y�T pour x 	 �� y 	 ��

Calculer la d�eriv�ee de h�x� y� 
 �f � g��x� y� 
 ln�x�y�� x�y�� directement et ensuite avec
la formule de di��erentiation des fonctions compos�ees�

��� Soit f � �a� b� � IR continue� x�� x�� � � � � xn � �a� b� et f di��erentiable sur l�ensemble D 

�a� b�nfx�� x�� � � � � xng� D�emontrer ou donner des contre�exemples aux a�rmations suivantes�
�a� Il existe un 
 � D tel que f�b�� f�a� 
 f ��
��b� a��
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�b� On a l�estimation jf�b�� f�a�j � supt�D jf ��t�j�b� a��

��� Consid�erons la fonction f � IR� IR d�e�nie par

f�x� 


�
x� e�x�� si x � �

ex�� si x � �
�

�a� Montrer que jf�x�� f�y�j � jx� yj pour x �
 y�

�b� Montrer que la fonction f�x� ne poss�ede pas de point �xe�

Est�ce une contradiction au th�eor�eme du point �xe�

��� On consid�ere C���� ��� avec la norme k � k� et l�application f � C���� ��� � C���� ��� donn�ee par

f�x��t� 
 �

Z �

�
k�t� s�g�x�s��ds

o�u k � C���� �� � ��� ��� et g � IR� IR est su�samment di��erentiable� Trouver une condition
sur � sous laquelle f est une contraction sur le ferm�e

D 
 fx � C���� ��� � kxk� � �g �
��� Montrer que l�hypoth�ese �D ferm�e� ne peut en g�en�eral pas �etre omise dans le th�eor�eme

du point �xe de Banach� trouver un D non ferm�e et une application f � D � E tels que
f�D� 	 D et f est une contraction sur D� mais f ne poss�ede pas de point �xe dans D�

�
� Soit U un ouvert connexe de IR et E un espace vectoriel norm�e� Soit f � U � E une
application qui satisfait

kf�x�� f�y�k � Ckx� yk� pour tout x� y � U �

o�u C 	 �� Montrer que f est constante sur U �

��� Soit la fonction f � IR� � IR� donn�ee par

f�x�� x�� 


�
B� x�� � x�� � �

�x�x� � �
x�� � x��

�
CA �

et soit K 
 f�x�� x�� � IR� j jx�j � �� jx�j � �g� Trouver une constante L telle que

kf�x�� f�y�k� � Lkx� yk� pour x� y � K �

Remarque� L s�appelle constante de Lipschitz�

��� Soit A � L�E� avec kAk � � et consid�erons le probl�eme

x 
 Ax� b �

Motrer que la k�i�eme approximation� xk� obtenue par la m�ethode des approximations succes�
sives �avec x� 
 b� est �egale a l�approximation obtenue en tronquant la s�erie de Neumann pour
�I �A��� apr�es k termes� Trouver ainsi une connection entre l�Exemple 
�� et l�Exercice ���

�	� Estimation de l�erreur pour la m�ethode des approximations successives� Soit x	 un point �xe
donn�e par cette m�ethode� D�emontrer

kx	 � xkk � �

�� �
kxk � xk��k � ������

Pour les fonctions de l�Exemple 
��� faire quelques it�erations et utiliser ������ pour obtenir
une estimation rigoureuse de l�erreur�

��� Soit E�F des espaces vectoriels norm�es et U 	 E un ferm�e� On se pose la question suivante�
soit f � U � F injective et continue� est�ce que f est un hom�eomorphisme de U sur f�U��

�a� D�emontrer que ceci est vrai si E 
 IRn et U born�e �utiliser la d�emonstration de �HW	��
Th�eor�eme III���	���

�b� Montrer par un contre�exemple que ce r�esultat n�est plus vrai dans les espaces vectoriels
de dimension in�nie �consid�erer par exemple l�identit�e dans un espace muni de � normes
non��equivalentes��
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��� Consid�erons la fonction f � ���� ��� IR donn�ee par

f�x� 


�
�

n��

�
�jxj � �

n

�
si �

n � jxj � �
n��

� si x 
 �
�

Montrer que f est strictement di��erentiable �a l�origine� mais qu�elle n�est di��erentiable dans
aucun voisinage de ��

Remarque� f�x� satisfait f���n� 
 ��n�n� �� et elle est lin�eaire sur ���n� ���n � ����

��� Soit A � L�E� un isomorphisme� Pour calculer son inverse� on applique la m�ethode de Newton
�a l��equation X�� �A 
 �� Montrer que l�on obtient ainsi l�it�eration

Xk�� 
 Xk �Xk�I �AXk�

et v�eri�er que la suite fXkg converge vers A�� si kI �AX�k � ��

Indication� Ek �
 I �AXk satisfait Ek�� 
 EkEk�

��� Soit E�F�G des espaces vectoriels norm�es� Soit U 	 E un ouvert et a � U et soit f � U � G
strictement di��erentiable en a� Soit V 	 F un ouvert avec b 
 f�a� � V et soit g � V � G
strictement di��erentiable en b 
 f�a�� D�emontrer que g � f est strictement di��erentiable en
a et que �g � f���a� 
 g��f�a��f ��a��

��� Consid�erons la fonction f � IR� � IR� donn�ee par

f��x�� x�� 
 x�� f��x�� x�� 


���
��

x� � x�� si x�� � x�
�x�� � x��x���x

�
� si � � x� � x��

�f��x���x�� si x� � �

Montrer que

�a� f est partout di��erentiable�

�b� f ���� est inversible �calculer f ������

�c� f n�est pas strictement di��erentiable �a l�origine�

�d� il n�existe pas de voisinage de l�origine o�u f est injective �i�e� f n�est pas un hom�eomor�
phisme pr�es de l�origine��

��� Donner un di��eomorphisme �a� de l�intervalle ��� �� avec IR� �b� de l�intervalle ��� �� avec la
demi�droite IR	��

�
� Soient le �cube� C 
 fx � IRn � � � xi � �� i 
 �� � � � � ng et le �simplexe� S 
 fy �
IRn � yi 	 � �

Pn
i�� yi � �g et on consid�ere l�application � � C � IRn donn�ee par ��x� 
 y

avec yk 
 ��� x�� � � � ��� xk���xk pour k 
 �� � � � � n�

�a� Pour n 
 � dessiner les images par � des droites parall�eles aux axes�

�b� V�eri�er que
Pn

i�� yi 
 ��Qn
i����� xj��

�c� Montrer que � est un di��eomorphisme de C sur S et trouver son inverse�

��� Les coordonn�ees sph�eriques de IRn sont donn�ees par ��r� 
�� � � � 
n��� 
 x o�u

x� 
 r cos 
�

x� 
 r sin 
� cos 
�

x� 
 r sin 
� sin 
� cos 
�
���

xn�� 
 r sin 
� sin 
� � � � sin 
n�� cos 
n��

xn 
 r sin 
� sin 
� � � � sin 
n�� sin 
n�� �

Montrer que

det�� 
 rn�� sinn�� 
� sin
n�� 
� � � � sin 
n�� �

et montrer que la restriction de l�application � �a ����� � ��� ��n�� � ���� �� est un di��eo�
morphisme�
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��� Soit �n le volume de la sph�ere fx � IRn � kxk� � �g dans IRn� En utilisant les r�esultats de
l�exercice ��� le th�eor�eme sur les changements de coordonn�ees ��HW	�� Th�eor�eme IV������ et
la d�e�nition de la fonction Gamma  �x� ��HW	�� D�e�nition III������� montrer que

�n 

�n��

 �n�� � ��
�

Montrer �egalement que �n � � si n���

Indication� Pour Ik 

R �
� sin

k t dt on a �k � ��Ik�� 
 kIk���

�	� Dans le plan avec coordonn�ees cart�esiennes �x� y� on consid�ere les deux courbes

C� 
 f�x� y� � x� � y 
 �g
C� 
 f�x� y� � x� y� 
 �g �

Trouver un di��eomorphisme local pr�es de ��� �� tel que

f�C�� 
 f�u� v� � v 
 �g
f�C�� 
 f�u� v� � u 
 �g �

��� Pour tout a � IR on consid�ere la fonction fa � IR � IR donn�ee par fa�x� 
 ax � sinx�
Pour quelles valeurs de a la fonction fa est�elle un hom�eomorphisme� un di��eomorphisme�
un di��eomorphisme local pr�es de l�origine�

��� Soit f � IR� � IR� l�application d�e�nie par

f��x� y� u� v� 
 u� � vx� y

f��x� y� u� v� 
 uy � v� � x

et soit P� 
 �x�� y�� u�� v�� un point de f
���f�g��

�a� Ecrire une condition sur P� qui permet d�obtenir localement pr�es de ce point l�ensemble
f���f�g� comme le graphe d�une fonction g de la forme u 
 g��x� y�� v 
 g��x� y��

�b� Calculer �g�
�x �x�� y�� si P� 
 ������ �� ���

��� On consid�ere le syst�eme

�c� 
 �c� �
�

�
c�� �

�

�
c�c

�
�

�c� 
 �c� � �c��c� �
�

�
c���

Trouver les points de bifurca�
tions des courbes c���� et c�����
Une condition n�ecessaire pour
un point de bifurcation est que
le th�eor�eme de fonctions impli�
cites ne peut pas �etre appliqu�e�

��� D�emontrer que le th�eor�eme d�inversion locale �Th�eor�eme ���� peut �etre d�eduit du th�eor�eme
des fonctions implicites�

��� Soit S 
 f�x� y� z� � xz�sin�xy�� cos�xz� 
 �g� D�eterminer si dans un voisinage de ��� �� ��
l�ensemble S peut �etre �ecrit sous la forme

z 
 f�x� y� ou y 
 g�x� z� ou x 
 h�y� z� �

��� Calculer la norme du d�eterminant vu comme application multilin�eaire

det � IRn � � � � � IRn � IR �n facteurs� �

o�u IRn est munie de la norme euclidienne� En d�eduire l�in�egalit�e jdetAj � nn�� �de Hada�
mard� pour une matrice A 
 �aij���i�j�n satisfaisant jaij j � ��



�� Calcul di��erentiel dans les espaces de Banach

�
� Soient IRn et IRm munis de la norme euclidienne� Soit b � IRn � IRm � IR l�application
bilin�eaire donn�ee par b�x� y� 
 xTBy� o�u B est une matrice arbitraire� Montrer que la
norme de b satisfait kbk 
 kBk��

��� Soient f � E � F et g � f � G �o�u E� F et G sont des espaces vectoriels norm�es� deux
applications deux fois di��erentiables� Calculer �g � f����x��h� k��

��� Soit b � E � F � G �o�u E� F et G sont des espaces vectoriels norm�es� une application
bilin�eaire continue� Calculer sa deuxi�eme d�eriv�ee�

�	� Calculer la deuxi�eme d�eriv�ee de f � IR� � IR� donn�ee par

f�x� 

�
x�� � x�x

�
�� e

�x��x��� cos�x�x��
�T
�

��� Soit X � GL�IRn�� calculer toutes les d�eriv�ees de la fonction f�X� 
 X��



Chapitre II

Maxima et minima relatifs et calcul

de variations

Ce chapitre est consacr�e �a l��etude des extrema d�une fonction �a valeurs r�eelles� Il est bien
connu que pour une fonction f � IR� IR la condition f ��a� � � est n�ecessaire et les conditions
f ��a� � �	 f ���a� � � sont su
santes pour que a soit un minimum relatif� Nous allons �etendre
ce r�esultat �a des fonctions f � U � IR o�u U est un ouvert d�un espace vectoriel norm�e E�
Nous �etudierons �egalement des conditions pour que la restriction f jM	 o�u M est une sous�
vari�et�e de la forme M � fx � U � g�x� � �g	 poss�ede un extremum en a� Une application
importante est la situation o�u E est un espace de fonctions� Les conditions n�ecessaires de
l�extremum s�expriment alors par une �equation di
�erentielle	 l��equation d�Euler�Lagrange�

II�� Maxima et minima relatifs

Soit U un ouvert d�un espace vectoriel norm�e E et f � U � IR� On dit que f poss�ede un
minimum relatif au point a � U 	 s�il existe un voisinage V de a �V � U� tel que

f�x� � f�a� pour tout x � V�

Un minimum relatif est dit strict 	 si

f�x� � f�a� pour tout x � V n fag�
De la m�eme mani�ere on d�e�nit un maximum relatif ou un maximum relatif strict� On dit
que f poss�ede un extremum relatif en a	 si elle poss�ede un minimum ou un maximum relatif
en a�

Th�eor�eme ��� �condition n�ecessaire� Soit U un ouvert d�un espace vectoriel norm�e E
et supposons que f � U � IR soit di��erentiable en a � U � Si f admet un extremum relatif
en a� alors f ��a� � ��

D�emonstration� Supposons que f admette un minimum relatif en a �le cas d�un maximum
relatif est trait�e de la m�eme mani�ere�� Les hypoth�eses impliquent que pour un h � E �x�e et
pour j�j su
samment petit

� � f�a� �h�� f�a� � f ��a��h� r�a� �h� � j�j � khk
o�u r�a� �h�� � si �� �� En divisant cette relation par � et en consid�erant la limite �� �
on obtient f ��a�h � �� On en d�eduit f ��a� � �	 car h � E est arbitraire�
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Le lemme suivant repr�esente un cas particulier de la s�erie de Taylor avec reste�

Lemme ��� Soit f � U � IR �U un ouvert d�un espace vectoriel norm�e E� deux fois
di��erentiable en a � U � Alors� on a

f�a� h� � f�a� � f ��a�h �
�

��
f ���a��h� h� � s�h�khk�� �����

o�u s�h�� � si h� ��

D�emonstration� Consid�erons la fonction

g�h� �� f�a� h�� f�a�� f ��a�h� �

��
f ���a��h� h��

d�e�nie dans un voisinage de � � E� On a g��� � � et la d�eriv�ee de g�h� est donn�ee par

g��h� � f ��a� h�� f ��a�� f ���a��h� �� � r�h�khk

avec r�h�� � si h� �	 car f ��x� est di
�erentiable en a� Par le th�eor�eme des accroissements
�nis	 on obtient alors

jg�h�j � sup
��t��

kg��th�k � khk � sup
��t��

kr�th�k � khk��

Ceci implique que la fonction s�h�	 d�e�nie par �����	 satisfait s�h�� � si h� ��

Th�eor�eme ��� �condition n�ecessaire� Soit U un ouvert d�un espace vectoriel norm�e et
f � U � IR deux fois di��erentiable en a � U � Si f poss�ede un minimum relatif en a� alors

f ���a��h� h� � � pour tout h � E� �����

D�emonstration� On remplace h par �h dans �����	 on divise la formule obtenue par �� et on
consid�ere la limite �� ��

On dit que a � U est un point critique de f � U � IR si f ��a� � �� La condition �����
ne su
t pas pour qu�un point critique soit un minimum relatif de f � La fonction f�x� � x�

nous sert comme contre�exemple�

Th�eor�eme ��� �condition su	sante� Soit U un ouvert d�un espace vectoriel norm�e et
f � U � IR deux fois di��erentiable en a � U � Si f ��a� � � et si f ���a� satisfait

f ���a��h� h� � �khk� pour tout h � E �����

avec un � � �� alors f admet un minimum relatif strict au point a�

D�emonstration� Les hypoth�eses sur f ��a� et f ���a� et la formule ����� impliquent que

f�a� h�� f�a� �
� �
�
� ks�h�k

�
khk��

Comme s�h�� � si h� �	 on en d�eduit que f�a�h� � f�a� pour h �� � su
samment petit�
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Exemple ��
 Pour le cas particulier U � IRn	 o�u f � U � IR est une fonction �a n variables
r�eelles	 la condition f ��a� � devient

�f

�x�
�a�� � � � � an� � �� � � � �

�f

�xn
�a�� � � � � an� � ��

ce qui constitue un syst�eme de n �equations pour les n inconnues a�� � � � � an� La condition
����� est �equivalente au fait que la matrice Hessienne

H�a� �

�BBB�
��f
�x�

�

�a� � � � ��f
�x��xn

�a�
���

���
��f

�xn�x�
�a� � � � ��f

�x�n
�a�

�CCCA
est une matrice d�e�nie positive	 c���a�d�	 toutes les valeurs propres sont positives� La valeur
de � correspond �a la plus petite valeur propre de H�a��

II�� Multiplicateurs de Lagrange

Soit U un ouvert d�un espace vectoriel norm�e E	 f � U � IR	 et consid�erons la sous�vari�et�e
M � fx � U � g�x� � �g o�u g � U � IRm� Le probl�eme consiste �a trouver les minima �ou
maxima� de la restriction f jM	 c���a�d�	 on cherche a � M tel que

f�x� � f�a� pour tout x � V �M�

o�u V est un voisinage de a dans U �

Exemple ��� Soit U � IR�	 f�x�� x�� � x�x� et
g�x�� x�� � x�� � x�� � �� On cherche alors les ex�
trema de la fonction f�x� sur le cercle de rayon ��
Par un raisonnement g�eometrique �voir �HW��	
page ����� on trouve la condition n�ecessaire

grad f�a�� a�� � � grad g�a�� a��

pour un extremum �grad f�a�	 qui est orthogonale
aux courbes de niveau de f 	 doit avoir la m�eme
direction que grad g�a��� Dans notre exemple on
obtient

a� � ��a�� a� � ��a�� a�� � a�� � �

et on trouve sans di
cult�e les quatre solutions �	p����	p�����

.5 1.0−1.0 −.5

.5

1.0

−1.0

−.5

maxmaxminmin

minminmaxmax

Nous �etendons ce r�esultat �a la situation o�u U est un ouvert d�un espace vectoriel norm�e
��eventuellement de dimension in�nie� et o�u la sous�vari�et�e M est donn�ee par m �equations�

Th�eor�eme ��� �condition n�ecessaire� Soit U � E un ouvert d�un espace de Banach E�
et supposons que f � U � IR et g � U � IRm soient contin�ument di��erentiables dans un
voisinage de a � M � fx � U � g�x� � �g� Si g��a� est surjective et si f jM poss�ede un
extremum relatif en a� alors il existe des nombres ��� � � � � �m �multiplicateurs de Lagrange�
tels que

f ��a��
mX
i��

�ig
�

i�a� � � �����

�gi�x� est la i�eme composante du vecteur g�x���
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Remarque� Avec la fonction de Lagrange

L�x� �� �� f�x��
mX
i��

�igi�x� �����

les conditions a � M et ����� sont �equivalentes �a L��a� �� � ��

D�emonstration� Par la surjectivit�e de g��a� on peut trouver des vecteurs h�� � � � � hm � E tels
que g��a�hj � ej � ��� � � � � �� �� �� � � � � ��T 	 c���a�d�	 g�i�a�hj � �ij o�u �ii � � et �ij � � pour
i �� j� Consid�erons alors la fonction

G�x� t� �� g�x� t�h� � � � �� tmhm�

avec t � �t�� � � � � tm�
T � IRm� On a G�a� �� � � et

�G

�t
�a� �� �

�
g��a�h�� � � � � g

��a�hm
�
� I �l�identit�e��

Le th�eor�eme des fonctions implicites implique que	 proche de �a� ��	 il existe une fonction
di
�erentiable t�x� � �t��x�� � � � � tm�x��

T telle que G�x� t�x�� � �� Le vecteur y �� x�h�t��x��
� � � � hmtm�x� satisfait donc g�y� � � pour tout x dans un voisinage de a� La d�eriv�ee de
gi�y� � � par rapport �a x donne alors au point a

� � g�i�a�
�
I � h�t

�

��a� � � � �� hmt
�

m�a�
�
� g�i�a� � t�i�a��

Comme f jM poss�ede un extremum relatif en a	 la condition n�ecessaire du Th�eor�eme ���
implique que la d�eriv�ee de f�x � h�t��x� � � � �� hmtm�x�� est nulle au point x � a	 c���a�d�	

f ��a�
�
I � h�t

�

��a� � � � �� hmt
�

m�a�
�
� ��

En posant �i �� f ��a�hi et en utilisant la relation t�i�a� � �g�i�a�	 on obtient l�a
rmation
������

Pour le cas particulier E � IRn	 la surjectivit�e de g��a� s�exprime par le fait que la matrice

g��a� �

�BB�
�g�
�x�

�a� � � � �g�
�xn

�a�
���

���
�gm
�x�

�a� � � � �gm
�xn

�a�

�CCA
poss�ede le rang m�

Exemple ��� Soient

f�x�� x�� x�� � x� � x� � x�

g��x�� x�� x�� � x�� � �x�� � �

g��x�� x�� x�� � �x� � �x�

et cherchons les extrema de f jM o�u M �� fx � IR� � g��x� � g��x� � �g� L�ensemble M
repr�esente l�intersection d�un cylindre elliptique avec un plan� On v�eri�e aisement que g��x�
poss�ede le rang � pour tout x � M� Consid�erons alors la fonction de Lagrange

L�x� �� � x� � x� � x� � ���x
�
� � �x�� � ��� ����x� � �x���

Les conditions n�ecessaires ����� nous donnent

�� ���x� � ��� � �� ��� ���x� � �� �� � ��� � ��

On obtient donc �� � ��� et	 en �eliminant �� de deux autres �equations	 on trouve x���x� � ��
Les solutions du syst�eme ����� sont alors ���������� ���� et ������ ����������
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Th�eor�eme ��� �condition su	sante� Soit U � E un ouvert d�un espace de Banach E�
Supposons de plus que f � U � IR et g � U � IRm soient deux fois di��erentiables en
a � M �� fx � U � g�x� � �g et que g��a� soit surjective� Si �	�
� est satisfait et si

�
f ���a��

mX
i��

�ig
��

i �a�
�
�h� h� � � khk� pour h satisfaisant g��a�h � �� �����

avec un � � �� alors f jM admet un minimum relatif strict au point a�

D�emonstration� En appliquant le Lemme ��� �a la fonction f�x��Pm
i�� �igi�x� et en utilisant

����� nous obtenons pour a� k � M

f�a� k�� f�a� �
�

�

�
f ���a��

mX
i��

�ig
��

i �a�
�
�k� k� � s�k� kkk�� �����

o�u s�k�� � si k � �� Consid�erons maintenant k tel que a � k � M� La di
cult�e est que k
ne satisfait pas n�ecessairement g��a�k � � et qu�on ne peut pas directement utiliser ������

a

h

k

M

ker g��a�

Pour le vecteur k � E nous consid�erons

h � k � 	�h� � � � �� 	mhm �����

o�u les vecteurs h�� � � � � hm sont comme dans la d�emonstration
du Th�eor�eme ���� Nous choisissons 	i � g�i�a�k a�n que h soit
dans ker g��a� � Si a � k � M nous avons �de nouveau par le
Lemme ���� que

� � g�a� k�� g�a� � g��a�k �
�

�
g���a��k� k� � r�k� kkk�

avec r�k� � � pour k � �� Ceci implique kg��a�kk � c�kkk� pour k su
samment petit	 et
en utilisant ����� aussi kh � kk � c�kkk�� L�in�egalit�e j khk � kkk j � kh � kk montre alors
que c�kkk � khk � c�kkk si k est su
samment petit� L�expression de droite de l��equation
����� peut donc �etre �ecrite sous la forme

�

�

�
f ���a��

mX
i��

�ig
��

i �a�
�
�h� h� � bs�k� khk��

o�u bs�k� � � pour k � �� Par la condition �����	 cette expression est positive pour k �� �
su
samment petit� Donc	 f�a� k�� f�a� est strictement positive pour k �� � su
samment
petit	 si a� k � M�

Exemple ��
 Utilisons la condition ����� du Th�eor�eme ��� pour d�emontrer que le point
a � ������ ��������� est un minimum relatif strict de la fonction f jM de l�Exemple ����
Comme �� � ���� et �� � ��� nous avons pour h � �h�� h�� h��

T que�
f ���a�� ��g

��

��a�� ��g
��

��a�
�
�h� h� �

�

�
��h�� � �h����

Pour h satisfaisant g��a�h � � �en particulier �h� � �h� � �� on obtient

�

�

�
�h�� � �h��

�
�

�

�

�
h�� � �h�� �

��

�
h��
�
� �

�
khk�

et la condition su
sante pour un minimum strict est v�eri��ee�
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II�� Calcul de variations

En ����	 Johann Bernoulli posait le probl�eme suivant� une
particule glisse sous l�in�uence de la gravit�e sur une courbe
reliant A et B �dans un plan vertical�� Trouver la courbe pour
laquelle le temps qu�il lui faut pour aller de A �a B est minimal�
Une telle courbe s�appelle brachistochrone� La solution de ce
probl�eme	 propos�ee par Jakob Bernoulli	 est �a l�origine du
calcul de variations�

dxdx
dydy

dsds

A

B

x

y

La formulation math�ematique part du principe de la conservation de l��energie m�ecanique

m

�

�ds
dt

�� �mgy � �

�l�origine est au point A�� Ceci implique ds�dt �
p
�gy� Comme ds �

p
dx� � dy� �q

� � y��x�� dx	 le probl�eme revient �a minimiser l�expression

T �y� �
Z t�

�
dt �

Z ��

�

dsp
�gy

�
Z b

�

q
� � y��x��q
�gy�x�

dx� �����

o�u T est un op�erateur de C����� b�� dans IR�

Probl�eme Consid�erons une fonction continue L�x� y� y��	 d�e�nie dans un ouvert de IR� et
�a valeurs dans IR� Le probl�eme consiste �a trouver une fonction y�x� telle que

T �y� �
Z b

a
L
�
x� y�x�� y��x�

�
dx �����

soit minimale parmi toutes les fonctions de classe C� satisfaisant y�a� � A et y�b� � B� La
fonction L�x� y� y�� s�appelle fonction de Lagrange ou Lagrangien�

Lemme ��� Soit y � C���a� b�� une fonction qui v�eri�e y�a� � A� y�b� � B� Soit de plus
L�x� y� y�� une fonction contin�ument di��erentiable dans un voisinage de f�x� y�x�� y��x�� �
IR� � x � �a� b�g� Si l�expression T �y� de �
�	� poss�ede un extremum en y� alors

Z b

a

�
�L

�y

�
x� y�x�� y��x�

�
h�x� �

�L

�y�

�
x� y�x�� y��x�

�
h��x�

�
dx � � �����

pout tout h � C���a� b�� v�eri�ant h�a� � h�b� � ��

D�emonstration� Consid�erons la fonction

S��� �� T �y � �h� �
Z b

a
L
�
x� y�x� � �h�x�� y��x� � �h��x�

�
dx�

o�u y satisfait les hypoth�eses du lemme	 h � C���a� b�� avec h�a� � h�b� � �	 et � est un
param�etre r�eel �petit�� Si y est un extremum de T �y�	 � en est un de S���	 et la condition
n�ecessaire S ���� � � doit �etre satisfaite� L�a
rmation du lemme est une cons�equence du fait
que l�expression de ����� est �egale �a S ���� �les hypoth�eses garantissent qu�on peut �echanger
la d�erivation avec l�integration��
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Une autre possibilit�e serait de consid�erer l�espace vectoriel E � fh � C���a� b�� � h�a� �
h�b� � �g	 de le munir d�une norme	 et de consid�erer l�application F � E � IR	 d�e�nie par
F �h� �� T �y�h�� Pour que y soit un extremum de T 	 h � � doit �etre un extremum de F � La
condition n�ecessaire F ���� � � �o�u bien F ����h � � pour tout h � E� du Th�eor�eme ��� est
�equivalente �a ������ Les r�esultats des Th�eor�emes ��� et ��� peuvent �egalement �etre appliqu�es�

D�e�nition ��� Une fonction y � C���a� b�� qui satisfait y�a� � A	 y�b� � B et la condition
����� pour tout h � C���a� b�� v�eri�ant h�a� � h�b� � �	 s�appelle une extr�emale du probl�eme
������

Pour trouver la solution du probl�eme variationel	 nous cherchons �a �eliminer la pr�esence
de h�x� dans la condition n�ecessaire ������

Th�eor�eme ��� �Equation d�Euler
Lagrange� Soit L�x� y� y�� de classe C�� Une fonction
y � C���a� b�� est une extr�emale du probl�eme �
�	� aux extr�emit�es �x�ees y�a� � A et y�b� � B�
si et seulement si

�L

�y�
�x� y�x�� y��x�� est contin�ument di��erentiable et

�L

�y
�x� y�x�� y��x��� d

dx

�L

�y�
�x� y�x�� y��x�� � �� �����

D�emonstration� Su�sance� Notons A�x� � �L
�y
�x� y�x�� y��x�� et B�x� � �L

�y�
�x� y�x�� y��x���

La condition �����	 c���a�d�	 A�x� � B��x�	 implique queZ b

a

�
A�x�h�x� �B�x�h��x�

�
dx �

Z b

a

�
B�x�h�x�

��
dx � B�x�h�x�jba � �

pour h�a� � h�b� � �� Donc	 y�x� est une extr�emale de ������
N�ecessit�e� La condition ����� s��ecrit comme

R b
a �A�x�h�x��B�x�h��x�� dx � �� On int�egre

par parties la premi�ere expression de cette int�egrale� Si C�x� est une primitive de A�x�	
c���a�d�	 C�x� est contin�ument di
�erentiable et C ��x� � A�x�	 on a que

� �
Z b

a

�
A�x�h�x� �B�x�h��x�

�
dx �

Z b

a

�
B�x�� C�x�

�
h��x� dx

pour tout h � C���a� b�� satisfaisant h�a� � h�b� � �� En appliquant le Lemme de Du
Bois Reymond �Lemme ���� on obtient B�x�� C�x� � Const � Donc	 B�x� est contin�ument
di
�erentiable et B��x� � C ��x� � A�x��

Lemme ��� �Du Bois Reymond� Soit d � �a� b�� IR continue etZ b

a
d�x�h��x� dx � � pour tout h � C���a� b�� v�eri�ant h�a� � h�b� � ��

alors d�x� � Const�

D�emonstration� Posons

m ��
�

b� a

Z b

a
d�x� dx et h�x� ��

Z x

a
�d�t��m� dt�

Cette fonction h est dans C���a� b��	 elle v�eri�e h�a� � h�b� � � et on a h��x� � d�x��m� On
obtient doncZ b

a
�d�x��m�� dx �

Z b

a
�d�x��m�h��x� dx � �m

Z b

a
h��x� dx � �m�h�b�� h�a�� � ��

Comme d�x��m est continue par hypoth�ese	 ceci est possible seulement si d�x��m � ��
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Si L�x� y� y�� et y�x� sont de classe C�	 l��equation d�Euler�Lagrange peut �etre �ecrite sous
la forme

�L

�y
�x� y� y��� ��L

�x�y�
�x� y� y��� ��L

�y�y�
�x� y� y�� y� � ��L

�y��y�
�x� y� y�� y�� � �� �����

qui est une �equation di
�erentielle de deuxi�eme ordre� Le th�eor�eme suivant nous permet de
r�eduire l�ordre de l��equation di
�erentielle dans la situation o�u L�x� y� y�� ne depend que de y
et y��

Th�eor�eme ��
 Soit le Lagrangien L de classe C� et ind�ependent de la variable x� Alors�
toute extr�emale y�x� de classe C� v�eri�e la relation

L�y�x�� y��x��� �L

�y�
�y�x�� y��x�� y��x� � Const � �����

D�emonstration� La d�eriv�ee de L�y�x�� y��x��� �L
�y�

�y�x�� y��x�� y��x� par rapport �a x donne

�L

�y
�� � �� y��x� �

�L

�y�
�� � �� y���x�� d

dx

��L
�y�

�� � ��
�
y��x�� �L

�y�
�� � �� y���x��

ce qui est nul par ������

Exemple ��� �Brachystochrone� Le probl�eme consiste �a minimiser l�int�egrale ����� par�
mi toutes les fonctions satisfaisant y��� � � et y�b� � B �b et B sont des nombres positifs��
La condition n�ecessaire ����� devient

p
� � y� �p

y
� y�p

y
p
� � y� �

� y� � Const �

ce qui est �equivalent �a � � y� � � y� � � Const � py p� � y� �� On en d�eduit l��equation di
�e�
rentielle y�� � y� �� � C	 dont la solution g�en�erale est une cyclo��de donn�ee par �voir �HW��	
page �����

x�
� �
C

�
�
� sin
� �D� y�
� �

C

�
��� cos
�� �����

La Fig� ��� �le dessin de gauche� montre les solutions pour � � 
 � �� et pour D � � �pour
qu�elles passent par l�origine�� On voit que	 quelque soit b � � et B � �	 il existe une unique
valeur de C telle que la courbe ����� passe par �b� B� pour un 
 � ��� ����

Attention� Ce probl�eme n�entre pas exactement dans le cadre de notre th�eorie	 car L�y� y��
n�est pas d�e�nie pour y � �� Nous ne discutons pas les d�etails techniques pour justi�er la
solution�

Exemple ��� �Surface de r�evolution d�aire minimale�
On se donne a � b	 A � �	 B � �	 et on cherche une fonction
y�x� de classe C� telle que y�a� � A	 y�b� � B et que la surface
de r�evolution f�x� y�x� cos
� y�x� sin
� � x � �a� b�� 
 � ��� ���g
poss�ede une aire minimale� On a la formule

Aire � ��
Z
y ds � ��

Z b

a
y�x�

q
� � y��x�� dx�



Maxima et minima relatifs et calcul de variations ��

0 1 2 3 3

 2

 1

0

0 1 20

1

2

3

Fig� ��� � Brachystochrone �gauche� et surface de r�evolution d�aire minimale �droite�

et l��equation d�Euler�Lagrange sous la forme ����� donne

y
q
� � y� � � y � y�p

� � y� �
� y� � Const �

On en d�eduit

y� � C��� � y� �� ou
dy

dx
�

s
y�

C�
� ��

On r�esoud cette �equation di
�erentielle en utilisant la s�eparation des variables et la substi�
tution y � C cosh u� Ceci donne u � x�C � � ou y�x� � C cosh�x�C � �� comme solution
g�en�erale� En choisissant a � � et A � � �normalisation� la condition y��� � � devient
� � C cosh�	 et on obtient pour la solution la repr�esentation

y�x� �
�

cosh�
cosh

�
x � cosh �� �

�
� �����

La Fig� ��� �le dessin de droite� montre qu�en g�en�eral ce probl�eme poss�ede deux extr�emales
�par exemple pour b � ����� et B � ����� on obtient � � ���� et � � ��� Pour la courbe
sup�erieure �celle avec le plus grand �� l�aire de la surface de r�evolution est minimale �sans
d�emonstration	 pour plus de d�etails voir �Fox	 page �����

Si le point �b� B� est en�dessous de l�enveloppe des courbes �����	 il n�y a pas d�extr�emale�
Dans cette situation	 la fonction non�continue y�x� � � pour � � x � b	 y��� � � et y�b� � B
donne la valeur minimale de l�aire �Aire � ����B���� Elle s�appelle solution de Goldschmidt
�Tr��	 page �����

Exemple ��� Un exemple plus simple qui n�admet pas d�extr�emale est le suivant �du �a
Weierstra �� Z �

��
y�x����� y��x��� dx � min� y���� � �� y��� � ��

L��equation d�Euler�Lagrange est alors

y���� y��� � �y���� y��y� � y���� y���� � y�� � Const �

Elle n�a pas de solution di
�erentiable qui v�eri�e les conditions
aux bords� L�int�egrale est minimale pour la fonction donn�ee par
y�x� � � pour �� � x � � et par y�x� � x pour � � x � �	 car
elle vaut alors z�ero� −1 1

A

B
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II�� Probl�emes isop�erim�etriques

Consid�erons le probl�eme suivant	 propos�e par Euler �������
trouver la forme d�une cha��ne de longueur 
 ��a l��equilibre��
qui est suspendue aux extr�emit�es�Math�ematiquement	 ce pro�
bl�eme devient

A

B

a b

Z b

a
y�x�

q
� � y��x�� dx � min o�u

Z b

a

q
� � y��x�� dx � 
� �����

c���a�d�	 l��energie potentielle est minimale et la longueur est 
 �condition !isop�erim�etrique"��

Probl�eme g�en�eral Soient donn�ees deux fonctions continues f�x� y� y�� et g�x� y� y��	 d�e�nies
dans un ouvert de IR� et �a valeurs dans IR	 et 
 � IR� Le probl�eme isop�erim�etrique consiste
�a trouver une fonction y�x� telle que

F �y� ��
Z b

a
f�x� y�x�� y��x�� dx �����

soit minimale parmi toutes les fonctions de classe C� satisfaisant

G�y� ��
Z b

a
g�x� y�x�� y��x�� dx � 
 et y�a� � A� y�b� � B� �����

Nous allons �ecrire ce probl�eme sous la forme trait�ee dans le paragraphe II��� Supposons
qu�une solution y � C���a� b�� existe� Comme dans la discussion qui suit le Lemme ���	 nous
introduisons l�espace vectoriel

E � fh � C���a� b�� � h�a� � h�b� � �g

muni d�une norme et nous consid�erons les applications F� � E � IR et G� � E � IR d�e�nies
par F��h� � F �y � h� et G��h� � G�y � h�� Le probl�eme consiste alors �a montrer que h � �
est un minimum de F��h� assujetti �a la condition G��h�� 
 � ��

Th�eor�eme ��� Soient f�x� y� y�� et g�x� y� y�� des fonctions de classe C�� et soit y � C���a� b��
une solution du probl�eme isop�erim�etrique� Si

�g

�y
�x� y�x�� y��x��� d

dx

�g

�y�
�x� y�x�� y��x�� �
 �� �����

alors il existe un � � IR tel que la fonction

L�x� y� y�� � f�x� y� y��� � g�x� y� y�� �����

satisfait l��equation d�Euler�Lagrange �
����

D�emonstration� Nous allons appliquer le Th�eor�eme ��� au probl�eme F��h� � min assujetti
�a la restriction G��h�� 
 � �� La condition ����� implique que G����� � E � IR est surjective�
Il existe alors un � � IR tel que F ������ �G����� � �� Mais ceci est exactement la condition
����� avec L�x� y� y�� pris de ������ L�a
rmation est alors une cons�equence de la d�emonstration
�n�ecessit�e� du Th�eor�eme ����
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Exemple ��� Pour le probl�eme du d�ebut de ce paragraphe nous obtenons

L�x� y� y�� � �y � ��
q
� � y� ��

Apr�es la transformation y�� � z	 l��equation d�Euler�Lagrange est exactement la m�eme que
pour le probl�eme de la surface de r�evolution d�aire minimale �Exemple ����� On obtient donc

y�x� � �� C cosh�x�C �D��

Les trois param�etres �� C�D sont d�etermin�es par y�a� � A	 y�b� � B et par


 �
Z b

a

q
� � y��x�� dx �

Z b

a
cosh�x�C �D� dx � C sinh�x�C �D�

���b
a
�

II�� G�eod�esiques des surfaces

Avant de discuter le calcul de g�eod�esiques des surfaces �c���a�d�	 des courbes de longueur
minimale sur une surface donn�ee�	 nous g�en�eralisons les r�esultats du paragrapghe II�� au cas
de plusieurs fonctions�

Consid�erons une fonction L�x� y�� � � � � yn� y
�
�� � � � � y

�
n�� Le probl�eme consiste �a trouver n

fonctions y��x�� � � � � yn�x� telles queZ b

a
L
�
x� y��x�� � � � � yn�x�� y

�

��x�� � � � � y
�

n�x�
�
dx �����

soit minimale parmi toutes les fonctions de classe C� satisfaisant yi�a� � Ai et yi�b� � Bi

pour tout i � �� � � � � n� Ce probl�eme correspond �a celui du paragraphe II�� o�u y � �a� b� � IRn�
En consid�erant la fonction S��� ��

R b
a L�x� y�x� � �h�x�� y��x� � �h��x�� dx	 nous obtenons

comme dans le Lemme ��� la condition n�ecessaireZ b

a

nX
i��

�
�L

�yi
�x� y�x�� y��x��hi�x� �

�L

�y�i
�x� y�x�� y��x��h�i�x�

�
dx � � �����

pour tout hi � C���a� b�� satisfaisant hi�a� � hi�b� � �� Si l�on pose toutes les fonctions hj�x�
�egales �a z�ero sauf la i�eme	 on voit que la condition ����� est �equivalente �a

Z b

a

�
�L

�yi
�x� y�x�� y��x��hi�x� �

�L

�y�i
�x� y�x�� y��x��h�i�x�

�
dx � �

pour i � �� � � � � n� On est donc de retour �a la situation �a une fonction	 et comme dans le
paragraphe II�� on obtient le r�esultat suivant�

Th�eor�eme 
�� Soit L�x� y�� � � � � yn� y
�
�� � � � � y

�
n� de classe C�� Une fonction y � �a� b�� IRn de

classe C� est une extr�emale du probl�eme ���
� aux extr�emit�es �x�ees yi�a� � Ai et yi�b� � Bi�
si et seulement si pour tout i � f�� � � � � ng

�L

�y�i
�x� y�x�� y��x�� est contin�ument di��erentiable et

�L

�yi
�x� y�x�� y��x��� d

dx

�L

�y�i
�x� y�x�� y��x�� � �� �����
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Revenons au probl�eme mentionn�e au d�ebut de ce paragraphe et consid�erons une surface
M dans IR�	 donn�ee par une param�etrisation f � U � IR� o�u U � IR� est un ouvert� On
suppose que f soit su
samment di
�erentiable et que f ��u� soit de rang � pour tout u � U �
Des exemples sont

f�
� �� �
�
cos
 sin �� sin
 sin �� cos �

�T
�sph�ere de rayon �� �����

f�
� z� �
�
cos
� sin
� z

�T
�cylindre� �����

f�
� z� �
�
��� z� cos
� ��� z� sin
� z

�T
�c�one�� �����

Ils sont dessin�es dans Fig� ����

Fig� ��� � Surfaces dans IR� avec des g�eod�esiques

Si � � �a� b� � U est une fonction di
�erentiable avec � ��t� �� � pour tout t � �a� b�	 alors
��t� �� f���t�� repr�esente une courbe sur la surface M� La longueur de cette courbe est
donn�ee par Z

ds �
Z b

a
k���t�k dt �

Z b

a
k�f � ����t�k dt� �����

car ds � k��t � dt� � ��t�k � k���t�k dt� Comme �f � ����t� � f ����t��� ��t�	 nous avons
k�f � ����t�k� � � ��t�Tf ����t��Tf ����t��� ��t�	 et l�int�egrale ����� devient

Z b

a

q
L���t�� � ��t�� dt avec L��� � �� �

�X
i�j��

gij����
�

i�
�

j� �����

o�u ���t�� ���t� sont les deux composantes de ��t�	 et les gij�u� sont les �el�ements de la matrice
G�u� �� f ��u�Tf ��u�	 c���a�d�	

gij�u� �
�X

k��

�fk
�ui

�u� � �fk
�uj

�u�� �����

Probl�eme Pour une surface M donn�ee	 calculer les courbes sur M ayant des extr�emit�es
�x�ees et une longueur minimale� Il s�agit alors de minimiser l�int�egrale ������ Les extr�emales
de ce probl�eme variationnel s�appellent g�eod�esiques de la surface�

Ce probl�eme est un cas particulier de ����� et nous pourrions utiliser le Th�eor�eme ��� pour
calculer les extr�emales du probl�eme� Il y a n�eanmoins une astuce qui simpli�e �enorm�ement
le calcul� Tout d�abord	 nous remarquons qu�une reparam�etrisation de la courbe ��t� ne
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change pas sa longueur� On peut donc se restraindre �a des param�etrisations particuli�eres�
Une possibilit�e est d�utiliser la transformation t
 s d�e�nie par s�t� �

R t
a k�����k d� � Elle est

bijective et contin�ument di
�erentiable� Pour la nouvelle variable	 la courbe ��s� �� ��t�s��
satisfait k���s�k � k���t�s��t��s�k � �	 car s��t� � k���t�k et donc t��s� � ��k���t�s��k� On
dit alors que ��s� est param�etr�ee par la longueur d�arc�

Th�eor�eme 
�� a� Supposons que la courbe ��s� � f���s�� soit de classe C� et param�etr�ee
avec un param�etre naturel �c���a�d�� k���s�k � Const �� ��� Alors� � est une g�eod�esique de
M� si et seulement si ��s� est une extr�emale deZ b

a
L���s�� � ��s�� ds� ������

o�u L��� � �� est donn�e par ������
b� Toutes les extr�emales de ���
�� sont param�etr�ees avec un param�etre naturel�

D�emonstration� a� Si ��s� � f���s�� est param�etr�ee avec un param�etre naturel	 on a
L���s�� � ��s�� � k�f � ����s�k� � k���s�k� � Const et	 par cons�equent	

�
p
L

��i
���s�� � ��s�� � d

ds

�
�
p
L

�� �i
���s�� � ��s��

�
�

�L
��i

���s�� � ��s��

�
q
L���s�� � ��s��

� d

ds

� �L
���

i

���s�� � ��s��

�
q
L���s�� � ��s��

	

�
�

�
p
Const

�
�L

��i
���s�� � ��s��� d

ds

�
�L

�� �i
���s�� � ��s��

�	
�

Ceci d�emontre la partie �a��
b� La fonction L��� � �� est homog�ene de degr�e � en � �	 c���a�d�	 L��� �� �� � ��L��� � ��� La

d�eriv�ee par rapport �a � �pour � � �� donne l�identit�e d�Euler
P�

k��
�L
���

k

��� � ��� �k � �L��� � ���

On a donc

dL���s�� � ��s��

ds
�

d

ds

� �X
k��

�L

�� �k
���s�� � ��s��� �k�s�� L���s�� � ��s��

�

�
�X

k��

�
d

ds

� �L
�� �k

���s�� � ��s��
�
� �k�s� �

�L

�� �k
���s�� � ��s��� ��k�s�

�

�
�X

k��

�L

��k
���s�� � ��s��� �k�s��

�X
k��

�L

�� �k
���s�� � ��s��� ��k�s�

� �
�X

k��

�
�L

��k
���s�� � ��s��� d

ds

� �L
�� �k

���s�� � ��s��
��

� �k�s� � ��

et L���s�� � ��s�� � k���s�k� ne d�epend pas de s pour une extr�emale ��s� de �������

Exemple 
�� �G�eod�esiques de la sph�ere� Pour la fonction f�
� �� de �����	 on a

f ��
� �� �

�B� � sin
 sin � cos
 cos �
cos
 sin � sin
 cos �

� � sin �

�CA
et donc g���
� �� � sin� �	 g���
� �� � g���
� �� � � et g���
� �� � �� La fonction L de �����
devient

L�
� �� 
�� ��� � sin� � � 
� � � �� ��
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et les �equations d�Euler�Lagrange sont

d

ds

�
� sin� � � 
�

�
� �� � sin � cos � � 
� � � d

ds
����� � �� ������

La premi�ere �equation implique sin� ��s� � 
��s� � Const et on obtient


�b� � 
�a� �
Z b

a

Const

sin� ��s�
ds�

En supposant que 
�a� � 
�b� mais ��a� �� ��b� �apr�es une rotation de la sph�ere ceci
est toujours possible�	 cette relation implique que la constante Const doit �etre nulle	 d�o�u

��s� � � et 
�s� � 
�a� pour tout s� De la deuxi�eme �equation de ������ on d�eduit alors
que ��s� � c� � c�s� Les g�eod�esiques de la sph�ere sont donc les cercles de rayon � avec pour
centre l�origine de la sph�ere �grands cercles��

Exemple 
�� �G�eod�esiques du cylindre� Pour la param�etrisation ����� on obtient le La�
grangien L�
� z� 
�� z�� � 
� � � z� � et les �equations d�Euler�Lagrange impliquent 
���s� � �
et z���s� � �� Les g�eod�esiques du cylindre sont les images de droites sous l�application ������
Autrement dit	 si l�on d�eroule le cylindre	 les g�eod�esiques deviennent des droites�

Consid�erons encore des surfaces de r�evolution f�
� z� �
�
��z� cos
� ��z� sin
� z

�T
� La

d�eriv�ee de f est

f ��
� z� �

�B� ���z� sin
 ���z� cos

��z� cos
 ���z� sin


� �

�CA �

et pour le Lagrangien ����� nous trouvons

L�
� z� 
�� z�� � ��z��
� � � �� � ���z���z� �� ������

Th�eor�eme 
�
 �Clairaut� Pour une g�eod�esique �
�s�� z�s�� sur une
surface de r�evolution f�
� z� � ���z� cos
� ��z� sin
� z�T on a

��z�s�� � cos��s� � Const �

o�u ��s� est l�angle au point ��s� entre ���s� �direction de la courbe�
et le cercle horizontal de la surface�

D�emonstration� L��equation d�Euler�Lagrange pour L de ������ donne
d
ds
����z�s���
��s�� � �	 d�o�u ��z�s���
��s� � Const � On en d�eduit que

ψψ

cos��s� �
h���s�� �� sin
�s�� cos
�s�� ��T i

k���s�k �
��z�s��
��s�

C
�

Const

��z�s��
�

car ���s� � f ��
�s�� z�s���
��s�� z��s��T et k���s�k � C par le Th�eor�eme ���	 partie �b��
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II�� Exercices

�� Soit f � IRn � IR deux fois di��erentiable en a � IRn� D�emontrer que la condition du
Th�eor�eme ���

f ���a��h� h� � �khk� pour tout h � IRn �

avec � � 	 est �equivalente �a f ���a��h� h� � 	 pour tout h �
 	�

�� Soit E �
 ff � ����� � IR 
 f continue et bornee g avec pour norme kfk� 
 supt������ jf�t�j�
On consid�ere l�application F � E � IR donn�ee par

F �f� 


Z
�

�

f��t�

t�
dt�

Z
�

�

f��t�

t�
dt �

D�emontrer que

�a� F ��	� 
 	 et F ���	��h� h� � 	 pour h �
 	�
�b� 	 � E n�est pas un minimum relatif de F �

�� Montrer que la valeur maximale de l�expression

ax� � �bxy � cy�

ex� � �fxy � gy�

est la plus grande racine de �eg � f���� � �ag � �bf � ec�� � �ac� b�� 
 	�

�� Consid�erons la fonction

f�x�� x�� x�� 
 �x��e
x� � x��e

x� � x��e
x� �

D�emontrer que l�origine est un point critique� Pour quelle valeur de � � IR� l�origine est�elle
un extremum de f�

�� Soit m � n et A une matrice m�n de rang m� Parmi toutes les solutions de Ax 
 b trouver
�a l�aide de multiplicateurs de Lagrange la solution pour laquelle kxk� est minimale� Donner
une interpr�etation g�eom�etrique du r�esultat�

�� Soit E 
 C��	� ��� et soit F � E � IR donn�ee par F �y� 
 �y�	�� � �y�	�� � D�emontrer les
a�rmations suivantes�

�a� y��x� � � est un minimum relatif de F � si l�on munit E de la norme
kyk� 
 maxx������ jy�x�j�

�b� y��x� � � n�est pas un minimum relatif de F � si l�on munit E de la norme
kyk� 


R �
� dx jy�x�j�

�� Calculer g�eom�etriquement le minimum de f jM o�u f�x�� x�� 
 x�� � x�� � et

M 
 f�x�� x�� 
 g�x�� x�� 
 	g avec g�x�� x�� 
 x�� � �x� � ��� �

Montrer que le syst�eme
f ��x�� �g��x� 
 	

ne poss�ede pas de solution� Expliquer pourquoi�

�� Calculer la valeur maximale de

xayczc �a� b� c� x� y� z � 	�

sujette �a la condition xk � yk � zk 
 �� �k � 	� � En d�eduire l�in�egalit�e�
u

a

�a �v
b

�b �w
c

�c
�

�
u � v � w

a � b � c

�a	b	c

�

�� �Condition n�ecessaire�� Soit E un espace vectoriel norm�e� et U 	 E un ouvert� Soient f �
U � IR� g � U � IRm deux fois di��erentiables en a � M� o�u M 
 fx � U 
 g�x� 
 	g et
soit g��a� surjective� Montrer l�a�rmation suivante� Si f jM poss�ede un minimum relatif en
a� alors il existe ��� 
 
 
 � �m tels que

f ��a��
mX
i��

�ig
�
i�a� 
 	 et

�
f ���a��

mX
i��

�ig
��
i �a�

	
�h� h� � 	

pour tout les h tels que g��a�h 
 	�
Indication� Appliquer le Th�eor�eme ��� �a la situation de la d�emonstration du Th�eor�eme ����
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�	� Calculer les extrema relatifs de f�x� y� z� 
 x� � y� � z� sur M o�u

M 




�x� y� z� 


x�

�
�
y�

�
�

z�

��

 � et z 
 x � y

�
�

V�eri�er les conditions su�santes pour un extremum�

��� Calculer l�aire de r�evolution pour la fonction

y�x� 

�

cosh�
cosh�x cosh � � ��

et pour 	 � x � b� Avec b 
 ����� comparer les valeurs obtenues pour � 
 ���� et � 
 	 et
celle de la solution de Goldschmidt �voir la Fig� �����
R�esultats num�eriques� ������ ����� et ������

��� Consid�erer le probl�eme de la brachystochrone �Exemple ���� avec les valeurs b 
 � et B 
 �
�et utiliser la normalisation �g 
 ���

�a� Calculer le temps T��y� pour la droite y�x� 
 x�

�b� D�emontrer que pour le cercle y�x� 

p

�� �x� ��� on obtient

T��y� 


Z ���

�
�sin ������ d� �

�la solution propos�ee par Galil�ee�� D�emontrer que T��y� � T��y� �utiliser une table
d�int�egrales si n�ecessaire��

�c� Calculer le temps T��y� pour la cyclo��de �en utilisant les valeurs C 
 ������ et �end 

�����	 ��
R�esultats num�eriques� ������� ������� �������

��� Pour le probl�eme de minimisation de

T �y� 


Z b

a

�
�xy � �x� � �y��y�

�
dx

montrer que l��equation d�Euler�Lagrange s�annule identiquement� Trouver une fonction f�x� y�
telle que L�x� y� y��dx 
 df�x� y� et montrer que l�int�egrale T �y� ne d�epend que de y�a� et
y�b�� mais pas de la forme de y�x��

��� D�eterminer les extr�emales des probl�emes suivants

T��y� 


Z b

a

�
�xy�x�� y��x� � �y��x�y��x�

�
dx

T��y� 


Z b

a
x
q

� � y��x�� dx

��� D�eterminer les extr�emales des probl�emes suivants

T �y� 


Z �

�
�y��x�� � ��xy�x�� dx avec y�	� 
 �� y��� 
 ��

T �y� 


Z �

�
y��x��� � x�y��x�� dx avec y��� 
 �� y��� 
 ��

��� Trouver � � �a� b� � IR� � � 	 avec ��a� 
 c� ��b� 
 d et c� d � 	 qui minimiseZ b

a

p
� � ������x�

��x�
dx �

Remarque� Cette int�egrale repr�esente la longueur hyperbolique d�une courbe � dans le demi�
plan de Poincar�e H 
 fz � lC 
 ��z� � 	g param�etris�ee par �t� ��t���
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��� D�eterminer la fonction � �� 	��� extr�emale du probl�eme de minimisation deZ �

�

s
	� � �

d	

d�
�� d�

avec 	��� 
 r et 	�
� 
 R� Interpr�eter g�eom�etriquement le probl�eme et sa solution� M�eme
question pour la fonction 	 �� ��	� etZ R

r

s
� � 	��

d�

d	
�� d	

et les conditions ��r� 
 � et ��R� 
 
�

��� La �gure ci�dessous a �et�e copi�ee d�un livre publi�e en ����� Les courbes dessin�ees peuvent�elle
�etre des g�eod�esiques�

��� Le principe de Hamilton dit que Z
Ldt � min

o�u L 
 T � U � T est l��energie cin�etique et U est l��energie potentielle�

�a� Pour le pendule simple� consid�erons l�angle � comme la coordon�
n�ee g�en�eralis�ee� L��energie cin�etique est T 
 m

� �  x� �  y�� 
 m
� �

�  ��

et l��energie potentielle est U 
 mgy 
 �mg� cos� �car x 
 � sin� et
y 
 �� cos��� D�eterminer les �equations d�Euler�Lagrange� m

�
�

�b� D�eterminer les �equations du mouvement du pendule sph�erique de lon�
gueur l� En utilisant les coordonn�ees sph�eriques

x 
 l cos� sin � � x 
 l sin� sin � � z 
 l cos � �

le r�esultat est donn�e par

��� 

g

l
sin � � sin � cos ������

sin ���� 
 �� cos ����� �����

Indication� T 
 m�x�� � y�� � z������ U 
 mgz�

�	� On consid�ere le probl�emeZ b

a
L�x� y�x�� y��x�� y���x�� dx � min �

o�u y�a� 
 A�� y
��a� 
 A�� y�b� 
 B� and y��b� 
 B�� Montrer que si L�x� y� y�� y��� et y�x�

sont su�samment di��erentiables� alors une condition su�sante pour un extremum est


L


y
�x� y�x�� y��x�� y���x���

d

dx


L


y�
�x� y�x�� y��x�� y���x�� �

d�

dx�

L


y��
�x� y�x�� y��x�� y���x�� 
 	 �

�����
L��equation ����� s�appelle �equation d�Euler�Poisson�
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��� R�esoudre le probl�eme Z l

�l

�
�

�
y���x�� � 	y�x�

�
dx � min �

avec y��l� 
 	� y���l� 
 	� y�l� 
 	 and y��l� 
 	 et � et 	 sont des constantes�



Chapitre III

Equations di��erentielles ordinaires

Dans de nombreuses applications� la dynamique d�un syst�eme peut �etre mod�elis�ee par des
�equations di��erentielles ordinaires� Par exemple� en m�ecanique �en utilisant la loi de Newton��
en astronomie �le mouvement des plan�etes ou l��etude des galaxies�� en dynamique mol�eculaire
�le comportement des atomes�� en chimie �des r�eactions chimiques�� en �electronique �circuits
int�egr�es�� en biologie �le d�eveloppement de populations�� etc� Au Chapitre II sur le calcul
variationnel nous �etions aussi confront�es aux �equations di��erentielles ordinares �les �equations
d�Euler	Lagrange��

Dans quelques cas tr�es rares on arrive �a trouver la solution sous forme analytique �voir

HW��� II�
� II����� Mais� en g�en�eral� on est oblig�e d�utiliser des m�ethodes num�eriques pour
obtenir les solutions �voir le cours �Analyse Num�erique��� Dans ce chapitre� nous allons
traiter surtout des propri�et�es th�eoriques de solutions des �equations di��erentielles ordinaires�
En particulier� nous �etudierons l�existence et l�unicit�e de solutions� leur sensibilit�e par rapport
�a des perturbations et leur comportement sur des longs intervalles �stabilit�e��

III�� Terminologie et quelques exemples

Une �equation di��erentielle ordinaire est donn�ee par une relation de la forme

F
�
x� y� y�� y��� � � � � y�m�

�
� �� �����

o�u x � IR et y� y�� � � � � y�m� � IRn� La fonction F est d�e�nie dans un ouvert de IR� IRn�m����
On dit que l��equation di��erentielle est de l�ordrem� si m est la d�eriv�ee maximale qui appara��t
dans l��equation� Une fonction y � I � IRn �o�u I est un intervalle dans IR� est une solution
de ������ si elle est de classe Cm et si

F
�
x� y�x�� y��x�� y���x�� � � � � y�m��x�

�
� � pour tout x � I�

Exemple ��� �Clairaut ����� Consid�erons l��equation di��erentielle

y � xy� � f�y�� � �� �����

Elle est donn�ee sous forme implicite� c�	�a	d�� par une �equation nonlin�eaire en y�� On v�eri�e
sans probl�eme que les droites y�x� � Cx � f�C� sont des solutions �voir Fig� ��� pour les
cas o�u f�t� � ��t� � t��� �gauche� et f�t� � t� � t �droite��� L�enveloppe de cette famille
de droites est �egalement une solution �voir Exercice ��� Si l�on �xe un point �x�� y�� dans
IR�� on voit que dans un certain domaine il y a plusieurs solutions qui passent par le m�eme
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Fig� ��� � Solutions de l��equation de Clairaut �Exemple ���� �

�x�� y��� alors que dans une autre partie il y a une seule solution ou pas de solution du tout�
L�explication de ce fait est que� pour �x� y� �x�e� l��equation ����� admet trois� deux� une ou
pas de solution pour y��

Pour une �equation di��erentielle de la forme ����� il est en g�en�eral tr�es di�cile d�obtenir
des r�esultats sur l�existence ou l�unicit�e de solutions �comme on a vu dans l�Exemple �����
Nous allons donc nous restreindre �a la situation o�u l�equation ����� peut �etre r�esolue par
rapport �a la d�eriv�ee maximale y�m�� Nous �ecrivons alors

y�m� � g
�
x� y� y�� y��� � � � � y�m���

�
� �����

Une telle �equation di��erentielle est dite explicite� Si l�on introduit des nouvelles variables
pour les d�eriv�ees dans l�expression de droite de ������ par exemple y� �� y� y� �� y�� � � � � ym ��
y�m���� nous obtenons le syst�eme �equivalent

y�� � y�
� � �

y�m�� � ym
y�m � g�x� y�� � � � � ym�

�����

qui repr�esente une �equation di��erentielle d�ordre � pour le super	vecteur �y�� � � � � ym�T �ob	
servons que les yi sont en g�en�eral aussi des vecteurs�� En notant ce super	vecteur de nouveau
par y et l�expression de droite par f�x� y�� le syst�eme ����� devient simplement y� � f�x� y��
Pour �etudier des �equations di��erentielles explicites il su�t alors de consid�erer le cas m � �
dans ������

Exemple ��� �pr�edateur et proie� L�expansion de deux populations �par exemple� y�t�
pour le nombre de li�evres et z�t� pour le nombre de lynx� peut �etre mod�elis�ee par les �equations
de Volterra	Lotka

y� � y��� �z�� z� � z��y � ��� �����

o�u �� �� �� � sont des constantes donn�ees� Ceci implique que la population y croit si z est plus
petit qu�une certaine valeur de seuil ����� alors que sinon elle d�ecroit� Pour l�autre popula	
tion� c�est le contraire� Pour �etudier les solutions� divisons les deux �equations et consid�erons

�� Le dessin de gauche de la Fig� ��� a �et�e pris du livre �HNW����
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Fig� ��� � Equations de Volterra�Lotka et de van der Pol

y comme fonction de z �ou z comme fonction de y�� On obtient ainsi �par s�eparation de
variables�

dy

dz
�

y��� �z�

z��y � ��
ou

��y � ��

y
dy �

��� �z�

z
dz�

Une int�egration de la d�erni�ere �equation donne

� y � � ln y � � ln z � � z � Const � �����

Dans la Fig� ��� �gauche� sont d�essin�ees des courbes de niveaux de la fonction ����� pour
� � �� � � �� � � �� � � �� Chaque solution �y�t�� z�t�� reste sur une courbe de niveau pour
tout t � IR� Ceci sugg�ere que les solutions de ����� sont p�eriodiques�

Exemple ��� �van der Pol� L��equation van der Pol

y�� � ���� y��y� � y� � � ��� ���
�

est une perturbation de l�oscillateur harmonique y�� � y � �� qui poss�ede comme solution
y�t� � A cos�t���� z�t� � y��t� � �A sin�t��� �cercles�� Les solutions de ���
� dans le plan
�y� z� sont dessin�ees dans la Fig� ��� �droite�� On observe que toutes les solutions s�approchent
d�une solution p�eriodique qui est une d�eformation du cercle de rayon ��

Dans le deux derniers exemples on constate que les courbes de solutions dans l�espace
�y� z� ne s�intersectent jamais� Ceci signi�e qu�il n�y a pas plusieurs solutions di��erentes
passant par le m�eme point� Notre premier but dans ce chapitre est d��etudier des conditions
su�santes pour qu�un probl�eme

y� � f�x� y�� y�x�� � y� �����

poss�ede une solution unique� On appelle x� et y� valeurs initiales� et le probl�eme �����
avec valeurs initiales donn�ees s�appelle un probl�eme de Cauchy ou un probl�eme aux valeurs
initiales�
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III�� Existence et unicit�e du probl�eme de Cauchy

Consid�erons le probl�eme de Cauchy

y� � f�x� y�� y�x�� � y� �����

o�u f � U � IRn �avec U � IR�IRn ouvert� est une fonction continue� En int�egrant l��equation
di��erentielle entre x� et x on obtient l��equation int�egrale

y�x� � y� �
Z x

x�
f�t� y�t�� dt� �����

Chaque solution de ����� est donc solution de ������ Le contraire est vrai aussi� Si une fonction
continue y�x� v�eri�e ����� sur un intervalle I� alors elle est automatiquement de classe C� et
elle v�eri�e ������

It�eration de Picard	Lindel
of L��equation ����� peut �etre consid�er�ee comme un probl�eme
�a point �xe dans C�I�� L�id�ee est d�appliquer la m�ethode des approximations successives
�voir I���� Elle s��ecrit sous la forme

y��x� � y� �ou une fonction arbitraire�

yk���x� � y� �
Z x

x�
f�t� yk�t�� dt�

�����

1 2 3 4
0

1
y��x�

y��x�

y��x�

y��x�

y��x�

Fig� ��� � It�eration de Picard�Lindel	of pour le probl�eme de l�Exemple 
��

Exemple ��� Consid�erons le probl�eme

y� � �y�� y��� � �

avec comme solution exacte y�x� � ���� � x�� Les premi�eres approximations obtenues par
l�it�eration de Picard	Lindel�of sont y��x� � �� y��x� � � � x et y��x� � � � x � x� � x���
�voir la Fig� ����� On observe une convergence rapide vers la solution exacte dans l�intervalle

�� ��
��� Pour x trop grand� l�it�eration diverge�

Lemme ��� Soit A � f�x� y� � IR � IRn  jx � x�j � a� ky � y�k � bg� f � A � IRn une
fonction continue et M � max�x�y��A kf�x� y�k� Pour � �� min�a� b�M�� l�op�erateur

�Ty��x� �� y� �
Z x

x�
f�t� y�t�� dt �����

est bien d�e�ni sur B �� fy � 
x� � �� x� � �� � IRn  y continue et ky�x� � y�k � bg et il
satisfait T �B� � B�

D�emonstration� L�a�rmation est une cons�equence de

k�Ty��x�� y�k �
���Z x

x�
f�t� y�t��dt

��� � Z x

x�
kf�t� y�t��k dt �M jx� x�j �M� � b�
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On dit qu�une fonction f � A � IRn �avec A comme dans le lemme pr�ec�edent� satisfait
une condition de Lipschitz si

kf�x� y�� f�x� z�k � L ky � zk pour �x� y�� �x� z� � A� �����

La constante L s�appelle constante de Lipschitz� Remarquons que la condition ����� n�est

pas une cons�equence de la continuit�e de f�x� y�� Par exemple� la fonction
q
jyj est continue

sans v�eri�er ������ D�autre part� chaque fonction de classe C� v�eri�e ������ Ceci est une
cons�equence du th�eor�eme des accroissements �nis �voir I����

Si f�x� y� satisfait une condition de Lipschitz et si �L 	 �� l�op�erateur T de ����� est
une contraction sur B �notation comme dans le Lemme ����� Dans cette situation on peut
appliquer le Th�eor�eme du point �xe de Banach �voir I��� pour conclure que Ty � y poss�ede
une solution unique dans B� Nous allons d�emontrer l�existence et l�unicit�e d�une solution
sans cette condition suppl�ementaire sur ��

Th�eor�eme ��� �existence et unicit�e du probl�eme de Cauchy� Consid�erons l�en�
semble A � f�x� y� � IR� IRn  jx� x�j � a� ky � y�k � bg et supposons que f � A� IRn

� soit continue�

� satisfasse une condition de Lipschitz�

Alors� le probl�eme de Cauchy y� � f�x� y�� y�x�� � y� poss�ede une solution unique sur
I � 
x� � �� x� � ��� o�u � � min�a� b�M� et M � max�x�y��A kf�x� y�k�

D�emonstration� Existence� L�id�ee est de d�emontrer que l�it�eration de Picard	Lindel�of con	
verge uniform�ement sur I vers une solution du probl�eme de Cauchy� Dans une premi�ere
partie nous allons d�emontrer que

kyk���x�� yk�x�k �MLk jx� x�j
k��

�k � ��!
pour jx� x�j � �� �����

Pour k � � avec pour y��x� � y�� cette estimation suit de k
R x
x�
f�t� y�t�� dtk � M jx � x�j�

Supposons qu�elle soit vraie pour k � �� Alors� on a pour x� � x � x� � � que

kyk���x�� yk�x�k �
Z x

x�
kf�t� yk�t��� f�t� yk���t��k dt � L

Z x

x�
kyk�t�� yk���t�k dt

� MLk
Z x

x�

jt� x�j
k

k!
dt � MLk jx� x�j

k��

�k � ��!

�la d�emonstrations pour x� � � � x � x� est analogue��
De l�estimation ����� nous d�eduisons que fyk�x�g est une suite de Cauchy pour la norme

kyk� � maxx�I ky�x�k� En e�et�

kyk�m�x�� yk�x�k � kyk�m�x�� yk�m���x�k � � � � � kyk���x�� yk�x�k

�
M

L

�
�Ljx� x�j�

k�m

�k � m�!
� � � � �

�Ljx� x�j�
k��

�k � ��!

�
�

M

L

X
j�k��

�L��j

j!
�

ce qui est born�e par le reste d�une s�erie convergente� Donc� cette expression est plus petite
que � si k est su�samment grand� Comme l�espace des fonctions continues avec la norme
kyk� est complet� la suite fyk�x�g converge vers une fonction continue y � I � IRn�
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Pour d�emontrer que cette fonction y�x� est une solution du probl�eme de Cauchy� nous
passons �a la limite k �� dans ������ Comme fyk�x�g converge uniform�ement et f�x� y� est
uniform�ement continue sur le compact A� la suite ff�x� yk�x��g converge uniform�ement vers
f�x� y�x��� On peut donc �echanger la limite avec l�int�egration dans ����� et on voit que y�x�
est solution de l��equation int�egrale ������

Unicit�e� Supposons que y�x� et z�x� soient deux solutions sur I� Ceci implique que
y�x� � z�x� �

R x
x�

�f�t� y�t��� f�t� z�t��� dt� On en d�eduit que ky�x�� z�x�k � �M jx � x�j�
Comme dans la premi�ere partie de la d�emonstration nous trouvons par r�ecurrence que pour
tout k � �

ky�x�� z�x�k � �MLk jx� x�j
k��

�k � ��!
�

�M

L

�L��k��

�k � ��!
�

La limite k �� montre que ky�x�� z�x�k � � pour tout x � I�

III�� Th�eor�eme de Peano

Montrons d�abord par un exemple qu�on ne peut pas omettre l�hypoth�ese sur la condition
de Lipschitz pour conclure l�existence et l�unicit�e d�une solution du probl�eme de Cauchy�

Exemple ��� Consid�erons l��equation di��erentielle

y� � �
q
jyj�

On v�eri�e que y�x� 	 � ainsi que y�x� � �x � c��

pour x � c et y�x� � ��c � x�� pour x � c sont
des solutions� Le probl�eme de Cauchy avec pour va	
leur initiale y��� � � poss�ede donc une in�nit�e de
solutions �voir le dessin��

1 2 3−3 −2 −1

1

−1

Observons que f�x� y� � �
q
jyj ne satisfait pas une condition de

Lipschitz et que le Th�eor�eme ��� ne peut donc pas �etre appliqu�e�

Le but de ce paragraphe est de d�emontrer l�existence �mais pas l�unicit�e� d�une solution
de ����� sans utiliser une condition de Lipschitz� Dans cette situation l�it�eration de Picard	
Lindel�of n�est pas utile comme le d�emontre l�Exercice ��� Nous consid�erons donc une autre
suite de fonctions approchant une solution du probl�eme de Cauchy�

1 2 3 4
0

1 solution exacte

polygones d�Euler

h � � h � ���

Fig� ��� � Polygones d�Euler pour y� � �y�� y��� � � avec solution exacte y�x� � ���� �x�
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Polygones d�Euler �Euler ��
�� L�id�ee est d�approximer la solution localement par sa
tangente y�x � h� 
 y�x� � hf�x� y�x�� � Pour un h 
 � donn�e� nous consid�erons alors la
suite fxn� yngn�� donn�ee par

yn�� � yn � hf�xn� yn�� xn�� � xn � h�

et nous notons par yh�x� la fonction lin�eaire par morceaux qui passe par les points �xn� yn��
Ces polygones sont dessin�es pour le probl�eme y� � �y�� y��� � � et pour h � �� ���� � � � dans
la Fig� ����

Lemme ��� Soit A � f�x� y� � IR � IRn  jx � x�j � a� ky � y�k � bg� f � A � IRn

une fonction continue� M � max�x�y��A kf�x� y�k et � �� min�a� b�M�� Pour h � ��N �avec
N � IN�� le polygone d�Euler satisfait �x� yh�x�� � A pour x � 
x�� x���� et on a l�estimation

kyh�x�� yh�"x�k � M jx� "xj pour x� "x � 
x�� x� � ��� �����

D�emonstration� Par r�ecurrence on voit que �xn� yn� � A pour n � �� �� � � � � N � En e�et� on a
kyn�� � ynk � hM et kyn�� � y�k � �n � ��hM � �M � b si n � � � N � Ceci implique que
�x� yh�x�� � A pour tout x � 
x�� x� ���� L�estimation ����� est une cons�equence du fait que
yh�x� est lin�eaire par morceaux et que la pente est partout born�ee par M �

D�e�nition ��� Une famille de fonctions fj � I � IRn �o�u I est un intervalle� s�appelle
�equicontinue� si pour tout � 
 � il existe un � 
 � tel que

�j �x� "x
�
jx� "xj 	 � �� kfj�x�� fj�"x�k 	 �

�
�

Il est important que � ne d�epend que de � et non de j�

Th�eor�eme ��� �Arzel�a	Ascoli ����� Soit fj � 
a� b� � IRn une famille de fonctions sa�
tisfaisant

� ffj�x�g est �equicontinue�

� pour tout x � 
a� b� il existe un M�x� � IR tel que kfj�x�k �M�x� pour tout j�

Alors� la famille ffj�x�g poss�ede une sous�suite fgn�x�gn�� qui converge uniform�ement vers
une fonction continue g � 
a� b� � IRn�

D�emonstration� Construction de la sous�suite� L�ensemble lQ 
 
a� b� est d�enombrable et
dense dans 
a� b�� Il peut donc �etre �ecrit comme lQ 
 
a� b� � fx�� x�� x�� � � �g� La famille
ffj�x��g est born�ee dans IRn et� par le th�eor�eme de Bolzano	Weierstrass� poss�ede une sous	
suite convergente� Notons	la par ff�i�x��gi��� Donc

f���x�� f���x�� f���x�� � � � converge pour x��

Consid�erons maintenant la suite ff�i�x��gi��� De nouveau� par le th�eor�eme de Bolzano	
Weierstrass� cette suite poss�ede une sous	suite convergente et on trouve une suite telle que
f���x�� f���x�� f���x�� � � � converge pour x� et pour x�� Apr�es n �etapes on trouve une sous	suite
ffni�x�gi�� de ffj�x�g telle que

fn��x�� fn��x�� fn��x�� � � � converge pour x�� x�� � � � � xn�
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L�id�ee est de consid�erer la �suite diagonale� gn�x� �� fnn�x�� Cette suite converge pour tout
x� � lQ 
 
a� b�� car fgn�x��gn�� est une sous	suite de ff�n�x��gn��� qui converge�

Convergence uniforme� Pour un � 
 � donn�e� il existe un � 
 � tel que pour tout n � �

jx� "xj 	 � �� kgn�x�� gn�"x�k 	 �� �����

Choisissons un nombre �ni de points x�� x�� � � � � xq�� � lQ 
 
a� b� satisfaisant a � x� 	 x� 	
� � � 	 xq�� 	 xq � b et xi�� � xi 	 �� Pour un x � 
a� b�� notons par � l�indice tel que
x � 
x�� x����� Utilisons l�in�egalit�e du triangle�

kgn�x�� gm�x�k � kgn�x�� gn�x��k� kgn�x��� gm�x��k� kgm�x��� gm�x�k�

Par ����� on a que kgn�x� � gn�x��k � kgm�x�� � gm�x�k 	 ��� Comme fgn�x��gn�� est une
suite convergente� il existe un entier N� tel que kgn�x��� gm�x��k 	 � pour tout n�m � N��
En prenant N �� maxfN�  � � �� �� � � � � qg� on obtient alors kgn�x� � gm�x�k 	 �� pour
n�m � N � Comme N ne d�epend pas de x� la convergence uniforme de fgn�x�gn�� sur 
a� b�
est d�emontr�ee� La continuit�e de la fonction limite suit alors d�un r�esultat du cours �Analyse I�
�voir 
HW��� III�����

Th�eor�eme ��� �Peano ����� Consid�erons l�ensemble A � f�x� y� � IR � IRn  jx� x�j �
a� ky�y�k � bg et supposons que f � A� IRn soit continue� que kf�x� y�k �M sur A et que
� � min�a� b�M�� Alors� le probl�eme de Cauchy y� � f�x� y�� y�x�� � y� poss�ede au moins
une solution sur 
x� � �� x� � ���

D�emonstration� Nous consid�erons les polygones d�Euler yh�x� pour h � ��N avec N � IN �
Cette suite est born�ee �kyh�x� � y�k � M jx � x�j � M�� et �equicontinue �Lemme �����
Par le Th�eor�eme de Arzel�a	Ascoli� la famille fyh�x�g poss�ede une sous	suite qui converge
uniform�ement vers une fonction continue y � 
x�� x� � �� � IRn� Il reste �a d�emontrer que
y�x� est une solution du probl�eme de Cauchy� L�existence d�une solution sur 
x� � �� x�� se
d�emontre de la m�eme mani�ere�

Pour un x � 
x�� x� � �� donn�e� notons par � � ��h� l�indice tel que x � 
x�� x���� o�u
x� � x� � �h� La valeur de yh�x� peut donc �etre �ecrite comme

yh�x�� y� � hf�x�� y�� � � � � � hf�x���� y���� � �x� x��f�x�� y�� �����

o�u �xj� yj� sont les approximations obtenues par la m�ethode d�Euler� Comme f�t� y�t�� est
continue et donc int�egrable au sens de Riemann� on a queZ x

x�
f�t� y�t��dt � hf�x�� y�x��� � � � �� hf�x���� y�x����� � �x� x��f�x�� y�x��� � r�h� �����

avec r�h� � � pour h � �� La continuit�e uniforme de f sur A et la convergence uniforme
de la sous	suite de fyh�x�g vers y�x� impliquent que kf�x� yh�x�� � f�x� y�x��k 	 � pour
h su�samment petit ��evidemment seulement pour les h tels que yh�x� appartienne �a la
sous	suite�� En utilisant yh�xj� � yj� la di��erence de ����� et ����� donne l�estimation���yh�x�� y� �

Z x

x�
f�t� y�t�� dt

��� � jx� x�j � � kr�h�k � �� � kr�h�k�

ce qui devient arbitrairement petit pour h � �� La fonction continue y�x� satisfait donc
l��equation int�egrale ������ et elle est une solution du probl�eme de Cauchy�
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III�� Prolongement des solutions et existence globale

M�eme si la fonction f�x� y� est de classe C� partout dans IR � IRn� on n�a pas la garantie
que la solution du probl�eme de Cauchy y� � f�x� y�� y�x�� � y� existe pour tout x � IR� Par
exemple� le probl�eme y� � � � y� poss�ede y�x� � tan�x� c� comme solution et cette solution
ne peut pas �etre prolong�ee �a un intervalle plus grand que �c����� c������ car y�x� � ��
si x� c� ����

Nous allons d�emontrer que� pour un probl�eme o�u f�x� y� est de classe C� sur IR� IRn� on
a seulement deux possibilit�es� soit la solution existe sur 
x����� soit elle tend vers l�in�ni en
temps �ni� c�	�a	d�� elle existe sur 
x�� 
�� avec 
� 	� et on a que ky�x�k � � si x� 
��
On a des a�rmations analogues pour x 	 x��

D�e�nition ��� Une fonction f � U � IRn �o�u U est un ouvert de IR � IRn� satisfait
localement une condition le Lipschitz� si pour tout �x�� y�� � U il existe un voisinage V � U
tel que f satisfait une condition de Lipschitz sur V �voir �������

Si la fonction f � U � IRn est de classe C�� elle satisfait localement une condition de
Lipschitz� Ceci est une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme des accroissements �nis�

Lemme ��� Soit U � IR � IRn un ouvert et supposons que f � U � IRn soit continue et
qu�elle satisfasse localement une condition de Lipschitz� Alors� pour tout �x�� y�� � U il existe
un intervalle ouvert Imax � �
�� 
�� avec �� � 
� 	 x� 	 
� � � ayant les propri�et�es
suivantes


� le probl�eme y� � f�x� y�� y�x�� � y� poss�ede une solution unique sur Imax�

� si z � I � IRn est une solution de y� � f�x� y�� y�x�� � y�� alors I � Imax et z � yjI�

D�emonstration� a� Soient y � I � IRn et z � J � IRn deux solutions de y� � f�x� y��
y�x�� � y� sur des intervalles I et J contenant x�� Alors� on a y�x� � z�x� sur I 
 J � Pour
le d�emontrer� supposons �par l�absurde� qu�il existe un "x � I 
 J tel que y�"x� �� z�"x� et
consid�erons le premier point o�u les deux solutions se s�eparent� Le Th�eor�eme ��� montre
qu�un tel point ne peut pas exister�

b� D�e�nissons l�intervalle

Imax ��
� �

I
���� I est un intervalle ouvert� x� � I et
y� � f�x� y�� y�x�� � y� poss�ede une solution sur I

�
� �����

Cet intervalle est ouvert� car il est l�union d�intervalles ouverts� Nous d�e�nissons maintenant
y � Imax � IRn de la mani�ere suivante� chaque x � Imax est contenu dans un intervalle I
o�u le probl�eme de Cauchy poss�ede une solution� On peut donc d�e�nir y�x� comme la valeur
de cette solution� La partie �a� montre que la fonction y�x� est bien d�e�nie sur Imax et que
y�x� est une solution du probl�eme de Cauchy� L�unicit�e de la solution est une cons�equence
du Th�eor�eme ����

Pour l�exemple y� � � � y� du d�ebut de ce paragraphe� nous avons Imax � Imax�x�� y�� �
�c� ���� c � ���� o�u c � x� � arctan y��

Th�eor�eme ��� Supposons que la fonction f � U � IRn �U un ouvert de IR � IRn� soit
continue et qu�elle satisfasse localement une condition de Lipschitz sur U � Alors� chaque
solution de y� � f�x� y� poss�ede un prolongement jusqu�au bord de U � Plus pr�ecis�ement� soit
y � Imax � IRn la solution passant par �x�� y�� � U � alors pour tout compact K � U il existe
x�� x� � Imax avec x� 	 x� 	 x� tel que �x�� y�x��� �� K et �x�� y�x��� �� K�
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D�emonstration� Soit Imax � �
�� 
��� Si 
� � �� il est �evident qu�il existe un x� 
 x�
satisfaisant �x�� y�x��� �� K �car K est born�e�� Consid�erons alors le cas o�u 
� 	 �� et
supposons par l�absurde qu�il existe un compact K � U tel que �x� y�x�� � K pour tout
x � �x�� 
��� Comme f�x� y� est born�ee sur K� nous avons que

ky�x�� y�"x�k �
��� Z x

�x
f�t� y�t�� dt

��� � M � jx� "xj 	 �

si x et "x sont su�samment proches de 
�� Par cons�equent� la limite limx��� y�x� � y�
existe� Le point �
�� y�� est dans K � U � car K est ferm�e� On peut donc appliquer le
Th�eor�eme ��� qui garantit l�existence d�une solution de y� � f�x� y�� y�
�� � y� dans un
voisinage de 
�� Ceci contredit la maximalit�e de l�intervalle Imax� L�existence de x� v�eri�ant
les propri�et�es d�emand�ees est d�emontr�ee de la m�eme mani�ere�

Une �equation di��erentielle o�u f ne d�epend que de y s�appelle une �equation di��erentielle
autonome� Si y�x� est une solution de y� � f�y�� alors z�x� � y�x� c� est aussi une solution
�on v�eri�e que z��x� � y��x � c� � f�y�x� c�� � f�z�x���� On peut donc �xer la valeur de
x� �a ��

Th�eor�eme ��� �syst�emes dissipatifs� Supposons que f � IRn � IRn satisfasse localement
une condition de Lipschitz et que

hf�y�� y � vi � �� � kyk� �����

est v�eri��e avec un vecteur v � IRn et avec � � � et � 
 �� Alors� quelque soit y�� le probl�eme

y� � f�y�� y��� � y� �����

poss�ede une solution qui existe pour tout x � ��

D�emonstration� Consid�erons les boules B� � fy � IRn  kyk� � ���g et B � fy � IRn  ky�

vk � Rg avec un R 
 kvk �
q
��� su�samment grand pour que B� soit contenue dans

l�int�erieur de B� Pour y � �B� on a hf�y�� y � vi 	 �� ce qui signi�e que le vecteur f�y�
pointe vers l�int�erieur de B� Les solutions ne peuvent donc pas sortir de la boule B� Si l�on
choisit R assez grand pour que y� � B� l�existence globale de la solution sur 
���� est une
cons�equence du Th�eor�eme ����

Exemple ��� Les �equations de Lorenz sont donn�ees par

y�� � ��y� � �y�
y�� � �y�y� � ry� � y�
y�� � y�y� � by�

�����

o�u � � ��� r � �� et b � ���� La Fig� ��� montre la premi�ere composante en fonction
du temps pour � � x � ��� et la Fig� ��� montre la solution dans l�espace de phase pour
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Fig� ��� � Premi�ere composante de ����� en fonction du temps
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Fig� ��� � Deux vues de la solution de l��equation de Lorenz �����

� � x � �� avec comme valeurs initiales y���� � ��� y���� � � et y���� � �
� Elle est tr�es
�chaotique��

Nous allons montrer que ce syst�eme est dissipatif� Pour cel�a� nous consid�erons un vecteur
v � ��� �� ��T et nous obtenons

hf�y�� y� vi � ��y�� � y�� � by�� � �� � r � ��y�y� � b�y��

Avec le choix � � ��r et en utilisant l�in�egalit�e ��y� � y�� ��� �ceci est une cons�equence de
�y� � ��� � ��� on voit que ����� est v�eri��e avec pour � � b���� et pour � � min��� �� b����
La solution du syt�eme de Lorenz existe donc pour tout x � 
����� quelle que soit sa valeur
initiale�

III�� In�egalit�es di��erentielles et solutions approch�ees

Une solution approch�ee du probl�eme de Cauchy

y� � f�x� y�� y�x�� � y� �����

est une fonction v�x� pour laquelle le d�efaut ��x� �� v��x�� f�x� v�x�� est petit� On cherche
�a obtenir des estimations pour kv�x� � y�x�k� Souvent la fonction v�x� n�est pas partout
di��erentiable �pensons aux polygones d�Euler�� Nous introduirons alors la d�eriv�ee de Dini et
nous utiliserons un r�esultat sur les in�egalit�es di��erentielles pour obtenir une estimation de
kv�x�� y�x�k�

D�e�nition ��� Soit m � I � IR une fonction continue sur l�intervalle I� La d�eriv�ee de Dini
est d�e�nie par

D�m�x� � lim inf
h���

m�x � h��m�x�

h
�

Si m poss�ede une d�eriv�ee �a droite en x� alors D�m�x� � m��x� ��� Dans cette situation�
on a pour toute norme

D�km�x�k � km��x � ��k� �����
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Ceci d�ecoule de l�in�egalit�e km�x�h�k�km�x�k � km�x�h��m�x�k� Un exemple sans d�eriv�ee
�a droite en � est la fonction m�x� � x sin���x�� Pour cette fonction� on a D�m��� � ���

Th�eor�eme ��� Soient m � 
x�� x��a� � IR et u � 
x�� x��a� � IR deux fonctions continues
satisfaisant

D�m�x� � g�x�m�x�� pour x � 
x�� x� � a�

D�u�x� 
 g�x� u�x�� pour x � 
x�� x� � a�

m�x�� � u�x���

Alors� on a m�x� � u�x� pour tout x � 
x�� x� � a� �ici� g est une fonction arbitraire �a deux
variables r�eelles��

D�emonstration� Supposons qu�il existe x� � �x�� x� � a�
avec m�x�� 
 u�x��� Alors� la valeur

x� �� inf fx  x � x� et m�t� 
 u�t� sur 
x� x��g

est bien d�e�nie et� par continuit�e des fonctions m et u�
on a que m�x�� � u�x�� et m�x� � h� 
 u�x� � h� pour
h 
 � su�samment petit� Par cons�equent�

m�x� � h��m�x��

h



u�x� � h�� u�x��

h

x� x� x�

u�x�

m�x�

pour h 
 � et petit� On en d�eduit que D�m�x�� � D�u�x��� Mais ceci est en contradiction
avec D�m�x�� � g�x�� m�x��� � g�x�� u�x��� 	 D�u�x���

Le r�esultat suivant est fondamental pour toutes les estimations concernant des solutions
approch�ees�

Th�eor�eme ��� �lemme fondamental� Soit U � IR � IRn un ouvert� f � U � IRn une
fonction continue� y � 
x�� x� �a� � IRn une solution de y� � f�x� y� et v � 
x�� x� �a� � IRn

une fonction continue qui poss�ede partout une d�eriv�ee �a droite� Alors� les estimations

kv��x � ��� f�x� v�x��k � � �v est solution ��approch�ee�

kf�x� y�x��� f�x� v�x��k � L ky�x�� v�x�k

impliquent que pour tout x � 
x�� x� � a�

ky�x�� v�x�k � ky�x��� v�x��k e
L�x�x�� �

�

L

�
eL�x�x�� � �

�
�

D�emonstration� Posons m�x� �� ky�x� � v�x�k� En utilisant ����� et les hypoth�eses du
th�eor�eme� nous avons que

D�m�x� � ky��x�� v��x � ��k � Lm�x� � ��

D�e�nissons maintenant u�x� par u�x�� � m�x�� et

u��x� � Lu�x� � � � � 
 Lu�x� � �

avec un � 
 �� La solution de cette �equation di��erentielle est donn�ee par

u�x� � u�x�� e
L�x�x�� �

�� � ��

L

�
eL�x�x�� � �

�
�

Le Th�eor�eme ��� avec pour g�x� y� � Ly � � montre que

ky�x�� v�x�k � ky�x��� v�x��k e
L�x�x�� �

�� � ��

L

�
eL�x�x�� � �

�
pour tout � 
 �� La limit �� � donne l�a�rmation du th�eor�eme�
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D�ependance continue des solutions des valeurs initiales Supposons que f � U � IRn

v�eri�e les hypoth�eses du Th�eor�eme ��� �existence et unicit�e du probl�eme de Cauchy�� Nous
exprimons par y�x� x�� y�� la d�ependance de la solution des valeurs initiales� Cette fonction
de trois variables est d�e�nie sur

D �
n

�x� x�� y��  �x�� y�� � U et x � Imax�x�� y��
o
� �����

Nous allons d�emontrer que y � D � IRn est une fonction continue� Remarquons que l�unicit�e
de la solution implique que

y�x� x�� y�� � y�x� x�� y�x�� x�� y���� �����

En e�et� les deux fonctions de cette identit�e sont solutions de y� � f�x� y� et elles passent
par le m�eme point �x�� y�x�� x�� y����

Lemme ��� Supposons que f � U � IRn �U un ouvert de IR� IRn� soit continue et qu�elle
satisfasse localement une condition de Lipschitz� Alors� pour tout compact K � U il existe
un L � � tel que

kf�x� y�� f�x� z�k � L ky � zk pour tout �x� y�� �x� z� � K�

D�emonstration� Supposons le contraire� Il existe alors des suites �xn� yn�� �xn� zn� dans K
telles que

kf�xn� yn�� f�xn� zn�k 
 n kyn � znk� �����

Soit �x� y� un point d�accumulation de la suite �xn� yn� �il existe par le th�eor�eme de Bolzano	
Weierstrass�� Par hypoth�ese� la fonction satisfait une condition de Lipschitz dans un voi	
sinage V de �x� y�� Comme f�x� y� est born�ee sur K et comme kyn � znk 	 �M�n o�u
M � max�x�y��K kf�x� y�k� il y a un nombre in�ni d�indices n pour lesquelles �xn� yn� et
�xn� zn� sont dans V � La condition de Lipschitz sur V est alors en contradiction avec ������

Th�eor�eme ��� Supposons que f � U � IRn �U un ouvert de IR � IRn� soit continue et
qu�elle satisfasse localement une condition de Lipschitz� Alors� l�ensemble D de ����� est
ouvert et la solution y � D� IRn du probl�eme de Cauchy est une fonction continue de trois
variables �x� x�� y���

D�emonstration� Soit �"x� x�� y�� �x�e et consid�erons un
intervalle 
a� b� � Imax�x�� y�� tel que "x� x� � �a� b��
Nous choisissons maintenant un � 
 � su�samment
petit pour que le tuyau

K �
n

�x� y�  x � 
a� b�� ky � y�x� x�� y��k � �
o

soit enti�erement inclus dans l�ouvert U � Par le Lem	
me ��� la fonction f�x� y� satisfait une condition de
Lipschitz �avec constante L� sur le compact K� L�en	
semble

UU

a bx� "x

V �
n

�x�� y��  x� � �a� b�� ky� � y�x�� x�� y��k 	 �e�L�b�a�
o
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est un voisinage de �x�� y�� qui satisfait V � K � U � Si �x�� y�� � V � l�estimation du lemme
fondamental garantit que y�x� x�� y�� reste dans K pour tout x � 
a� b�� car

ky�x� x�� y��� y�x� x�� y��k � ky�x� x�� y��� y�x� x�� y�x�� x�� y���k

� eLjx�x�j ky� � y�x�� x�� y��k 	 ��
�����

Par cons�equent� 
a� b� � Imax�x�� y�� et �a� b� � V est un voisinage de �"x� x�� y�� inclus dans
D� Donc� D est ouvert�

Pour d�emontrer la continuit�e de y� nous observons que pour �x�� y�� � V et x � �a� b�

ky�x� x�� y��� y�"x� x�� y��k �
��� Z x

�x
f�t� y�t� x�� y��� dt

��� � M jx� "xj ���
�

o�u M est une borne sup�erieure de f�x� y� sur K� Comme dans ����� nous estimons

ky�"x� x�� y��� y�"x� x�� y��k � eLj�x�x�jky� � y�x�� x�� y��k

� eL�b�a��ky� � y�k� M jx� � x�j��
�����

Les deux estimations ���
� et ����� d�emontrent la continuit�e de y � D � IRn�

III�	 Syst�emes d
�equations di��erentielles lin�eaires

Dans ce paragraphe nous consid�erons des �equations di��erentielles

y� � A�x�y � g�x� �����

o�u A�x� est une matrice n�n et g�x� est un vecteur� On dit que cette �equation di��erentielle
est homog�ene si g�x� 	 �� sinon elle est inhomog�ene�

Th�eor�eme 
�� �existence globale et unicit�e� Soit I un intervalle �arbitraire� et sup�
posons que A�x� et g�x� soient des fonctions continues sur I� Alors� le probl�eme y� �
A�x�y � g�x�� y�x�� � y� �avec x� � I et y� � IRn� poss�ede une solution unique sur tout
l�intervalle I�

D�emonstration� La fonction f�x� y� � A�x�y � g�x� est continue sur I � IRn et satisfait
localement une condition de Lipschitz� La solution est donc unique l�a o�u elle existe� Pour
d�emontrer l�existence globale� nous montrons que la solution y�x� ne peut pas tendre vers
� pour x � a si a est un point �a l�int�erieur de I �Th�eor�eme ����� En e�et� sur l�intervalle
compact 
x�� a�� les fonctions A�x� et g�x� sont born�ees �kA�x�k � L et kg�x�k � � sur

x�� a��� Le lemme fondamental �Th�eor�eme ���� avec v�x� 	 � donne alors l�estimation

ky�x�k � ky�k e
L�a�x�� �

�

L

�
eL�a�x�� � �

�
pour tout x � 
x�� a��

Th�eor�eme 
�� �principe de superposition� Soit I un intervalle et soient A�x�� g��x��
g��x� des fonctions continues sur I� Si

y� � I � IRn est solution de y� � A�x�y � g��x��

y� � I � IRn est solution de y� � A�x�y � g��x��

alors y�x� �� c�y��x� � c�y��x� est solution de

y� � A�x�y � g�x� avec g�x� �� c�g��x� � c�g��x��

D�emonstration� Ceci est un exercice tr�es simple�
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Alors que la d�emonstration de ce r�esultat est tr�es simple� il a des cons�equences tr�es
importantes�

� les solutions de y� � A�x�y forment un espace vectoriel 

� les solutions de y� � A�x�y d�ependent lin�eairement de y�� c�	�a	d��

y�x� x�� c�y� � c�z�� � c�y�x� x�� y�� � c�y�x� x�� z���

La solution de y� � A�x�y� y�x�� � y� peut donc �etre �ecrite sous la forme

y�x� x�� y�� � R�x� x��y�� �����

et la matrice R�x� x�� s�appelle la r�esolvante de l��equation di��erentielle y� � A�x�y� La
i�eme colonne de la matrice R�x� x�� est solution de y� � A�x�y avec pour valeur initiale
y�x�� � ei � ��� � � � � �� �� �� � � ���T  

� si #�x� est une matrice fondamentale �aussi appel�e wronskienne�� c�	�a	d�� les colonnes
de #�x� sont des solutions de y� � A�x�y et #�x�� est inversible� alors

R�x� x�� � #�x�#�x��
��� �����

En e�et� y�x� � #�x�#�x��
��y� est solution de y� � A�x�y� y�x�� � y��

Th�eor�eme 
�� �propri�et�es de la r�esolvante� Soit A�x� continue sur un intervalle�
Alors� la r�esolvante de y� � A�x�y satisfait

i� R ��x� x�� � A�x�R�x� x�� �d�eriv�ee par rapport �a x�

ii� R�x�� x�� � I �matrice identit�e�

iii� R�x� x�� � R�x� x��R�x�� x��

iv� R�x� x�� est inversible et R�x� x��
�� � R�x�� x��

D�emonstration� Par ����� on a que R ��x� x��y� � A�x�R�x� x��y� et R�x�� x��y� � y� pour
tout y� � IRn� Ceci d�emontre les propri�et�es �i� et �ii�� La propri�et�e �iii� est une cons�equence
de ����� et �iv� suit de �iii� en posant x � x��

Exemple 
�� L��equation di��erentielle y�� � y � � peut �etre �ecrite sous la forme �en posant
y� � y et y� � y�� �

y�
y�

��
�
�

� �
�� �

��
y�
y�

�
et poss�ede comme r�esolvante

R�x� x�� �
�

cos�x� x�� sin�x� x��
� sin�x� x�� cos�x� x��

�
�

Il est int�eressant que la propri�et�e �iii� du th�eor�eme pr�ec�edent� c�	�a	d���
cos� sin�
� sin� cos�

��
cos � sin �
� sin � cos �

�
�
�

cos�� � �� sin�� � ��
� sin�� � �� cos�� � ��

�
avec � � x�x�� � � x��x� et ��� � x�x�� est �equivalente au th�eor�eme d�addition pour
sinx et cos x�
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Th�eor�eme 
�� �Liouville� Soit A�x� continue sur un intervalle et soit #�x� une matrice
fondamentale de y� � A�x�y� Alors�

det #�x� � det #�x�� � exp
� Z x

x�
traceA�t� dt

�
o�u traceA�x� � a���x� � a���x� � � � � � ann�x��

D�emonstration� Soit #�x� � �#ij�x��ni�j	�� Comme det #�x� est une forme multilin�eaire par
rapport aux lignes de #�x�� on a que

d

dx

�
det #�x�

�
�

nX
i	�

detDi�x� o�u Di�x� �

	B
#���x� � � � #�n�x�
#�
i��x� � � � #�

in�x�
#n��x� � � � #nn�x�

�CA �

La matrice Di�x� est obtenue de #�x� en rempla$cant la i�eme ligne de #�x� par sa d�eriv�ee�
En utilisant l��equation di��erentielle #��x� � A�x�#�x�� c�	�a	d�� #�

ij�x� �
Pn

k	� aik�x�#kj�x��
et la multilin�earit�e du d�eterminant� on obtient que

d

dx

�
det #�x�

�
�

nX
i	�

nX
k	�

aik�x� det

	B
#���x� � � � #�n�x�
#k��x� � � � #kn�x�
#n��x� � � � #nn�x�

�CA � ligne i

�
nX
i	�

aii�x� det #�x��

Il ne reste plus qu��a r�esoudre cette �equation di��erentielle pour det #�x��

Le th�eor�eme de Liouville poss�ede une interpr�etation int�eressante� Si V � �v�� � � � � vn�
est une matrice dont les colonnes sont les vecteurs v�� � � � � vn� la valeur de detV repr�e	
sente la volume du parall�el�epip�ede engendr�e par v�� � � � � vn� Consid�erons maintenant le �ot
de l��equation di��erentielle y� � A�x�y� c�	�a	d�� l�application �x�x� � IRn � IRn d�e�nie par
�x�x��y�� � R�x� x��y�� Si traceA�x� 	 �� on d�eduit du th�eor�eme de Liouville que le vo	
lume d�un sous	ensemble B de IRn est invariant par l�application �x�x�� c�	�a	d�� B et �x�x��B�
poss�edent le m�eme volume� Pour l��equation di��erentielle de l�Exemple ���� la pr�eservation
du volume est �evidente� car l�application �x�x� n�est rien d�autre qu�une rotation par l�angle
x� x��

Equations lin�eaires inhomog�enes Consid�erons maintenant l��equation di��erentielle �����
o�u g�x� n�est pas nulle� Si l�on connait la r�esolvante de l��equation homog�ene� on trouve la
solution du probl�eme inhomog�ene par la m�ethode des variations des constantes�

Th�eor�eme 
�
 ��variation des constantes�� Soient A�x� et g�x� continues sur un in�
tervalle et soit R�x� x�� la r�esolvante de y� � A�x�y� Alors� la solution de y� � A�x�y� g�x��
y�x�� � y� est donn�ee par

y�x� � R�x� x��y� �
Z x

x�
R�x� t�g�t� dt�

D�emonstration� La solution g�en�erale de l��equation homog�ene est R�x� x��c avec c � IRn�
L�id�ee �d�o�u le nom �variation des constantes�� est de chercher une solution de y� � A�x�y�
g�x� sous la forme y�x� � R�x� x��c�x�� Il faut alors que

y��x� � R ��x� x��c�x� � R�x� x��c
��x� � A�x�R�x� x��c�x� � g�x��
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En utilisant la propri�et�e �i� du Th�eor�eme ���� nous obtenons

c��x� � R�x� x��
��g�x� � R�x�� x�g�x�

et par int�egration c�x� � c�x�� �
R x
x�
R�x�� t�g�t� dt� L�a�rmation du th�eor�eme d�ecoule alors

en ins�erant cette formule pour c�x� dans y�x� � R�x� x��c�x��

Ce r�esultat montre que� comme dans le cas particulier de dimension �� la solution g�en�e	
rale de y� � A�x�y � g�x� est compos�ee de la solution g�en�erale de l��equation homog�ene et
d�une solution particuli�ere de l��equation inhomog�ene� Il reste alors �a discuter le calcul de la
r�esolvante R�x� x��� Pour le cas A�x� � A �matrice constante�� ceci est le sujet du paragraphe
suivant� Si A�x� d�epend de x� le calcul analytique de la r�esolvante est rarement possible�

III�� Syst�emes lin�eaires �a coe�cients constants

Consid�erons le probl�eme de calculer la r�esolvante de

y� � Ay �
���

o�u A est une matrice constante d�ordre n �les aij sont r�eels ou complexes�� Motiv�es par la
r�esolution de probl�emes scalaires� essayons de trouver des solutions de la forme

y�x� � e�xv avec un vecteur v �� � � �
���

En ins�erant �
��� dans �
��� nous obtenons y��x� � �e�xv � e�xAv� ce qui est �equivalent �a
Av � �v� La fonction de �
��� est alors une solution de �
��� si et seulement si � est une
valeur propre de A et v est un vecteur propre correspondant�

Cas � �A est diagonalisable� Dans cette situation� il existe n vecteurs propres ind�epen	
dants v�� � � � � vn avec valeurs propres ��� � � � � �n� Consid�erons la matrice

#�x� �
�
e��xv�� � � � � e

�nxvn
�
� �
���

Par le Th�eor�eme ��� de Liouville� #�x� est inversible pour tout x car #��� l�est� La r�esolvante
est alors donn�ee par R�x� x�� � #�x�#�x��

�� �voir l��equation ������ ou aussi par R�x� x�� �
#�x� x��#������

Cas � �A n�est pas diagonalisable� L�id�ee est de transformer A sous une forme �plus
simple�� par exemple sous forme triangulaire ou sous forme de Jordan� On cherche alors une
matrice inversible T telle que T��AT � S poss�ede une telle forme� Avec la transformation
y � Tz �et y� � Tz�� le syst�eme �
��� devient z� � Sz� Pour le cas d�une matrice triangulaire
on a

z�� � s��z� � s��z� � � � � � s�nzn
z�� � s��z� � � � � � s�nzn

� � �
z�n � snnzn

On r�esoud d�abord l��equation di��erentielle pour zn� ensuite celle pour zn�� et �a la �n celle
pour z�� La solution de �
��� est obtenue par y�x� � Tz�x��
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Exemple ��� Consid�erons un bloc de Jordan de dimension �

J �

	BBB

� �

� �
� �

�

�CCCA �

Pour la solution de z� � Jz on commence par z� on trouve z�� � �z� et z��x� � e�xc��
L��equation di��erentielle pour z� est z�� � �z� � e�xc�� Sa solution est z��x� � e�xc� � xe�xc��
De la m�eme fa$con on calcule z��x� et z��x�� Le r�esultat est

z�x� � e�x

	BBB

� x x���! x���!

� x x���!
� x

�

�CCCA z���� �
���

On trouve la solution �
��� de z� � Jz aussi �a l�aide du th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme ��� La r�esolvante de y� � Ay est donn�ee par

R�x� x�� � exp
�
A�x� x��

�
��
X
i��

�x� x��
i

i!
Ai� �
���

D�emonstration� Comme kAik � kAki� la s�erie
P

i��
�i

i

kAki � exp��kAk� est une majorante

de la s�erie de �
��� pour jx � x�j � �� Ceci montre la convergence uniforme sur chaque
intervalle compact� On peut donc �echanger la d�eriv�ee avec la sommation et on obtient

d

dx
exp

�
A�x� x��

�
�

d

dx

X
i��

�x� x��
i

i!
Ai �

X
i��

�x� x��
i��

�i� ��!
Ai � A exp

�
A�x� x��

�
�

Chaque colonne de exp�A�x � x��� est une solution de y� � Ay et on obtient �
��� car
exp��� � I�

Revenons �a l�Exemple 
��� Le bloc de Jordan peut �etre �ecrit sous la forme J � �I � N
o�u

N �

	BBB

� �

� �
� �

�

�CCCA � N� �

	BBB

� � �

� � �
� �

�

�CCCA � N� �

	BBB

� � � �

� � �
� �

�

�CCCA
et N j � � pour j � �� Par le Th�eor�eme 
��� la r�esolvante est donn�ee par

R�x� �� � exp
�
��I � N�x

�
� e�x exp

�
Nx

�
� e�x

X
i��

xi

i!
N i�

Attention Pour y� � A�x�y o�u A�x� d�epend de x� on a en g�en�eral que

R�x� x�� �� exp
� Z x

x�
A�t� dt

�
�
���

�voir Exercice ���� On a l��egalit�e dans �
��� seulement si la dimension est � ou si les matrices
A�x� et

R x
x�
A�t� dt commutent�
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III�
 Di��erentiabilit�e par rapport aux valeurs initiales

Consid�erons la solution du probl�eme de Cauchy

y� � f�x� y�� y�x�� � y� �����

comme fonction de trois arguments y�x� x�� y�� et �etudions la sensibilit�e de la solution par
rapport �a des perturbations dans les valeurs initiales x�� y�� Nous savons d�ej�a que y�x� x�� y��
d�epend contin�ument de �x�� y�� �voir le Th�eor�eme ����� mais que peut	on dire sur la di��e	
rentiabilit�e% Quelle est l�approximation du premier ordre de y�x� x� � &x�� y� � &y��%

A� Di��erentiabilit�e par rapport �a y�� Supposons que f � U � IRn �avec U � IR� IRn

ouvert� satisfasse les hypoth�eses sur l�existence et l�unicit�e de la solution� Alors� y�x� x�� y��
est bien d�e�nie sur l�ensemble ouvert

D ��
n

�x� x�� y��  �x�� y�� � U et x � Imax�x�� y��
o
� �����

Pour obtenir une id�ee de la forme de la d�eriv�ee �y
�y�

�x� x�� y��� �ecrivons le probl�eme �����
comme

�y

�x
�x� x�� y�� � f

�
x� y�x� x�� y��

�
� y�x�� x�� y�� � y� �����

et d�erivons cette �equation formellement par rapport �a y�� En �echangeant les d�eriv�ees par
rapport �a x et y�� nous obtenons

�

�x

� �y

�y�
�x� x�� y��

�
�

�f

�y

�
x� y�x� x�� y��

�
�
�y

�y�
�x� x�� y���

�y

�y�
�x�� x�� y�� � I�

D�apr�es ce calcul formel� nous voyons que �y
�y�

�x� x�� y�� est la solution de l��equation lin�eaire

'� �
�f

�y

�
x� y�x� x�� y��

�
'� '�x�� � I� �����

Cette �equation s�appelle �equation variationelle de ������ Elle est de la forme y� � A�x� x�� y��y
o�u la matrice A d�epend du param�etre �x�� y��� La r�esolvante d�epend donc aussi de ce para	
m�etre� Notons	la par R�x� s� x�� y��� Le calcul formel montre alors que

�y

�y�
�x� x�� y�� � R�x� x�� x�� y��� �����

Dans la d�emonstration du th�eor�eme suivant� nous justi�erons cette proc�edure�

Th�eor�eme ��� Soit U � IR�IRn un ouvert� f � U � IRn continue et supposons que �f
�y

�x� y�

existe et soit continue sur U � La solution y � D � IRn de ����� satisfait alors

� y�x� x�� y�� est contin�ument di��erentiable par rapport �a y��

� �y
�y�

�x� x�� y�� est la r�esolvante de l��equation variationelle ������

D�emonstration� Pour �"x� x�� y�� � D �x�e� il faut d�emontrer que

y�"x� x�� y� � &y��� y�"x� x�� y���R�"x� x�� x�� y��&y� � r�&y��k&y�k

o�u r�&y�� � � si &y� � �� L�id�ee de la d�emonstration est de consid�erer

v�x� �� y�x� x�� y�� � R�x� x�� x�� y��&y�
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comme solution approch�ee de ����� et d�estimer la di��erence y�x� x�� y� � &y�� � v�x� �a
l�aide du lemme fondamental �Th�eor�eme ����� Avec l�abr�eviation ��x� �� R�x� x�� x�� y��&y�
nous avons k��x�k � Mk&y�k sur l�intervalle compact 
x�� "x�� Consid�erons le tuyau K ��
f�x� y�  x � 
x�� "x�� ky � y�x� x�� y��k � �g avec � 
 � su�samment petit pour que K � U �
Pour k&y�k � ��M � la fonction v�x� reste dans K et son d�efaut est donn�e par

f
�
x� v�x�

�
� v��x� � f

�
x� y�x� x�� y�� � ��x�

�
� f

�
x� y�x� x�� y��

�
�
�f

�y

�
x� y�x� x�� y��

�
��x��

Le th�eor�eme des accroissements �nis appliqu�e �a F ��� �� f�x� y � �� � f�x� y� � �f
�y

�x� y��

�observons que F ��� � �� implique que���f�x� y � ��� f�x� y��
�f

�y
�x� y��

��� � sup
�������

����f
�y

�x� y � ����
�f

�y
�x� y�

��� � k�k�
Comme �f

�y
�x� y� est uniform�ement continue sur le compact K� on a l�estimation

sup
�������

����f
�y

�x� y � ����
�f

�y
�x� y�

��� � r��k�k� o�u r��k�k� � � si � � ��

La fonction r���� peut �etre choisie monotone et ind�ependente de �x� y� � K� Par cons�equent�

kf�x� v�x��� v��x�k � r��Mk&y�k�Mk&y�k�

Sur le compact K� f�x� y� satisfait une condition de Lipschitz� On peut donc appliquer le
lemme fondamental et on obtient

ky�x� x�� y� � &y��� v�x�k �
r��Mk&y�k�Mk&y�k

L

�
eL�x�x�� � �

�
�

ce qui d�emontre la di��erentiabilit�e de y�x� x�� y�� par rapport �a y� et la formule ������
Il faut encore d�emontrer la continuit�e de �y

�y�
�x� x�� y��� Elle est une cons�equence du

Lemme ��� �voir plus bas�� On ne peut pas directement appliquer le Th�eor�eme ���� car
l�argument �x�� y�� n�est pas une valeur initiale de l��equation variationelle ����� mais un
param�etre de celle	ci�

Lemme ��� Soit y� � A�x� c�y une �equation di��erentielle lin�eaire qui d�epend d�un para�
m�etre c� Si A�x� c� est continue sur I � V �I un intervalle ouvert et V � IRp ouvert�� alors
la r�esolvante R�x� x�� c� est une fonction continue sur I � I � V �

D�emonstration� Pour un �"x� x�� c� �x�e� il faut d�emontrer que la di��erence R�x� x�� c�� �
R�"x� x�� c� est arbitrairement petite si �x� x�� c�� est su�samment proche de �"x� x�� c�� Une
application du Th�eor�eme ��� montre que R�x� x�� c��R�"x� x�� c� est arbitrairement petit� Il
su�t alors d�estimer la di��erence R�x� x�� c��� R�x� x�� c��

Soit 
a� b� � I tel que x� et "x sont �a l�int�erieur de �a� b�� soit K � V un voisinage
compact de c� et soit L une borne de kA�x� c�k sur le compact 
a� b� � K� Ceci implique
kR�t� x�� c��k � eL�b�a� pour t� x� � 
a� b� et c� � K �voir la d�emonstration du Th�eor�eme �����

La fonction y�x� �� R�x� x�� c�y� est une solution de y� � A�x� c�y� y�x�� � y�� La fonction
v�x� �� R�x� x�� c��y� est une solution approch�ee� qui satisfait v�x�� � y� et

kv��t�� A�t� c�v�t�k � k�A�t� c��� A�t� c��R�t� x�� c��y�k � �eL�b�a�ky�k

si c� est proche de c� Ceci d�ecoule de la continuit�e uniforme de A�t� c� sur 
a� b� � K� Le
lemme fondamental donne alors l�estimation����R�x� x�� c��R�x� x�� c��

�
y�
��� � �eL�b�a�

L

�
eLjx�x�j � �

�
ky�k�

ce qui d�emontre l�a�rmation�
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B� Di��erentiabilit�e par rapport aux param�etres Consid�erons un probl�eme avec des
param�etres c � �c�� � � � � cp�

T

y� � f�x� y� c�� y�x�� � y�

o�u f � U � IRn est continue et di��erentiable par rapport �a �y� c� �U est un ouvert de
IR � IRn � IRp�� La solution est une fonction y�x� x�� y�� c�� Pour �etudier la di��erentiabilit�e
par rapport �a c� nous consid�erons le syst�eme augment�e�

y
c

��
�
�
f�x� y� c�

�

�
�

�
y
c

�
�x�� �

�
y�
c

�
� �����

Avec z � �y� c�T et F �x� z� � �f�x� y� c�� ���T � ce syst�eme devient z� � F �x� z�� z�x�� �
�y�� c�

T et c appara��t seulement dans la valeur initiale� On peut donc appliquer le Th�eo	
r�eme ���� La fonction z�x� x�� z�� et alors aussi y�x� x�� y�� c� sont contin�ument di��erentiables
par rapport �a z� � �y�� c�

T � En d�erivant l��equation

�y

�x
�x� x�� y�� c� � f

�
x� y�x� x�� y�� c�� c

�
par rapport �a c� on obtient pour '�x� �� �y

�c
�x� x�� y�� c� l��equation di��erentielle

'� �
�f

�y

�
x� y�x� x�� y�� c�� c

�
' �

�f

�c

�
x� y�x� x�� y�� c�� c

�
� ���
�

Exemple ��� La solution du probl�eme

y� � f�x� y� � �g�x� y�� y�x�� � y�

est� pour j�j petit� donn�ee par y�x� �� � y��x� � �y��x� � � � � o�u

y���x� � f�x� y��x��� y��x�� � y�

y���x� �
�f

�y
�x� y��x��y��x� � g�x� y��x��� y��x�� � ��

C� Di��erentiabilit�e par rapport �a x�� Supposons que f�x� y� soit contin�ument di��e	
rentiable par rapport �a x et y� Nous consid�erons le syst�eme augment�e�

y
x

��
�
�
f�x� y�

�

�
�

�
y
x

�
�x�� �

�
y�
x�

�
� �����

Avec z � �y� x�T et F �z� � �f�x� y�� ��T le syst�eme devient z� � F �z�� z�x�� � �y�� x��
T �

Donc� x� peut �etre trait�e de la m�eme mani�ere que y�� La solution y�x� x�� y�� est alors
aussi di��erentiable par rapport �a x�� En d�erivant ����� par rapport �a x�� on obtient pour
'�x� �� �y

�x�
�x� x�� y�� l��equation di��erentielle

'� �
�f

�y

�
x� y�x� x�� y��

�
'� '�x�� � �f�x�� y��� �����

Comme �y
�y�

�x� x�� y�� est la r�esolvante de ������ on en d�eduit que

�y

�x�
�x� x�� y�� � �

�y

�y�
�x� x�� y��f�x�� y��� ������

Cette derni�ere formule peut aussi �etre obtenue en d�erivant l�identit�e y�x� x�� y�x�� x�� y��� �
y�x� x�� y�� par rapport �a x� et en utilisant y� �� y�x�� x� y��� Comme r�esum�e de ce paragraphe
nous avons le r�esultat suivant�
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Th�eor�eme ��� Soit U � IR � IRn un ouvert et f � U � IRn de classe C� �de classe Ck��
Alors� la solution y�x� x�� y�� de ����� est de classe C� �de classe Ck� sur D de ���
��

D�emonstration� Toutes les d�eriv�ees partielles de y�x� x�� y�� sont continues� Alors� y � D �
IRn est de classe C�� En appliquant cet argument it�erativement �a l��equation variationelle� on
voit par r�ecurrence que y est de classe Ck si f est de classe Ck�

III�� Stabilit�e

Dans le paragraphe pr�ec�edent nous avons vu que� pour un x �x�e� la solution y�x� x�� y��
d�epend contin�ument des valeurs initiales� Mais que peut	on dire pour x��%

D�e�nition ��� Soit U � IR � IRn ouvert et supposons que f � U � IRn soit continue et
satisfasse localement une condition de Lipschitz� Une solution y�x� x�� y�� de y� � f�x� y�
�qui existe pour tout x � x�� est dite stable �au sens de Liapunov� si

�� 
 � �� 
 � �&y� �k&y�k 	 �� �x �x � x�� ky�x� x�� y� � &y��� y�x� x�� y��k 	 ��

La solution est dite asymptotiquement stable si elle est stable et si en plus

��� 
 � �&y� �k&y�k 	 ��� lim
x��

ky�x� x�� y� � &y��� y�x� x�� y��k � ��

Une solution est instable si elle n�est pas stable�

Exemple ��� La solution y�x� 	 � de l��equation di��erentielle

y� � �y

est asymptotiquement stable pour � 	 � �voir le dessin ci	contre��
stable pour � � � et instable pour � 
 ��

Exemple ��� La solution y�x� �� y�� � y���� � y�x� de l��equation
di��erentielle

y� � y�

est asymptotiquement stable pour y� 	 �� mais instable pour y� � ��

Exemple ��� Pour l��equation di��erentielle

y� � y�y � ��

la solution y�x� 	 � est asymptotiquement stable� mais la solution
y�x� 	 � est instable�

Pour �etudier la stabilit�e d�une solution y�x� de y� � f�x� y�� il est souvent avantageux
d�appliquer la transformation z � y � y�x�� Ainsi� l��equation di��erentielle y� � f�x� y� se
transforme en

z� � g�x� z�� g�x� z� � f�x� z � y�x��� f�x� y�x�� �����

avec z�x� 	 � comme solution�

Lemme ��� Sous les hypoth�eses de la D�e�nition ���� la solution y�x� de y� � f�x� y� est
stable� si et seulement si z�x� 	 � est une solution stable de ������ Dans cette a�rmation�
on peut remplacer �stable� par �asymptotiquement stable� ou par �instable��

D�emonstration� L�a�rmation est une cons�equence imm�ediate du fait que z�x� x�� z�� �
y�x� x�� y��� y�x� avec pour z� � y� � y�x���
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a)a)

1−1

1

−1

b)b)

1−1

1

−1

c)c)

1−1

1

−1
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1−1

1

−1
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1−1

1

−1
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1−1

1

−1
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�
Fig� ��� � Solutions de syst�emes lin�eaires en dimension �

Par cons�equent� on peut toujours se ramener au cas o�u f�x� �� 	 � et o�u on est int�eress�e
par la stabilit�e de la solution nulle y�x� 	 �� Un d�esavantage potentiel de la transformation
����� est qu�un syst�eme autonome y� � f�y� peut devenir non	autonome�

Pour une �equation lin�eaire y� � A�x�y � g�x� la transformation ����� donne z� � A�x�z
et on obtient� une solution arbitraire de y� � A�x�y � g�x� est stable �asymptotiquement
stable ou instable� si la solution nulle de l��equation homog�ene y� � A�x�y est stable �asymp	
totiquement stable ou instable�� Pour une �equation lin�eaire� toutes les solutions poss�edent
le m�eme comportement de stabilit�e� Dans cette situation� on parle aussi de la stabilit�e de
l��equation di��erentielle et non de la solution�

Th�eor�eme ��
 a� L��equation di��erenti�elle y� � Ay est asymptotiquement stable si et seule�
ment si toutes les valeurs propres de A satisfont ��i 	 ��

b� Elle est stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A satisfont ��i � � et�
pour les valeurs propres avec ��i � �� les blocs de Jordan sont de dimension ��

D�emonstration� On transforme la matrice A sous forme de Jordan et on utilise la repr�esen	
tation explicite de la solution �Exemple 
���� L�a�rmation est une cons�equence du fait que
je�xj reste born�e pour x � x� si �� � �� et que xke�x � � pour x�� si �� 	 ��

Le comportement des solutions de y� � Ay �pour des matrices de dimension �� est illustr�e
dans la Fig� ���� Pour le dessin �c� les valeurs propres sont complexes conjug�ees avec ��i 
 ��
pour �e� les valeurs propres poss�edent un signe oppos�e et pour �f� les deux valeurs propres
sont sur l�axe imaginaire� Dans les dessins �a�� �b� et �e� les directions des vecteurs propres
sont indiqu�ees par des (eches�

Le crit�ere de stabilit�e du Th�eor�eme ��� ne reste pas vrai pour des �equations di��erentielles
non	autonomes y� � A�x�y�
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Exemple ��� Consid�erons l��equation di��erentielle

y� � A�x�y� A�x� � T �x���BT �x�� �����

o�u

B �
�
�� �
� ��

�
� T �x� �

�
cos�ax� � sin�ax�
sin�ax� cos�ax�

�
�

Les valeurs propres de A�x� sont r�eelles et n�egatives ��egales �a ���� Nous allons d�eterminer
le param�etre a dans la matrice de rotation T �x� a�n que ����� devienne instable� Avec la
transformation z�x� �� T �x�y�x� nous obtenons

z��x� � T ��x�y�x� � T �x�A�x�y�x� �
��

� �a
a �

�
�
�
�� �
� ��

��
z�x��

une �equation lin�eaire �a coe�cients constants� Pour a � ��� la matrice de l��equation di��e	
rentielle pour z�x� poss�ede �� � ��� � comme polyn�ome caract�eristique� Donc� �� � � est
une valeur propre avec ��� ��T comme vecteur propre� Une solution non	born�ee de ����� est
alors donn�ee par

y�x� � ex
�

cos �x � sin �x
� sin �x � cos �x

�
�

L��equation di��erentielle ����� est instable� tandis que toutes les valeurs propres de A�x�
poss�edent une partie r�eelle n�egative�

Th�eor�eme ��� Soit A�x� une matrice sym�etrique et continue sur 
a���� Si les valeurs
propres �i�x� de A�x� satisfont

�i�x� � � pour i � �� � � � � n et pour x � 
a����

alors on a l�estimation

ky�x�k� � e��x�x�� ky�x��k� pour x � x�

pour les solutions de y� � A�x�y� Le syst�eme y� � A�x�y est donc stable si � � � et
asymptotiquement stable si � 	 ��

D�emonstration� Montrons d�abord que les hypoth�eses sur A�x� impliquent

vTA�x�v � �vTv pour v � IRn�

Comme A�x� est sym�etrique� elle est diagonalisable �a l�aide d�une matrice orthogonale Q�x��
c�	�a	d�� Q�x�TA�x�Q�x� � )�x� � diag����x�� � � � � �n�x��� Avec v � Q�x�w on a alors que
vTA�x�v � wT)�x�w � �wTw � �vTv�

Pour une solution y�x� de y� � A�x�y� consid�erons la fonction m�x� �� ky�x�k��� Sa
d�eriv�ee satisfait

m��x� � � y�x�Ty��x� � � y�x�TA�x�y�x� � �� y�x�Ty�x� � ��m�x��

En vue d�une application du Th�eor�eme ���� nous comparons m�x� avec la solution de u� �
��u� u�x�� � m�x�� �plus pr�ecis�ement avec la solution de u� � �� u � � o�u � 
 � est
arbitrairement petit� et nous obtenons m�x� � m�x��e

���x�x�� pour x � x�� En prenant la
racine carr�ee� nous arrivons au r�esultat d�esir�e�
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Consid�erons un probl�eme nonlin�eaire y� � f�x� y� satisfaisant f�x� �� � � �voir la re	
marque apr�es le Lemme ����� Une lin�earisation autour de y � � donne

y� � A�x�y � g�x� y�� �����

o�u g�x� y� est une petite perturbation nonlin�eaire�

Th�eor�eme ��� Soit A�x� continue sur �a���� g � �a����U � IRn continue et localement
Lipschitzienne o�u U est un voisinage ouvert de � � IRn� Supposons que

� la r�esolvante de y� � A�x�y satisfasse kR�x� x��k � Ke���x�x�� pour x � x� avec un
� 
 ��

� sup
x�a

kg�x� y�k

kyk
� � si y � � �uniform�ement en x��

alors la solution nulle de ����� est asymptotiquement stable�

D�emonstration� Les solutions de ����� satisfont

y�x� � R�x� x��y� �
Z x

x�
R�x� t�g�t� y�t�� dt �����

�ceci se voit directement par di��erentiation de ������� On en d�eduit l�estimation

ky�x�k � Ke���x�x��ky�k�
Z x

x�
Ke���x�t�kg�t� y�t��k dt�

Pour � �� ����K� il existe un � 
 � tel que kg�x� y�k � �kyk pour kyk � � et pour tout
x 
 a� Tant que la solution y�x� reste dans fy  kyk � �g� on a

ky�x�k � Ke���x�x��ky�k� K�
Z x

x�
e���x�t�ky�t�k dt� �����

En notant l�expression de droite par z�x� et en d�erivant� on obtient

z��x� � �� z�x� � K� ky�x�k � �
�

�
z�x�� z�x�� � Kky�k�

car ky�x�k � z�x�� En r�esolvant cette in�egalit�e di��erentielle� on obtient

ky�x�k � z�x� � Kky�ke
���x�x����� �����

Posons � �� ��K� Pour y� satisfaisant ky�k � �� l�estimation ����� montre que y�x� reste
dans fy  kyk � �g pour tout x � x� et que y�x� � � pour x � �� La solution nulle de
����� est donc asymptotiquement stable�

Th�eor�eme ���� Soit A une matrice constante� et soit g � �a��� � U � IRn continue et
localement Lipschitzienne �U un voisinage ouvert de � � IRn�� Supposons que

� au moins une valeur propre de A satisfait �� 
 ��

� sup
x�a

kg�x� y�k

kyk
� � si y � � �uniform�ement en x��

alors la solution nulle de y� � Ay � g�x� y� est instable�
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D�emonstration� a� Supposons pour le moment que A soit diagonalisable� T��AT � ) �
diag���� � � � � �n�� et que les valeurs propres de A soient ordonn�ees comme

��� � � � � � ��s 
 � � ��s�� � � � � � ��n�

Apr�es le changement de coordonn�ees y � Tz� l��equation di��erentielle devient

z� � )z � bg�x� z�� bg�x� z� � T��g�x� Tz�� ���
�

L�estimation

kbg�x� z�k

kzk
�
kTzk

kzk
�
kT��g�x� Tz�k

kTzk
� kTk � kT��k �

kg�x� Tz�k

kTzk

et l�hypoth�ese sur g impliquent que supx�a kbg�x� z�k�kzk � � si z � �� Pour c �� ��s 
 ��
il existe alors un � 
 � tel que

kbg�x� z�k �
c

�
kzk pour kzk � �� �����

b� On cherche �a d�emontrer que la solution nulle de y� � Ay � g�x� y� est instable�
Supposons� par l�absurde� qu�elle soit stable� Ceci implique que la solution z�x� 	 � de
���
� est aussi stable et que� par cons�equence� il existe un � 
 � tel que

kz�k � � �� kz�x�k � � pour x � x��

Nous �ecrivons maintenant le vecteur z comme z � �u� v�T o�u u � lCs correspond aux
valeurs propres avec partie r�eelle positive� et v � lCn�s� Nous choisissons une valeur initiale
z� � �u�� v��

T satisfaisant kz�k � � et ku�k 
 kv�k� Pour la solution z�x� � �u�x�� v�x��T

nous consid�erons alors l�expression

d�x� �
�

�

�
ku�x�k� � kv�x�k�

�
�

dont la d�eriv�ee satisfait

d ��x� � �hu��x�� u�x�i � �hv��x�� v�x�i

� u�x�
T

)�u�x� � �hbg��x� z�x��� u�x�i � v�x�
T

)�v�x�� �hbg��x� z�x��� v�x�i�

o�u )� � diag����� � � � ���s�� )� � diag���s��� � � � ���n� et bg�x� z� � �bg��x� z�� bg��x� z��T �
L�in�egalit�e de Cauchy	Schwarz et l�estimation ����� impliquent que

d ��x� � c ku�x�k� �
c

�

�
ku�x�k� � kv�x�k�

�
� c d�x��

En r�esolvant cette in�egalit�e di��erentielle pour d�x� et en utilisant d�x�� 
 �� nous obtenons

d�x� � d�x�� e
c�x�x���

Par cons�equent� d�x� �� pour x��� ce qui contredit l�hypoth�ese que z�x� 	 � est une
solution stable de ���
��

c� Dans la situation o�u A n�est pas diagonalisable� nous transformons A sous forme de
Jordan� et nous faisons une transformation additionelle avec D � diag��� �� ��� ��� � � �� pour
rendre les �el�ements hors	diagonaux aussi petits qu�on veut� Finalement� nous ajoutons ces
termes �a la fonction g�x� y� et nous proc�edons comme sous �a� et �b��



Equations di��erentielles ordinaires 



−1 1 2

2

Fig� ��� � Solutions d�un syst�eme nonlin�eaire avec � points critiques

Corollaire ���� Soit U � IRn un ouvert� soit f � U � IRn contin�ument di��erentiable� et
soit y� � U un point stationnaire� c���a�d�� f�y�� � ��

�a� Si toutes les valeurs propres de f ��y�� satisfont �� 	 �� alors la solution stationnaire
y�x� 	 y� est asymptotiquement stable �on dit que y� est un attracteur��

�b� Si au moins une valeur propre de f ��y�� satisfait �� 
 �� alors la solution stationnaire
est instable�

�c� Si les valeurs propres de f ��y�� satisfont �� � �� mais au moins une valeur propre
satisfait �� � �� on ne peut rien dire� La solution stationnaire peut �etre stable ou bien
instable�

D�emonstration� La transformation z � y � y� donne z� � f�z � y�� � f ��y��z � g�z�
o�u kg�z�k�kzk � � si z � �� Les a�rmations �a� et �b� sont alors une cons�equence du
Th�eor�eme ��� et du Th�eor�eme �����

Pour les probl�emes y� � y� et y� � y�� on a f ���� � � et la solution nulle est instable pour
y� � y� �Exemple ����� mais asymptotiquement stable pour y� � y�� Ceci se voit �a partir de
la forme analytique des solutions�

Exemple ���� Le syst�eme

y�� � �y� � y����� y� � y����

y�� � y���� y��
�����

poss�ede � points critiques �c�	�a	d�� des points o�u f�y� � �� notamment ��� ��� ��� ��� ��� �� et
���� ���� Seulement le point ��� �� est asymptotiquement stable �voir Fig� �����
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III��� Exercices

�� D�eterminer le type des �equations di��erentielles suivantes parmi �I� s�eparation des variables�
�II� lin�eaire homog�ene� �III� lin�aire inhomog�ne� �IV� Bernoulli et �V� substitution de variable�
sans les r�esoudre� Si une �equation est de type �V�� donner la substitution� Attention� il peut
y avoir plusieurs solutions pour une �equation� I II III IV V

�� u� cos�u� � t
	� u� 
 u � u�

�� u� � 	 
 u�t
�� u� 
 u � e�t


� tu� � u

p
t� 
 u�

�� u� 
 u�t
 t�u� � �
�� t�u� � u� � �
�� u� � ��u� �ut � 	u� 
 	t� 
 
 
 ��t
�� ��� t��u� � 	tu � t�

��� 	tu� 
 u
 �t�u� � �
��� �t cos�t��u� 
 �cos�t� 
 t sin�t��u � �
�	� ���u� 
 ��u � 	 � �
��� u� � u� 	u�

��� u
 u�t� tc log t � 	�c log�t����u� 
 tuc log�t��
�
� u
 u��t� u� � �
��� u� � u� ��u

	� D�eterminer le type des �equations di��erentielles suivantes et les r�esoudre�

�x
 ��y� � �xy � x�y� 
 xy 

pjyj � � �

xy� �
p
x� 
 y� 
 y � �x
 y � 	� 
 �x� y 
 ��y� � � �

Indication� Pour la derni�ere �equation� chercher une fonction U�x� y� telle que �U
�x �x� y� �

x
 y � 	 et �U
�y �x� y� � x� y 
 ��

�� Trouver la solution de
y� � 	xy � cos x� 	x sinx

qui est born�ee pour x���

�� Consid�erons l��equation de Clairaut

y � xy� 
 f�y�� � � �

Montrer que l�enveloppe de la famille de solutions y � Cx� f�C� est donn�ee par

x�t� � f ��t�� y�t� � tf ��t�� f�t� �

Montrer �egalement que cette enveloppe est solution de l��eqution de Clairaut �dans un voisi�
nage de x�t� o�u x��t� �� ���
Pour f�t� � 
�t� � t��	� exprimer l�enveloppe sous la forme y�x� �voir Fig� �����


� Un chien court �a une vitesse w en direction de sa ma��tresse� qui se prom�ene �a une vitesse v
�sur l�axe y�� Montrer que ceci conduit �a l��equation di��erentielle

xy�� � �
q
� 
 y��� � � v�w � � �

et la r�esoudre�

�� Appliquer l�it�eration de Picard�Lindel�of �a

y� �
�p
x

 y� � y��� � � �

�� Appliquer l�it�eration de Picard�Lindel�of au probl�eme

y�� � y� 
 	y� � y���� � �

y�� � x� � y� � y���� � �

et calculer les 
 premiers termes de la s�erie de Taylor de la solution�
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�

�� On suppose que f�x� y� est continue et satisfait une condition de Lipschitz sur la bande in�nie
D � f�x� y� � a � x � bg� Montrer que le probl�eme y� � f�x� y�� y�x�� � y� avec x� � �a� b�
poss�ede une solution unique sur tout l�intervalle �a� b��

Indication� Suivre la d�emonstration du Th�eor�eme 	���

�� Sous les hypoth�eses de l�exercice pr�ec�edent� on consid�ere l�op�erateur T � C��a� b�� � C��a� b��
donn�e par

�Ty��x� � y� 


Z x

x�
f�t� y�t��dt �

�a� Montrer que� pour la norme kyk� � maxfjy�x�j � x � �a� b�g� l�op�erateur T n�est pas
toujours une contraction�

�b� Trouver � � IR tel que T soit une contraction pour la norme

kyk � maxfjy�x�je��jx�x�j � x � �a� b�g �
��� Consid�erons le probl�eme y� � f�x� y�� y��� � �� o�u f � IR� � IR est donn�ee par

f�x� y� �

�


�


�
� si x � �� y � IR
	x si x � �� y � �

	x� �y
x si x � �� � � y � x�

�	x si x � �� x� � y�

�a� Montrer que f est continue� Que signi�e ceci pour le probl�eme�

�b� Montrer que la fonction f ne satisfait une condition de Lipschitz dans aucun voisinage
de l�origine�

�c� Appliquer l�it�eration de Picard�Lindel�of avec y��x� � �� Les points d�accumulation de
fyk�x�g sont�ils des solutions�

�d� Montrer que le probl�eme poss�ede une unique solution� Laquelle�

��� Soit f � IR� � IR de classe C� et soit l��equation di��erentielle

y�� � f�y� y�� �

Si f��� �� � �� montrer que toute solution non nulle de cette �equation n�a que des z�eros
simples� Exemples� y�� 
 y � �� y�� 
 siny � ��

�	� Calculer l�intervalle maximal d�existence� Imax�x�� y��� pour une solution unique de

y� � �� y� et y� � y� �

Pour le premier probl�eme� trouver la r�eponse sans calculer explicitement la solution�

��� Soit y� � f�y� une �equation autonome� o�u f � IRn � IRn satisfait localement une condition
de Lipschitz� Montrer que si pour une solution y � I � IRn� il existe t�� t� � I� t� �� t� avec
y�t�� � y�t��� alors Imax � IR et la solution est soit constante soit p�eriodique�

��� Montrer l�a�rmation suivante� Si le probl�eme y� � f�x� y�� y�x�� � y�� o�u f�x� y� est une
fonction continue� poss�ede une solution unique� alors les polygones d�Euler convergent vers
cette solution�

�
� On consid�ere le probl�eme y� � f�x� y�� y�x�� � �� o�u

f�x� y� �

�
� sign�y�

pjyj si jyj � x�

� sign�y�
pjyj
 ��x� jyj

x � cos
�
	 log x
log �

�
si jyj � x�

�

�voir la Fig� I���	 de �HNW����� La fonction f�x� y� est continue sur IR��

�a� Montrer que la suite des polygones d�Euler fyh�x�g ne converge pas pour h� ��

�b� Calculer les points d�accumulation de la suite fyh�x�g o�u h � 	�i� i � �� et montrer
qu�ils sont des solutions du probl�eme de Cauchy�
Indication� Les solutions sont ��x��
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��� R�esoudre l��equation

x� � �y 
 x��� �x� 
 y���

y� � x
 y��� �x� 
 y���

en passant en coordonn�ees polaires� Discuter de l�allure des solutions en fonction de � � IR�
Remarque� Si � � � on a une solution qui est un cercle de rayon

p
�� puis lorsque � devient

n�egatif� ce cercle disparait� c�est une Bifurcation de Hopf �Fig� ������

1−1

1

−1

xx

yy

1−1

1

−1

xx

yy

1−1

1

−1

xx

yy

Fig� ���� � Comportememt des solutions pour � � ��� � � � et � � ��

��� Pour la solution de l��equation de Ricatti

y� � x� 
 y� � y��� � � �

d�emontrer que
�

�� x
� y�x� � tan�x


�

�
� �

Indication� R�esoudre u� � u� � �� ��� �� et v� � v� 
 ��

��� On consid�ere le probl�eme

y� � �y � y��� � �

sur l�intervalle ��� �� avec � � �� D�emontrer que les polygones d�Euler yh�x� satisfont

�

� 
 �h
yh�x� � D�yh�x� � �yh�x� �

En d�eduire que �
� 


�

n

�n
� e� �

�
� 


�

n

�n��
�

��� D�emontrer le �lemme de Gronwall � S�il existe L � � tel que

m�x� � 	 
 ��x� x�� 
 L

Z x

x�
m�t�dt pour x � x� �

alors

m�x� � 	eL�x�x�� 

�

L
�eL�x�x�� � �� �

Indication� D�eriver une in�egalit�e di��erentielle pour u�x� �� 	 
 ��x� x�� 
 L
R x
x�
m�t�dt�

	�� D�emontrer par un contre�exemple que l�a�rmation �c�f� Th�eor�eme 
�	�

m�x�� � u�x��
D�m�x� � g�x�m�x��
D�u�x� � g�x� u�x��

�
�
� �	 m�x� � u�x�

n�est pas vraie sans hypoth�eses additionnelles �voir l�Exemple �����

	�� On consid�ere le probl�eme

y� � �� cos�xy� � y��� � ��� � ������

�a� Montrer que ������ poss�ede une solution unique sur ������
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�b� Calculer une solution approch�ee en rempla!cant cos�xy� par �� �xy���	�

�c� Estimer la di��erence entre la solution exacte et la solution approch�ee sur l�intervalle
��� ��� La Fig� ���	 illustre la solution exacte et approch�ee� on a une singularit�e pour la
solution approch�ee en x � ������

0 1 2 3 4 5 60

1

2

solution exacte

solution approchee

Fig� ���� � Allure de la solution exacte et de la solution approch�ee

		� D�emontrer que si A�x� est une matrice antisym�etrique �AT � �A�� alors la r�esolvante de

y� � A�x�y

est une matrice orthogonale�
Indication� Montrer que le produit scalaire de deux solutions est constant�

	�� Calculer la r�esolvante �repr�esentation r�eelle� de l��equation di��erentielle

y�� � cos�x�y� � sin�x�y�

y�� � sin�x�y� 
 cos�x�y� �

Indication� Trouver une �equation di��erentielle pour z � y� 
 iy��

	�� Soit

y� � A�x�y ����	�

o�u A�x� est une matrice d�ordre n� Montrer que si l�on connait une solution non�triviale 
�x�
de ����	�� on peut r�eduire l��equation ����	� �a un probl�eme analogue mais o�u la matrice est
d�ordre n� ��
Indication� Si l�on suppose que 
��x� �� �� chercher une solution de la forme y � u
�x� 
 z�
o�u u est une fonction scalaire et o�u z est de la forme z � ��� z�� 
 
 
 � zn�T �

	
� A l�aide de l�exercice pr�ec�edent� calculer la r�esolvante R�x� �� de l��equation

y� �

�
��x ��
��x� 	�x

�
y

sachant qu�elle admet y�x� � �x���x�T comme solution�

Remarque� Le r�esultat est

�
x���� lnx� �x� lnx

x lnx x�� 
 lnx�

�
�

	�� A l�aide de l�exercice pr�ec�edent� r�esoudre

y� �

�
��x ��
��x� 	�x

�
y 


�
�
x�

�
� y��� �

�
�
�

�
�

	�� Calculer la solution g�en�erale de

y� �

	B
 � �	 �
	 � ��
� �	 ��

�CA y �

Indication� �� � � est une valeur propre�
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	�� Transformer la matrice

A �
�

�

	B
 �� � 	
�	 	� �
�� � 	�

�CA
sous forme normale de Jordan et calculer la r�esolvante de y� � Ay�
Indication� Toutes les valeurs propres de A sont �egales �a 	� La matrice T qui transforme A
sous forme de Jordan est donn�ee par T � �v�� v�� v�� o�u v� �� � est arbitraire� v� � �A�	I�v�
et v� est un vecteur propre de A di��erent de v��

	�� Supposons que la matrice A�x� soit continue sur l�intervalle I� Montrer que si les matrices
A�x� et

R x
x�
A�t�dt commutent pour tout x�� x � I� alors la r�esolvante de y� � A�x�y satisfait

R�x� x�� � exp

�Z x

x�
A�t�dt

�
�

��� On consid�ere le syst�eme

y� �

�
x �
� �

�
y � ������

�a� Montrer que A�x� et
R x
x�
A�t�dt ne commutent pas�

�b� Calculer la resolvante de �������

�c� Montrer que dans ce cas particulier R�x� x�� �� exp�
R x
x�
A�t�dt��

��� On suppose que A�x� soit p�eriodique de p�eriode p� c��a�d� A�x
 p� � A�x��

�a� Montrer que si "�x� est une matrice fondamentale� il existe une matrice C telle que
"�x
 kp� � "�x�Ck pour k � �� �� 	 � � �

�b� Montrer que les valeurs propres de C ne d�ependent pas du choix de "�x�� Les valeurs
propres s�appellent multiplicateurs de Floquet�

�c� Montrer que pour chaque valeur propre � de C� il existe une solution y�x� de y� � A�x�y
qui v�eri�e y�x
 p� � �y�x� pour tout x �solutions quasi�p�eriodiques��

�	� Soit le syst�eme

y� � y��� y� 
 z

z� � z��� z� �

Pout x� � �� y� � �� z� � � calculer les quantit�es suivantes�

�y

�y�
�x� x�� y�� z���

�y

�z�
�x� x�� y�� z���

�z

�y�
�x� x�� y�� z���

�z

�z�
�x� x�� y�� z���

��� Soit l��equation di��erentielle
y� � �y 
 
 �

avec �� 
 � IR� Elle admet la solution y�x� � �
��� Malgr�e la r�egularit�e de la fonction
f�x� y� � �y

� cette solution est discontinue en � � �� Comment r�econcilier ce fait avec le
th�eor�eme sur la d�erivabilit�e par rapport aux param�etres�

��� Consid�erons l��equation du pendule

y�� 
 sin y � � � y��� � � � y���� � � �

o�u l�amplitude � est suppos�ee petite� Montrer que la solution peut �etre �ecrite sous la forme

y�x� � �y��x� 
 ��y��x� 
 ��y��x� 
O���� �

Calculer y��x�� y��x�� y��x��

�
� Calculer la r�esolvante R�x� x�� de l��equation

y� �

�
	�x �
��x� ��x

�
y

pour x� x� � �� Utiliser la transformation t � ln�x�� zi�t� � xi��yi�x��
Donner l�allure g�en�erale des syst�emes di��erentiels de dimension � 	 que l�on peut r�esoudre
�a l�aide de cette transformation�
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��� Montrer que l��equation �aij � IR�

y� �

�
a�� a��
a�� a��

�
y

est asymptotiquement stable si et seulement si

a�� 
 a�� � � et a��a�� � a��a�� � � �

��� Montrer que pour un syst�eme autonome y� � f�y� le #ot

"t � IRn � IRn � "t�y�� � y�t� �� y��

satisfait
"t � "s � "t�s �

��� Soit y� � Ay o�u A est une matrice n� n avec des coe�cients r�eels� Soit

�A��� � �n 
 a��
n�� 
 
 
 

 an���
 an

le polyn�ome caract�eristique de A� Montrer qu�une condition n�ecessaire pour la stabilit�e
asymptotique de y� � Ay est donn�ee par

a� � � � a� � � � 
 
 
 � an � � �

��� On consid�ere le polyn�ome p��� � �� 
 a��
� 
 a��
 a� �a coe�cients r�eels� Montrer que si

a� � �� a� � �� a�a� � a�

alors les racines �i du polyn�ome p��� satisfont 
�i � � �
Indication� Etudier la condition sur les coe�cients quand une racine de p��� traverse l�axe
imaginaire�
Remarque� Les conditions mentionn�ees sont �egalement n�ecessaires� c�est un cas particulier du
crit�ere de Routh�Hurwitz�

��� Aider James Watt �a r�esoudre son probl�eme de stabilit�e pour son moteur �a vapeur de loco�
motive� On a le syst�eme di��erentiel suivant�

�� � k cos�

 ��� F


�� � �� sin
 cos
� g sin
� b
�

avec k� F� g� b � �� � est la vitesse de rotation du moteur et l�acc�el�eration de 
 est d�etermin�ee
par la force centrifuge� poids et frotement �HNW��� p� ��$����
Pour � � �� calculer le point d��equilibre et d�eterminer sous quelles conditions le point est
asymptotiquement stable�

��� Calculer les solutions stationnaires de

y�� � �y�y�� � 	y�

y�� � y� � y��y�

et montrer que la solution nulle est stable�
Indication� Trouver a � � et b � � tels que la d�eriv�ee de V �x� � ay���x� 
 by���x� soit non
positive� �Une telle fonction s�appelle fonction de Lyapunov��

�	� Etudier la stabilit�e des quatre points critiques de l��equation di��erentielle �voir Fig� ��	�

y�� � �y� � y����� y� � y����

y�� � y��	� y�� �

��� �a� Montrer que

� y ��� y
�
� � � y �� � y� 
 �y�� 
 y���

� sin�
�

y�� 
 y��
� � y �� y�

poss�ede dans chaques voisininages de l�origine� une in�nit�e de solutions stables et une
in�nit�e de solutions instables�
Indication� Regarder l��equation di��erentielle en coordonn�ees polaires�

�b� Est�ce que la solution nulle est stable� asymptotiquement stable�



�� Equations di��erentielles ordinaires

��� On consid�ere l��equation y��x� � �A 
 B�x��y�x�� Montrer que si les valeurs propres de A
satisfont Re� � � et si B�x� � � pour x � � alors l��equation di��erentielle est asymptoti�
quement stable�
Indication� Utiliser la d�emonstration du Th�eor�eme ����

�
� Pour le �pendule double d�eterminer les �equations du mouvement en
utilisant le principe de Hamilton �voir Exercice II����� Prendre les
angles � et 
 comme coordonn�ees g�en�eralis�ees�

T �
m�

	
� %x�� 
 %y��� 


m�

	
� %x�� 
 %y���

U � m�gy� 
m�gy�

m�

���

m�

�� 




Chapitre IV

Equations di��erentielles lin�eaires

d�ordre �

Contrairement au Chapitre III� o�u nous avons trait�e surtout le probl�eme de Cauchy ��equation
di��erentielle avec valeurs initiales donn�ees�� nous allons �etudier des solutions d��equations
di��erentielles assujeties �a des conditions aux bords� Des exemples typiques sont ceux du
paragraphe II��� o�u on cherche des solutions d�une �equation di��erentielle d�ordre 	 satisfaisant
y�a� 
 A et y�b� 
 B� Dans ce chapitre� nous restreignons notre �etude �a des �equations
di��erentielles lin�eaires�

IV�� Probl�emes aux limites � introduction

Pour illustrer la di��erence entre un probl�eme de Cauchy et un probl�eme aux limites� nous
commen�cons par un exemple tr�es simple�

Exemple ��� Consid�erons l��equation di��erentielle

y�� � y 
 
�

dont la solution g�en�erale est donn�ee par y�x� 
 c� sinx � c� cos x� Avec des valeurs initiales
donn�ees� y�x�� 
 y�� y

��x�� 
 y��� le probl�eme poss�ede une solution unique quelles que soient
les valeurs de x�� y�� y

�
��

Si la solution cherch�ee est d�etermin�ee par des conditions aux bords d�un intervalle� on
peut avoir les trois possibilit�es suivantes�

a� y�
� 
 
� y��� 
 
 une in�nit�e des solutions� y�x� 
 c� sinx�

b� y�
� 
 
� y��� 
 � pas de solution�

c� y�
� 
 
� y��� 
 	 une solution unique� y�x� 
 �	� sin �� sinx�

Dans une grande partie de ce chapitre� nous consid�ererons l��equation di��erentielle lin�eaire

a��x�y�� � a��x�y� � a��x�y 
 h�x�� �����

o�u a��x�� a��x�� a��x� et h�x� sont continues sur l�intervalle �a� b� et o�u a��x� �
 
 sur �a� b��
Nous �etudions les solutions y � �a� b� � IR assujeties aux conditions aux limites �conditions
aux bords� conditions de fronti�ere�

��y�a� � ��y
��a� � ��y�b� � ��y

��b� 
 ��

��y�a� � ��y
��a� � ��y�b� � ��y

��b� 
 ���
���	�



�� Equations di��erentielles lin�eaires d�ordre �

Avec les abr�eviations

�Ly��x� �
 a��x�y���x� � a��x�y��x� � a��x�y�x�

B�y �
 ��y�a� � ��y
��a� � ��y�b� � ��y

��b�

B�y �
 ��y�a� � ��y
��a� � ��y�b� � ��y

��b��

o�u L � C���a� b�� � C���a� b�� et Bi � C���a� b�� � IR� le probl�eme s��ecrit sous la forme

Ly 
 h� B�y 
 ��� B�y 
 ��� �����

On parle d�un probl�eme homog�ene� si h�x� � 
 et �� 
 �� 
 
�

Th�eor�eme ��� �existence et unicit�e� Soient u�x�� v�x� deux solutions ind�ependantes de
Ly 
 
� Alors� le probl�eme ���	
 poss�ede une solution unique si et seulement si

det
�
B�u B�v
B�u B�v

�
�
 
� �����

Par cons�equent� le probl�eme ���	
 poss�ede une solution unique si et seulement si le probl�eme
homog�ene Ly 
 
� B�y 
 
� B�y 
 
 poss�ede une solution unique �alternative de Fredholm
�

D�emonstration� Soit w�x� une solution particuli�ere de Ly 
 h� La solution g�en�erale de
Ly 
 h est alors donn�ee par y�x� 
 c�u�x� � c�v�x� � w�x�� Cette solution v�eri�e les
conditions aux limites ���	� si et seulement si�

B�u B�v
B�u B�v

��
c�
c�

�


�
�� �B�w
�� �B�w

�
�

Sous la condition ������ ce syst�eme lin�eaire pour c�� c� poss�ede une solution unique�

Exemple ��� Consid�erons le probl�eme

y�� � y 
 
� y�a� 
 A� y�b� 
 B�

On peut prendre u�x� 
 cos x et v�x� 
 sinx� Par le Th�eor�eme ��	� ce probl�eme poss�ede une
solution unique si et seulement si

det
�

cos a sin a
cos b sin b

�

 cos a sin b� cos b sin a 
 sin�a� b� �
 
�

c���a�d�� si b� a �
 k� avec un entier k�

IV�� La fonction de Green

Le but de ce paragraphe est de d�eriver une formule analogue �a celle de la �variation des
constantes� pour le probl�eme aux limites�

L��equation ����� peut �etre �ecrite sous la forme �equivalente�
y
y�

��


�


 �
�a��x��a��x� �a��x��a��x�

��
y
y�

�
�
�



h�x��a��x�

�
�

Notons la r�esolvante de ce syst�eme lin�eaire par

R�x� a� 

�
R��x� a� R��x� a�
R���x� a� R���x� a�

�
�
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Alors� la solution particuli�ere de Ly 
 h qui satisfait aux conditions initiales y�a� 
 
�
y��a� 
 
 est donn�ee par

y�x� 

Z x

a
R��x� t�

h�t�

a��t�
dt 


Z b

a
G��x� t�h�t� dt�

o�u

G��x� t� 


�
R��x� t��a��t� si a � t � x � b


 si a � x � t � b �
�	���

Remarquons que la fonction R��x� a� est la solution de Ly 
 
 qui v�eri�e R��a� a� 
 
 et
R���a� a� 
 ��

Th�eor�eme ��� Sous les hypoth�eses d�existence et d�unicit�e du Th�eor�eme ���� il existe une
unique fonction continue G�x� t� sur �a� b� � �a� b� telle que la solution de Ly 
 h� B�y 
 
�
B�y 
 
 est donn�ee par

y�x� 

Z b

a
G�x� t�h�t� dt� �	�	�

Cette fonction s�appelle fonction de Green�

D�emonstration� Unicit�e� Soient G��x� t� et G��x� t� deux fonctions v�eri�ant �	�	�� Comme la
solution de Ly 
 h� B�y 
 
� B�y 
 
 est unique� on aZ b

a

�
G��x� t� �G��x� t�

�
h�t� dt 
 


pour toute fonction continue h�t�� Ceci implique G��x� t� 
 G��x� t� sur �a� b� � �a� b��
Existence� Cherchons la fonction G�x� t� sous la forme

G�x� t� 
 d��t�u�x� � d��t�v�x� � G��x� t�� �	���

o�u u�x�� v�x� sont deux solutions ind�ependantes de Ly 
 
 et d��t�� d��t� sont des fonctions
continues sur �a� b�� Avec cette fonction G�x� t� la fonction y�x� de �	�	� v�eri�e Ly 
 h�

Nous allons encore d�eterminer d��t� et d��t� de mani�ere �a ce que B�G��� t� 
 
 et
B�G��� t� 
 
 pour tout t � �a� b�� Ceci est �equivalent �a�

B�u B�v
B�u B�v

��
d��t�
d��t�

�

 �

�
B�G���� t�
B�G���� t�

�
�

Par hypoth�ese� ce syst�eme poss�ede une solution unique pour d��t�� d��t�� Evidemment� la
propri�et�e demand�ee pour G�x� t� entraine B�y 
 
 et B�y 
 
 pour la fonction de �	�	��

Exemple ��� Calculons la fonction de Green pour le probl�eme

y�� 
 
� y�
� 
 
� y��� 
 
�

On a R��x� t� 
 x� t et la fonction de Green est donc de la forme

G�x� t� 
 d��t� � � � d��t� � x �

�
x� t si 
 � t � x � �


 si 
 � x � t � � �
�	���

Les conditions G�
� t� 
 
 et G��� t� 
 
 impliquent d��t� 
 
 et d��t� � � � t 
 
� On en
d�eduit

G�x� t� 


�
t�x� �� si 
 � t � x � �

�t� ��x si 
 � x � t � � �
�	���

Par cons�equent� la solution de y�� 
 h�x�� y�
� 
 
� y��� 
 
 satisfait

y�x� 
 �x� ��
Z x

�
t h�t� dt � x

Z �

x
�t� ��h�t� dt�
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Remarques� La solution du probl�eme ����� satisfait

y�x� 
 y��x� �
Z b

a
G�x� t�h�t� dt�

o�u y��x� est la solution de Ly 
 
 satisfaisant les conditions aux bords B�y 
 �� et B�y 
 ���
On peut interpr�eter la fonction x �� G�x� t� comme solution de Ly 
 �t o�u �t est la

�fonction � de Dirac��

IV�� Probl�emes adjoints et auto�adjoints

Rappelons que� pour un op�erateur lin�eaire A dans IRn �donn�e par une matrice A�� l�op�erateur
adjoint A� est d�e�ni par la relation hAu� vi 
 hu�A�vi� Il est donn�e par la transpos�ee AT de
la matrice A�

Dans le contexte des �equations di��erentielles� consid�erons le produit scalaire

hf� gi 

Z b

a
f�x�g�x� dx �����

sur C��a� b�� �o�u �a� b� est un intervalle compact� et un probl�eme aux limites donn�e par
L�B�� B�� Le but de ce paragraphe est de d�eterminer L�� B�� � B

�
� tels que

hLy� zi 
 hy� L�zi ���	�

pour toutes fonctions y� z � C���a� b�� satisfaisant B�y 
 B�y 
 
 et B��z 
 B��z 
 
�

Lemme ��� Soient a� � C���a� b��� a� � C���a� b�� et a� � C���a� b�� avec a��x� �
 
 sur �a� b��
Avec l�op�erateur

L�z �
 �a��x�z��� � �a��x�z�� � a��x�z �����

on a l�identit�e

hLy� zi � hy� L�zi 
 a��x�
�
y��x�z�x� � y�x�z��x�

����b
a

�
�
a��x� � a���x�

�
y�x�z�x�

���b
a

�����

pour toutes fonctions y� z � C���a� b��� L�op�erateur L� de �	�	
 est appel�e op�erateur adjoint
de L�

D�emonstration� Dans l�expression

hLy� zi 

Z b

a

�
a��x�y���x� � a��x�y��x� � a��x�y�x�

�
z�x� dx �����

il faut �eliminer les d�eriv�ees de y�x�� Ceci se fait par int�egration par parties comme suit�Z b

a
a��x�y���x�z�x� dx 
 y��x�a��x�z�x�

���b
a
�
Z b

a
y��x��a�z���x� dx


 y��x�a��x�z�x�
���b
a
� y�x��a�z���x�

���b
a

�
Z b

a
y�x��a�z����x� dxZ b

a
a��x�y��x�z�x� dx 
 y�x�a��x�z�x�

���b
a
�
Z b

a
y�x��a�z���x� dx�

En ins�erant ces deux int�egrales dans ������ on obtient l�identit�e d�esir�ee�
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Th�eor�eme ��� Consid�erons le probl�eme Ly 
 
� B�y 
 
� B�y 
 
� o�u L satisfait les
hypoth�eses du Lemme 	�� et o�u les vecteurs ���� ��� ��� ��� et ���� ��� ��� ��� d�e�nissant B�

et B� sont lin�eairement ind�ependants� Alors� il existe

B��z 
 ��z�a� � ��z
��a� � ��z�b� � ��z

��b�

B��z 
 ��z�a� � ��z
��a� � ��z�b� � ��z

��b��
�����

tels que hLy� zi 
 hy� L�zi pour toutes les fonctions y� z � C���a� b�� satisfaisant B�y 
 B�y 


 et B��z 
 B��z 
 
� Les coe�cients �i et �i ne sont pas uniques� mais l�espace des fonctions
z qui satisfont B��z 
 B��z 
 
 est unique�

D�emonstration� Le membre droit de l��equation ����� peut �etre �ecrit sous la forme �y TC�z o�u
�y 
 �y�a�� y��a�� y�b�� y��b��T � �z 
 �z�a�� z��a�� z�b�� z��b��T et

C 

��D�a� 



 D�b�

�
avec D�x� 


�
a��x�� a���x� �a��x�

a��x� 


�
�

Consid�erons une matrice inversible B de dimension �� dont les deux premi�eres colonnes sont
les vecteurs ���� ��� ��� ���

T et ���� ��� ��� ���
T � On a alors que �B�y� B�y� � � � � 
 �y TB et on

obtient
�y TC�z 
 �B�y� B�y� � � � �B��C�z�

Si l�on d�enote par ���� ��� ��� ��� et ���� ��� ��� ��� les deux derni�eres lignes de la matrice
B��C� on voit que �y TC�z 
 
 �et donc hLy� zi 
 hy� L�zi� pour des fonctions y� z satisfaisant
B�y 
 B�y 
 
 et B��z 
 B��z 
 
�

Les coe�cients �i et �i d�ependent du choix de la matrice B� Si bB est une autre matrice
inversible dont les deux premi�eres colonnes sont comme pour B� on a

bB 
 B
�
I U

 V

�
et bB�� 


�
I �UV ��

 V ��

�
B���

o�u I est la matrice identit�e de dimension 	� Les coe�cients b�i et b�i� qui correspondent au
choix bB� sont alors reli�es avec �i et �i par� b�� b�� b�� b��b�� b�� b�� b��

�

 V ��

�
�� �� �� ��
�� �� �� ��

�
�

Ils d�e�nissent alors des conditions aux bords qui sont �equivalentes �a ������

D�e�nition ��� Si le probl�eme L�B�� B� satisfait les hypoth�eses du Th�eor�eme ��	� on appelle
L�� B�� � B

�
� � donn�ees par ����� et ������ le probl�eme aux limites adjoint�

Le probl�eme est dit auto
adjoint� si L� 
 L et si les conditions B��z 
 B��z 
 
 sont
�equivalentes �a B�z 
 B�z 
 
�

En d�eveloppant l�expression ����� pour L�z on obtient

L�z 
 a��x�z�� � �	a���x� � a��x��z� � �a����x�� a���x� � a��x��z�

L�op�erateur L est donc auto�adjoint� si et seulement si a���x� 
 a��x�� c���a�d�� s�il est de la
forme Ly 
 �a��x�y��� � a��x�y�

Exemple ��	 Le probl�eme

�a��x�y��� � a��x�y 
 
 a� � C���a� b�� et a��x� �
 
 sur �a� b�� a� � C���a� b���
�y�a� � �y��a� 
 
 j�j� j�j 	 
�

�y�b� � �y��b� 
 
 j�j� j�j 	 




�
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est un probl�eme auto�adjoint� Pour voir ceci� il su�t de d�emontrer que

hLy� zi � hy� Lzi 
 a��x�
�
y��x�z�x� � y�x�z��x�

����b
a

�voir le Lemme ���� s�annule pour toutes les fonctions y et z satisfaisant les conditions aux
bords� On voit facilement que y��x�z�x� � y�x�z��x� s�annule pour x 
 a et pour x 
 b� Par
exemple� si � �
 
� on a

y��a�z�a� � y�a�z��a� 
 y��a�
�
��

�
z��a�

�
�
�
��

�
y��a�

�
z��a� 
 
�

Proposition ��
 Sous les hypoth�eses du Th�eor�eme 	��� le probl�eme Ly 
 
� B�y 
 
�
B�y 
 
 poss�ede une solution unique� si et seulement si le probl�eme adjoint L�z 
 
�
B��z 
 
� B��z 
 
 poss�ede une solution unique�

Les fonctions de Green pour les deux probl�emes satisfont alors

G��x� t� 
 G�t� x�� �����

En particulier� la fonction de Green d�un probl�eme auto
adjoint est sym�etrique�

D�emonstration� Supposons que Ly 
 
� B�y 
 
� B�y 
 
 poss�ede une solution unique et
notons par z une solution de L�z 
 
� B��z 
 
� B��z 
 
� Avec y�x�� solution de Ly 
 z�
B�y 
 
� B�y 
 
� on obtient

kzk� 
 hz� zi 
 hLy� zi 
 hy� L�zi 
 hy� 
i 
 
�

Donc z 
 
 et l�unicit�e de la solution du probl�eme adjoint est d�emontr�ee�
Pour d�emontrer la relation ������ consid�erons deux fonctions continues f�x� et g�x� et

d�e�nissons

y�x� 

Z b

a
G�x� t�f�t� dt� z�x� 


Z b

a
G��x� t�g�t� dt�

Par d�e�nition de la fonction de Green� les fonctions y et z satisfont Ly 
 f� B�y 
 
� B�y 
 

et L�z 
 g� B��z 
 
� B��z 
 
� La relation hLy� zi 
 hy� L�zi �c���a�d�� hf� zi 
 hy� gi� implique
alors Z b

a

Z b

a

�
G��x� t� �G�t� x�

�
f�x�g�t� dt dx 
 
�

Comme cette relation est v�eri��ee pour toutes fonctions continues f et g� on en d�eduit la
relation ������

IV�� Le probl�eme de Sturm�Liouville

Une motivation du probl�eme de Sturm�Liouville �voir plus bas
pour sa d�e�nition� est l��etude de l��equation de la chaleur


u


t




�u


x�
pour x � �
� ��� t 	 
�

u�t� 
� 
 
� u�t� �� 
 
 �conditions aux bords�

u�
� x� 
 f�x� �condition initiale��
t

u
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L�id�ee consiste �a chercher des solutions de la forme u�t� x� 
 z�t� � y�x� ��s�eparation des
variables��� L��equation aux d�eriv�ees partielles devient alors z��t�y�x� 
 z�t�y���x� ce qui est
�equivalent �a

z��t�

z�t�



y���x�

y�x�

 �

�� est forcement constant� car z��t��z�t� ne d�epend que de t et y���x��y�x� seulement de x��
On est alors conduit au probl�eme

y�� 
 �y� y�
� 
 
� y��� 
 
 �����

et �a la question� pour quel � ce probl�eme poss�ede
t
il une solution non
nulle� Dans ce cas
particulier� il est facile de trouver la r�eponse� La solution g�en�erale de y�� 
 �y est c�e

p
�x �

c�e
�
p
�x �si � �
 
�� Donc� le probl�eme ����� poss�ede une solution non�nulle si et seulement si


 
 det
�

� �
e
p
� e�

p
�

�

 e�

p
� � e

p
� 
 e�

p
���� e�

p
���

Par cons�equent� il faut que 	
p
� 
 	k�i avec un entier k �
 
� et donc � 
 �k���� La

solution non�nulle de ����� est donn�ee par y�x� 
 sin�k�x�� Comme e�t est une solution de
z� 
 �z� on obtient e�k

���t sin�k�x� comme solution de l��equation de la chaleur qui v�eri�e
les conditions aux bords� Par lin�earit�e� on voit que

u�t� x� 

X
k��

cke
�k���t sin�k�x� ���	�

est aussi une solution� Pour satisfaire la condition initiale f�x� 
 u�
� x� 

P

k�� ck sin�k�x��
on choisit ck comme coe�cient de Fourier de la fonction f�x��

Pour un probl�eme plus g�en�eral que l��equation de la chaleur� par exemple�


u


t



�

r�x�

�




x

�
p�x�


u


x

�
� q�x�u

�
�����

avec les conditions aux bords u�t� 
� 
 
 �Dirichlet� et �u
�x

�t� �� 
 
 �Neumann� et la condition
initiale u�
� x� 
 f�x�� la �s�eparation des variables� donne

z��t�

z�t�



�

r�x�y�x�

�
�p�x�y��x��� � q�x�y�x�

�

 ���

Il faut alors �etudier l�existence de solutions non�nulles du probl�eme

�p�x�y��� � q�x�y � �r�x�y�x� 
 
� y�
� 
 
� y���� 
 
�

Formulation du probl�eme de Sturm�Liouville� Consid�erons

Ly � �ry 
 
� B�y 
 
� B�y 
 
 �����

o�u

Ly 
 �p�x�y��� � q�x�y p � C���a� b�� et p�x� 	 
 sur �a� b�� q � C���a� b��
B�y 
 �y�a� � �p�a�y��a� j�j� j�j 	 


B�y 
 �y�b� � �p�b�y��b� j�j� j�j 	 
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et o�u r�x� est continue et strictement positive sur �a� b�� Le probl�eme consiste �a chercher des
nombres complexes � et des fonctions non�nulles y�x�� tels que ����� est v�eri��e� On appelle
� une valeur propre et y�x� une fonction propre du probl�eme de Sturm�Liouville� Le but est
d��etudier les valeurs propres et les fonctions propres et de montrer l�existence d�une in�nit�e
de valeurs propres comme c�est le cas pour le probl�eme ������

Th�eor�eme 	�� Les valeurs propres du probl�eme de Sturm�Liouville sont

	 r�eelles �parce que le probl�eme est auto
adjoint
�

	 simples �c�
�a
d�� les fonction propres forment un espace de dimension �
�

D�emonstration� Soient � 
 �� � i�� une valeur propre et y 
 y� � iy� une fonction propre
correspondante� Les parties r�eelles et imaginaires de ����� donnent

Ly� � r���y� � ��y�� 
 
 B�y� 
 
 B�y� 
 


Ly� � r���y� � ��y�� 
 
 B�y� 
 
 B�y� 
 
�

Comme le probl�eme L�B�� B� est auto�adjoint� on a


 
 hLy�� y�i � hy�� Ly�i



Z b

a
r�x�

�
���y��x� � ��y��x�

�
y��x� dx �

Z b

a
r�x�

�
��y��x� � ��y��x�

�
y��x� dx


 ��

Z b

a
r�x�

�
y���x� � y���x�

�
dx�

Ceci d�emontre �� 
 
� car r�x� 	 
 sur �a� b� et y� � iy� �
 
�
Supposons que� pour un � �x�e� le probl�eme ����� poss�ede deux solutions ind�ependantes

u�x� et v�x�� Alors� toutes les solutions de Ly��ry 
 
 sont de la forme y�x� 
 c�u�x��c�v�x�
et satisfont B�y 
 B�y 
 
� Ceci est une contradiction� car on peut choisir y�a�� y��a� tels
que �y�a� � �p�a�y��a� �
 
�

Une cons�equence de ce th�eor�eme est que les fonctions propres peuvent �etre choisies r�eelles�
En e�et� si y 
 y��iy� est une fonction propre pour un � � IR� y� et y� sont aussi des fonctions
propres pour �� Elles sont donc lin�eairement d�ependantes�

Th�eor�eme 	�� �orthogonalit�e des fonctions propres� Soit y�x� une fonction propre
pour la valeur propre � et soit z�x� une fonction propre pour � �� �
 �
� Alors�Z b

a
r�x�y�x�z�x� dx 
 
�

D�emonstration� Comme y et z satisfont les conditions aux bords� on a


 
 hLy� zi � hy� Lzi 
 ��hry� zi� �hy� rzi 
 ��� ��
Z b

a
r�x�y�x�z�x� dx�

L�a�rmation est alors une cons�equence de � �
 ��

Exemple 	�� Pour le probl�eme

y�� � �y 
 
� y�
� 
 
� y��� 
 


�voir ������ les valeurs propres sont �k 
 k��� et les fonctions propres sont yk�x� 
 sin�k�x��
Le Th�eor�eme ��	 est une g�en�eralisation de la relation bien connueZ �

�
sin�k�x� sin�
�x� dx 
 
 si k �
 
�
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IV�� Th	eor�eme de comparaison de Sturm

Nous allons d�emontrer qu�un probl�eme auto�adjoint poss�ede une in�nit�e de valeurs propres
�k qui tendent vers �
�

Th�eor�eme 
�� �Sturm ���
� Consid�erons les deux �equations di��erentielles

�p�x�y��� � q�x�y 
 


�bp�x�by ��� � bq�x�by 
 

�����

�p�x�� bp�x� contin�ument di��erentiables et q�x�� bq�x� continues
 et supposons que


 � bp�x� � p�x�� bq�x� � q�x� sur �a� b�� ���	�

Si les solutions y�x�� by�x� sont lin�eairement ind�ependantes et si y�x�� 
 y�x�� 
 
 avec
x� � x�� alors il existe x� � �x�� x�� tel que by�x�� 
 
�

D�emonstration� Les expressions y�x� et p�x�y��x� ne s�annulent pas en m�eme temps �sinon
y�x� � 
� ce qui n�est pas possible�� On peut donc utiliser des coordonn�ees polaires

p�x�y��x� 
 ��x� cos��x�� y�x� 
 ��x� sin��x�

o�u ��x� 	 
 sur �a� b�� On calcule les d�eriv�ees

�p�x�y��x��� 
 ���x� cos��x� � ��x����x� sin��x�

y��x� 
 ���x� sin��x� � ��x����x� cos��x�

et� en utilisant ������ on obtient les �equations di��erentielles suivantes�

�� 

�

p�x�
cos� � � q�x� sin� �� �� 


� �

p�x�
� q�x�

�
sin� cos� � �� �����

De la m�eme mani�ere on d�e�nit b��x�� b��x� et on obtient des �equations di��erentielles analogues�
Supposons maintenant que x�� x� soient deux z�eros cons�ecutifs de y�x�� Alors ��x�� et

��x�� sont des multiples entiers de �� De l��equation di��erentielle ������ on voit que ���x�� 	 

et ���x�� 	 
� Donc� on peut supposer que

��x�� 
 
� ��x�� 
 �� b��x�� � �
� ��

�on suppose by�x�� � 
� sinon on multiplie by�x� par ���� L�hypoth�ese ���	� nous donne
l�in�egalit�e di��erentielle

b� � 

�bp�x�

cos� b� � bq�x� sin� b� � �

p�x�
cos� b� � q�x� sin� b�� �����

Comme b��x�� � ��x��� on en d�eduit �utiliser le Th�eor�eme III���	� pour �etre pr�ecis� il faut
soustraire un � 	 
 et consid�erer la limite �� 
� que

b��x� � ��x� pour tout x � �x�� x���

Dans le cas o�u il existe x� � �x�� x�� avec b��x�� 	 ��x��� on a b��x� 	 ��x� pour tout
x � x� �car b��x� � e��x� 	 ��x� o�u e��x� est la solution de ����� avec e��x�� 
 b��x����
Comme ��x�� 
 �� il existe alors x� � �x�� x�� avec b��x�� 
 �� c���a�d�� by�x�� 
 
�
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Dans le cas contraire� on a b��x� 
 ��x� sur �x�� x��� Ceci implique b� ��x� 
 ���x� et� �bp�x�
� �

p�x�

�
cos� ��x� �

�bq�x� � q�x�
�

sin� ��x� 
 
�

Par l�hypoth�ese ���	� les deux termes s�annulent s�eparement�

�bp�x�
cos��x� 


�

p�x�
cos��x�� bq�x� sin��x� 
 q�x� sin��x��

On voit donc que ��x� et b��x� sont solutions de la m�eme �equation di��erentielle du type
�� 
 a�x��� On en d�eduit que b��x� 
 C��x� et by�x� 
 Cy�x�� ce qui est une contradiction�

Exemple 
�� Comme illustration pour la d�emonstration du th�eor�eme suivant� nous consi�
d�erons le probl�eme

���� 
�� sin� x�y��� � �x� ��y 
 
� y�
� 
 
� y��� 
 
� �����

Fig� ��� �dessin de gauche� montre les solutions de l��equation di��erentielle ����� avec pour
valeurs initiales y�
� 
 
� y��
� 
 � et pour les valeurs � 
 	��� 	�� � �� 	�� � 	�� pour
� 
 �� � � ��� � � ��� ainsi que pour � 
 �� � � ��� � � �	� �� 
 
�
��� On peut observer que
les racines de la solution se d�eplacent vers la gauche �en direction de l�origine�� si � cro� t�

Le dessin de droite montre les cinq premi�eres fonctions propres du probl�eme ������ nor�
malis�ees �a y��
� 
 �� Les valeurs propres de ce probl�eme sont 	��		�� ���
��� ��

��� �������
����	��� ���
��� 	������ �	��
�� �
����� �
�
��� � � �

1 2 3

−.5

.0

.5

1.0

1 2 3

−.5

.0

.5

1.0�
	��

�
�

�
�

y��x�

y��x�

y��x�

Fig� ��� � Solutions du probl�eme de Sturm�Liouville �Exemple ���


Th�eor�eme 
�� Consid�erons le probl�eme

�p�x�y��� � q�x�y � �y 
 
� y�
� 
 
� y��� 
 
� �����

o�u p�x� est contin�ument di��erentiable et strictement positive sur �
� ��� et o�u q�x� est conti

nue� Alors� les valeurs propres et les fonctions propres satisfont�

	 les valeurs propres forment une suite in�nie �� � �� � �� � � � � �

	 la j�eme fonction propre yj�x� poss�ede exactement j z�eros dans l�intervalle ouvert �
� ���

	 entre deux z�eros cons�ecutifs de yj�x� il y a un z�ero unique de yj���x��

	 si 
 � K� � p�x� � K� et L� � q�x� � L� sur �
� ��� alors

� L� � K�j
��� � �j � �L� � K�j

���� �����

en particulier� �j �
 pour j �
�
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D�emonstration� Notons par y�x� �� la solution de

�p�x�y��� � �q�x� � ��y 
 
� y�
� 
 
� y��
� 
 � �����

�on peut supposer la normalisation y�j�
� 
 � pour les fonctions propres�� La fonction y�x� ��
est de classe C� �voir le paragraphe III���� Notons par �j��� la j�eme racine positive de
y�x� �� 
 
� Cette racine est simple ��a cause de l�unicit�e de la solution� et donc �j��� est
contin�ument di��erentiable �par le th�eor�eme des fonctions implicites��

a� Montrons d�abord que �j��� est strictement d�ecroissant

�j�� � !�� � �j��� pour !� 	 
�

L�id�ee est d�appliquer le Th�eor�eme ��� avec bp�x� 
 p�x� et avec q�x� et bq�x� remplac�es par
q�x��� et q�x����!� respectivement� Entre 
 et ����� il y a donc un z�ero de y�x� ��!���
c���a�d�� ���� � !�� � ������ Entre ����� et ����� il y a un autre z�ero de y�x� � � !��� donc
���� � !�� � ������ etc�

b� Comparons l��equation di��erentielle ����� avec K�by �� � �L� � ��by 
 
 � dont by�x� 


sin�x
q

�L� � ���K�� est une solution� Si

L� � � � K�j
����

le nombre de z�eros de by�x� dans �
� �� est � j� �� Par le Th�eor�eme ��� de Sturm� le nombre
de z�eros de y�x� �� dans �
� �� est aussi � j � � �argumenter par l�absurde��

c� Comparons encore avec K�by �� � �L� � ��by 
 
 � et by�x� 
 sin�x
q

�L� � ���K��� Si

L� � � 	 K�j
����

le nombre de z�eros de by�x� dans �
� �� est � j� En �echangeant les r�oles de y et by dans le
Th�eor�eme ���� on voit que le nombre de z�eros de y�x� �� dans �
� �� est aussi � j�

Les a�rmations du th�eor�eme sont une cons�equence directe de ces trois propri�et�es� L�exis�
tence d�une suite in�nie de valeurs propres et l�estimation ����� suivent de �b� et �c�� La
monotonie de �j��� implique les propri�et�es a�rm�ees concernant des fonctions propres�

Remarque� Sous les hypoth�eses du Th�eor�eme ��� les fonctions propres engendrent tout l�es�
pace L���a� b��� Une s�erie comme dans ���	� nous permet donc de satisfaire la condition
initiale pour ������

IV�
 Equations di�	erentielles avec des singularit	es

Les vibrations transversales de la membrane d�un tambour sont d�ecrites par l��equation des
ondes


�u


t�

 c�!u pour �x� y� � " et t 	 
� �����

o�u " 
 f�x� y� � x� � y� � �g� La valeur u�t� x� y� repr�esente le d�eplacement transversal d�un
point �x� y� de la membrane en fonction du temps� On suppose u�t� x� y� 
 
 pour �x� y� �

" �la membrane est �x�ee au bord� et des valeurs initiales pour u�
� x� y� et �u

�t
�
� x� y��

Comme dans le paragraphe IV�� pour l��equation de la chaleur� la �s�eparation des variables�
u�t� x� y� 
 T �t� � v�x� y� conduit �a

T ��

c�T



!v

v

 ����
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L��equation di��erentielle pour T �t� donne les oscillations en temps et v�x� y� doit satisfaire

!v � ��v 
 
 sur "
v 
 
 sur 
"�

���	�

Pour r�esoudre ce probl�eme sur le disque "� il est naturel d�introduire des coordonn�ees polaires
x 
 r cos�� y 
 r sin� et de consid�erer la fonction w�r� �� 
 v�x� y� 
 v�r cos�� r sin��� Un
calcul direct montre que le probl�eme ���	� devient


�w


r�
�

�

r


w


r
�

�

r�

�w


��
� ��w 
 
 �����

w��� �� 
 
� w�r� 
� 
 w�r� 	���

w


�
�r� 
� 



w


�
�r� 	��� �����

o�u la limite limr��w�r� �� est constante et ind�ependante de �� Une deuxi�eme �s�eparation
des variables� w�r� �� 
 a�r� � z��� donne

r�a�� � ra� � ��r�a

a

 �z��

z

 C�

La condition de p�eriodicit�e z�
� 
 z�	��� z��
� 
 z��	�� implique que C 
 n� avec un entier
n� Les solutions pour z��� sont alors z��� 
 c� cosn� � c� sinn�� Pour la fonction a�r� on
obtient l��equation di��erentielle

r�a�� � ra� � ���r� � n��a 
 
 �����

avec les conditions aux bords

a��� 
 
 et a�
� 


�

 si n 	 


une valeur �nie si n 
 
�

Pour � �
 
 la transformation x 
 �r et y�x� 
 a�r� �elimine le param�etre � de l��equation
di��erentielle et ����� devient l��equation de Bessel

x�y�� � xy� � �x� � n��y 
 
� �����

Nous allons d�emontrer plus tard dans ce paragraphe que cette �equation di��erentielle poss�ede
une solution Jn�x� qui est born�ee pour x � 
 �on a Jn�
� 
 
 pour n 	 
� et qui poss�ede
une in�nit�e de z�eros positifs 
 � jn� � jn� � jn� � � � � �voir la Fig� ��� et l�Exercice ���� La
fonction a�r� 
 Jn�jnkr� satisfait alors ����� avec � 
 jnk et aussi a��� 
 
� Par cons�equent�

Jn�jnkr� cosn� et Jn�jnkr� sinn�

sont des solutions de ���	� �Fig� ��	�� Par superposition� on obtient la solution g�en�erale�

0 5 10 15 200

1

.5 1.00

1

Fig� ��� � Fonctions de Bessel Jn�x� �gauche
� J��j�kr� �droite




Equations di��erentielles lin�eaires d�ordre � ��

n=0, k=1, j= 2.4048 n=0, k=2, j= 5.5201 n=0, k=3, j= 8.6537 n=0, k=4, j=11.7915

n=1, k=1, j= 3.8317 n=1, k=2, j= 7.0156 n=1, k=3, j=10.1735 n=1, k=4, j=13.3237

n=2, k=1, j= 5.1356 n=2, k=2, j= 8.4172 n=2, k=3, j=11.6198 n=2, k=4, j=14.7960

n=3, k=1, j= 6.3802 n=3, k=2, j= 9.7610 n=3, k=3, j=13.0152 n=3, k=4, j=16.2235

Fig� ��	 � Fonctions propres Jn�jnkr� cosn� du Laplacien sur le disque

Une particularit�e de l��equation de Bessel ����� est que le coe�cient a��x� 
 x� de y��

s�annule en un point o�u on s�int�eresse �a la solution�

D�e�nition 
�� Si l��equation di��erentielle est sous la forme

�x� x��
�y�� � �x� x��p�x�y� � q�x�y 
 
� �����

o�u p�x� et q�x� sont analytiques dans un voisinage de x�� alors le point x� s�appelle point
singulier r�egulier de l��equation di��erentielle�

Exemple 
�� Le point x 
 
 est un point singulier r�egulier de l��equation de Bessel ������
Pour l��equation hyperg�eometrique

x��� x�y�� � �c� �a � b � ��x�y� � aby 
 
 �����

les points x 
 
 et x 
 � sont singuliers r�eguliers �multiplier l��equation par x��� � x� pour
voir que ����� est sous la forme ����� proche de l�origine��

Pour r�esoudre ������ �ecrivons les fonctions p�x�� q�x� sous la forme d�une s�erie

p�x� 

X
j��

pj�x� x��
j� q�x� 


X
j��

qj�x� x��
j� �����

Si p�x� 
 p� et q�x� 
 q� sont constantes ��equation de Cauchy� voir �HW��� Sect� II����� on
trouve des solutions de la forme y�x� 
 �x� x��

� o�u ���� �� � p�� � q� 
 
� Ceci sugg�ere
de chercher des solutions de ����� sous la forme

y�x� 
 �x� x��
�
X
j��

cj�x� x��
j 


X
j��

cj�x� x��
j�� avec c� �
 
� ����
�
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On calcule les d�eriv�ees

y��x� 

X
j��

cj�j � ���x� x��
j����� y���x� 


X
j��

cj�j � ���j � �� ���x� x��
j����

et on les insert dans l��equation di��erentielle ������ En comparant les coe�cients de �x�x��k���
on voit que y�x� de ����
� est une solution de ����� si et seulement si pour tout k � 


ck�k � ���k � �� �� �
kX

j��

cj�j � ��pk�j �
kX

j��

cjqk�j 
 
�

Cette relation peut �etre �ecrite sous la forme

ckf�k � �� �
k��X
j��

cj
�
�j � ��pk�j � qk�j

�

 
 ������

avec

f��� 
 ���� �� � �p� � q�� ����	�

Pour k 
 
 on obtient c�f��� 
 
 et donc f��� 
 
 �car c� �
 
�� Comme f��� est un
polyn�ome de degr�e 	� on a en g�en�eral deux choix possibles pour la valeur de ��

Lemme 
�� Soit c� arbitrairement donn�e et supposons que

f��� 
 
 et f�� � k� �
 
 pour k 
 �� 	� � � � �

Alors� la s�erie
P

k�� ck�x� x��
k avec les coe�cients ck donn�es par �����
� poss�ede un rayon

de convergence � min��p� �q�� o�u �p et �q sont les rayons de convergence des s�eries ����
�

D�emonstration� Le fait que f���k� est un polyn�ome de degr�e 	 en k et l�hypoth�ese f���k� �


 pour k 
 �� 	� � � � impliquent que

jf�� � k�j � �k� pour k 
 �� 	� � � �

avec un � 	 
� Fixons maintenant un � � min��p� �q�� On a alors

jpjj�j �Mp et jqjj�j �Mq pour j 
 �� 	� � � �

et la relation ������ implique que pour k � �

jckj � �

�k�

k��X
j��

jcjj
�
jj � �jMp � Mq

�
�j�k � M

k

k��X
j��

jcjj�j�k

avec une constante M � �� Par r�ecurrence sur k� on en d�eduit que

jckj � jc�jMkM����k pour k 
 �� 	� � � �

�utiliser l�in�egalit�e � �M
Pk��

j�� j
M�� � kM�� Ceci entra� ne que le rayon de convergence de la

s�erie
P

k�� ck�x� x��
k est � ��
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Si �� et �� �avec ��� � ���� sont les deux racinces de l��equation f��� 
 
� la fonction

y��x� 
 �x� x��
��
X
j��

cj�����x� x��
j

est une solution de ������ car f��� � k� �
 
 pour tout k � �� Nous avons not�e les coe�cients
cj de ������ par cj��� pour indiquer la d�ependance du param�etre �� Comment trouve�t�on
une deuxi�eme solution de ����� qui est lin�eairement ind�ependante de y��x�#

Cas �� Si �� � �� �� ZZ� on est s�ur que f��� � k� �
 
 pour k � �� Donc�

y��x� 
 �x� x��
��
X
j��

cj�����x� x��
j

est une deuxi�eme solution de ������ Elle est ind�ependante de y��x�� car les termes dominants
poss�edent des puissances di��erentes�

Cas �� Si �� � �� 
 m � ZZ� on a que f��� � m� 
 
 et la relation ������ ne permet pas de
calculer cm� Inspir�es par les �equations de Cauchy� o�u x� et x� lnx sont des solutions si � est
une racine double du polyn�ome caract�eristique� nous cherchons une deuxi�eme solution sous
la forme

y��x� 
 Cy��x� ln�x� x�� � �x� x��
��
X
j��

dj�x� x��
j� ������

Si l�on insert y��x� dans l��equation di��erentielle ������ le terme avec le logarithme se simpli�e
et on peut d�eterminer dj et C par comparaison des m�emes puissances de �x� x��

���j�

Exemple 
�	 �Equation de Bessel� Appliquons cette proc�edure �a l��equation de Bessel

x�y�� � xy� � �x� � n��y 
 
� ������

o�u n � IR� n � 
� En ins�erant ����
� avec x� 
 
 dans ������ on obtientX
j��

cj�j � ���j � �� ��xj�� �
X
j��

cj�j � ��xj�� � �x� � n��
X
j��

cjx
j�� 
 
�

Une comparaison des coe�cients donne

c�
�
���� �� � �� n�

�

 
 ������

c�
�
�� � ��� � �� � ��� n�

�

 
 ������

cj
�
�j � ���j � �� �� � �j � ��� n�

�
� cj�� 
 
� ������

Comme c� �
 
� l��equation ������ implique �� � n� 
 
� c���a�d�� �� 
 n et �� 
 �n� En
utilisant �� 
 n�� l��equation ������ devient c��	� � �� 
 
 et on obtient c� 
 
 �a condition
que � �
 ���	 �supposons pour le moment que ceci est le cas�� L��equation ������ donne
cj � j�j � 	�� � cj�� 
 
� Le fait que c� 
 
 implique que cj 
 
 pour tout j impair� Pour
j 
 	k on a c�k � �k�k � �� � c�k�� 
 
 et on voit par r�ecurrence que

c�k 

����k

�k k$
Qk

i���i � ��
c�

si � �
 ����	� � � � � Avec le choix c� 
 �	�%�� � ������ o�u %�� � �� 

R�
� e�xx� dx est la

fonction gamma d�Euler �voir �HW��� Sect� III����� la fonction y�x� de ����
� devient

J��x� 

�x

	

�� X
k��

����k

k$ %�� � k � ��

�x
	

��k
� ������



�
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Cette fonction s�appelle fonction de Bessel d�indice �� Avec l�interpr�etation �
���	


 �
����	 


�
����	 
 � � � 
 
� elle est d�e�nie pour tout � � IR� Le crit�ere du quotient

��� c�k
c��k��	

��� 
 ��k � ���k � � � �� �


montre que la s�erie dans ������ converge pour tout x � IR�
Par construction� Jn�x� et J�n�x� sont des solutions de ������� Pour n �� ZZ� n � 
 on

a que Jn�x� � 
 et J�n�x� � 
 si x � 
� Les deux fonctions sont donc lin�eairement
ind�ependantes et la solution g�en�erale de ������ est donn�ee par C�Jn�x� � C�J�n�x��

Pour n � ZZ on a
J�n�x� 
 ����nJn�x��

Cette formule est obtenue par un calcul direct�

J�n�x� 

�x

	

��n X
k�n

����k

k$ ��n � k�$

�x
	

��k



�x
	

��nX
j��

����j�n

�j � n�$ j$

�x
	

��j��n

 ����n

�x
	

�nX
j��

����j�n

j$ �n � j�$

�x
	

��j

 ����nJn�x��

Une deuxi�eme solution ind�ependante peut �etre trouv�ee avec l�ansatz

Yn�x� 
 CJn�x� lnx � x�n
X
j��

djx
j

�voir l��equation ��������

IV�� Exercices

�� Est�ce que le probl�eme
y�� � h�x�

avec pour conditions aux limites p�eriodiques y��� � y��� 	 y���� � y���� poss�ede une
solution unique


�� On consid�ere le probl�eme

�a��x�y
��� � a��x�y � � �
���

�y�a� � �y��a� � � �
���

�y�b� � �y��b� � � �
���

o�u a��x� est continue	 a��x� est contin�ument di��erentiable et a��x� �� � pour x � �a� b��

�a� En utilisant le th�eor�eme de Liouville	 montrer que pour deux solutions u�x� et v�x� de
�
��� on a

a��x�

�
u�x�v��x�� v�x�u��x�

�
� C � const� �
���

�b� Supposons que la solution de �
�����
��� soit unique et notons par u�x� une solution de
�
��� satisfaisant �
���	 et par v�x� une solution de �
��� satisfaisant �
���� Montrer que
la fonction de Green est donn�ee par

G�x� t� �

�
�
Cu�x�v�t� si x � t
�
Cu�t�v�x� si x � t

o�u C est la constante de �
����
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�� En utilisant le r�esultat de l�exercice pr�ec�edent	 calculer la fonction de Green de

xy�� � y� � � � y��� � �� y��� � ��

y�� � y � � � y�a� � �� y�b� � ��

�� Calculer la fonction de Green de

y�� � �� y��� � �y��� � �� �y���� � y���� � ��

Le r�esultat est G�x� t� � jx� tj�� � �x� t���� ����

�� Soit le probl�eme

a��x�y
�� � a��x�y

� � a��x� � � � y��� � � � y���� � �

sur ��� ��� Calculer le probl�eme adjoint�

�� Soit le probl�eme g�en�erale

Ly � a��x�y
�� � a��x�y

� � a��x�y � �� B�y � �� B�y � ��

on suppose avoir existence et unicit�e de la solution� D�emontrer que pour � � C���a� b��
satisfaisant ��x� � � en dehors de �a� �� b� �� avec un � 	 �	 on a queZ b

a
G�x� t��L����x� dx � ��t� �

Ceci est �equivalent �a LGt � �t dans le sens des distributions o�u Gt�x� � G�x� t��


� On consid�ere l��equation di��erentielle lin�eaire d�ordre �

y��	 � h�x� � x � ��� �� � �
���

et les conditions aux bords

B�y � � � B�y � � � B�y � � � B�y � � �

o�u Biy est une combinaison lin�eaire de y���	 y����	 y�����	 y������	 y���	 y����	 y�����	 y�������
Etudier l�existence et l�unicit�e des solutions� Sous l�hypoth�ese d�existence et d�unicit�e	 d�e�
montrer qu�il existe une unique fonction continue G�x� t� sur ��� �� � ��� �� �la fonction de
Green� telle que la solution soit donn�ee par

y�x� �

Z �

�
G�x� t�h�t�dt �

�� L��equation di��erentielle de la ligne �elastique d�une poutre est donn�ee par �
���	 o�u h�x�
repr�esente la charge� Calculer la fonction de Green pour les situations suivantes�

�a� la poutre est �x�ee aux deux extr�emit�es�

y��� � y���� � � � y��� � y���� � � �

�b� la poutre est librement pos�ee aux deux extr�emit�es�

y��� � y����� � � � y��� � y����� � � �

�c� la poutre est �x�ee �a gauche	 mais compl�etement libre �a droite�

y��� � y���� � � � y����� � y������ � � �

R�esultat� G�x� t� est sym�etrique et pour t � x on a

�a� G�x� t� � t���� x����x� t� �xt���	

�b� G�x� t� � t��� x���x� x� � t����	

�c� G�x� t� � t���x� t����

�� Calculer les valeurs propres et les fonctions propres du probl�eme

�xy��� �



x
y � � � y��� � � � y��� � � �

��� Calculer les valeurs propres et les fonctions propres du probl�eme

y�� � 
y � � � y��� � y���� � y��� � �

et montrer que les valeurs propres satisfont
p

k � ��� � k� � �k avec �k � ��
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��� Transformation sous forme auto�adjointe� Consid�erons l�op�erateur

Ly � a��x�y
�� � a��x�y

� � a��x�y�

o�u les ai�x� sont su�samment di��erentiables sur l�intervalle consid�er�e� Comment faut�il choi�
sir ��x� pour que la transformation y � ��x�z nous conduise �a un op�erateur auto�adjoint


��� Consid�erons

y�� �
cos� x

� � cos� x
y � 


cos x

� � cos� x
y � � � y���� � � � y���� � � �

Montrer que y�x� � i� cos x est une fonction propre pour la valeur propre 
 � i�
Comment expliquer cette valeur propre complexe


��� R�esoudre par s�eparation des variables le probl�eme

�u

�t
�

��u

�x�
� u� � 
 x 
 �� t 	 �

�u

�x
�t� �� �

�u

�x
�t� �� � �� t 	 �

u��� x� � f�x�� � 
 x 
 �

�
���

�la temp�erature d�une barre dont les extr�emit�es sont isol�ees mais qui �echange de la chaleur
en chaque point avec le milieu ext�erieur��

��� L�op�erateur di��erentiel

Ly � �p�x�y��� � q�x�y � x � �a���

�p � C��a��� et p�x� 	 � sur �a���	 q � C��a����	 s�appelle oscillatoire	 si chaque solution
non�nulle de Ly � � poss�ede une in�nit�e de z�eros dans �a���� En utilisant le th�eor�eme de
comparaison de Sturm	 montrer que L est oscillatoire si et seulement si il existe une solution
non�nulle ayant une in�nit�e de z�eros dans �a����

��� D�eterminer les valeurs de � pour lesquelles l�op�erateur

y�� �
�

x�
y � � � IR

est oscillatoire�

��� D�emontrer que l�op�erateur di��erentiel

Ly � y�� � q�x�y

�a� est oscillatoire	 si lim infx�� x�q�x� 	 ����

�b� n�est pas oscillatoire	 si lim supx�� x�q�x� 
 ����

Indication� Comparer l�op�erateur L avec celui de l�Exercice ���

�
� A l�aide de y � ��x�z transformer l��equation de Bessel

x�y�� � xy� � �x� � n��y � �

sous la forme z�� � q�x�z � �� Montrer que l��equation de Bessel est oscillatoire pour tout
n � IR	 et calculer Jn�x� pour n � 	����
R�esultat� J����x� �

p
���x sinx	 J�����x� �

p
���x cos x�

��� D�emontrer la formule de r�ecurrence

Jn���x�� �n

x
Jn�x� � Jn���x� � � �

En utilisant l�Exercice �
	 calculer J����x��

��� On consid�ere l��equation hyperg�eom�etrique

x��� x�y�� � �c� �a� b� ��x�y� � aby � � �

Trouver une solution dans un voisinage de x � ��

Le r�esultat est

F �x� a� b� c� �
X
k��

�a�k�b�k
�c�k

xk

k�

o�u �a�k � a�a� �� 
 
 
 �a� k � ���
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��� On consid�ere l��equation di��erentielle

a��x�y
�� � a��x�y

� � a��x�y � � �

Pour �etudier le comportement des solutions �a l�in�ni utiliser la transformation w � ��x	
z�w� � y�x�� D�emontrer que� est un point singulier r�egulier de l��equation hyperg�eom�etrique�
Est�ce aussi vrai pour l��equation de Bessel


��� Justi�er l�ansatz ������ pour une deuxi�eme solution ind�ependente si �� � �� � m � ZZ et
m � �� Montrer l�existence de constantes C et dj tels que ������ est une solution de l��equation
di��erentielle�



�
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Chapitre V

Sous�vari�et�es de IR
n

Dans ce chapitre nous donnons une application int�eressante du th�eor�eme d�inversion locale
�paragraphe I��� et nous discutons la d�e�nition de sous�vari�et�es de IRn� Nous introduisons
l�espace tangent et des �equations di	�erentielles sur des sous�vari�et�es de IRn� Pour plus des
d�etails
 nous r�ef�erons aux livres �AMR��
 et �Ar��
�

V�� Th�eor�eme du rang

Un changement des coordonn�ees peut �etre tr�es utile pour l��etude des fonctions� Par exemple

si la fonction f�x�� x�� ne d�epend que de x�� � x��
 il est naturel d�introduire des coordonn�ees
polaires� Le but de ce paragraphe est de chercher
 pour une fonction y � f�x� donn�ee
 des
coordonn�ees � et � �a la place de x et y
 pour lesquelles la fonction f devient plus simple �par
exemple lin�eaire��

Nous nous contentons d��etudier ce probl�eme localement
 c���a�d�
 pr�es d�un point a� Comme
un changement de coordonn�ees est �equivalent �a un di	�eomorphisme
 le probl�eme se pose de
la mani�ere suivante� soient f � IRn � IRm
 a � IRn et b � f�a� � IRm donn�es
 chercher
un di	�eomorphisme local � pr�es de a �� � ��x�� et un di	�eomorphisme local � pr�es de b
�� � ��y��
 tels que � � f � ��� est �plus simple� dans un voisinage de � � IRn�

Th�eor�eme ��� �Th�eor�eme du rang� Soient f � IRn � IRm de classe Ck �avec k � ���
a � IRn et b � f�a�� Les propositions suivantes sont �equivalentes�

� il existe des di��eomorphismes locaux � pr�es de a et � pr�es de b �de classe Ck� tels que

�� � f � �������� � � � � �n� � ���� � � � � �r� �� � � � � ��
T pr�es de � � �� �����

� le rang de f ��x� est constant ��egal �a r� dans un voisinage de a�

D�emonstration� a� Supposons l�existence des di	�eomorphismes � et � tels que ����� est
satisfait� En d�erivant ����� on obtient

���y� f ��x� ��������� �
�
I �
� �

�
� �����

o�u x � ������
 y � f�x�
 I est la matrice identit�e de dimension r et les trois ��� sont tels que
la matrice ����� poss�ede la m�eme dimension que f ��x�� Les matrices ��������� et ���y� sont
inversibles pour � � � et y � b
 et donc aussi dans un voisinage de � et b
 respectivement�
Ceci implique que le rang de f ��x� est constant et �egal �a r�
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b� Consid�erons une fonction f pour laquelle le rang de f ��a� est r� Apr�es une �eventuelle
permutation des x�� � � � � xn et�ou des y�� � � � � ym
 on peut supposer que la sous�matrice

A �
�
�fi
�xj

�a�
�r
i�j��

est inversible� �����

D�e�nissons alors l�application � � ��x� par

�i�x� � �i �

�
fi�x�� � � � � xn�� bi pour i � �� � � � � r

xi � ai pour i � r � �� � � � � n�
�����

Comme la matrice Jacobienne

���a� �
�
A �
� I

�
est inversible
 ����� d�e�nit un di	�eomorphisme local pr�es de a� Consid�erons la fonction g��� �
�f � �������
 dont les premi�eres r composantes sont donn�ees par gi��� � �i � bi� Comme le
changement de coordonn�ees x� � ne change pas le rang
 la matrice

g���� �
�

I �
C��� D���

�
est de rang r pour tout � dans un voisinage de � � �� Donc D��� � � et la fonction g��� ne
d�epend que de ��� � � � � �r� Finalement
 d�e�nissons l�application � � ��y� par

�i�y� � �i �

�
yi � bi pour i � �� � � � � r

yi � gi�y� � b�� � � � � yr � br� pour i � r � �� � � � � m�
�����

La matrice Jacobienne

���b� �
�
I �
� I

�
est inversible et ����� d�e�nit donc un di	�eomorphisme local pr�es de b� Par d�e�nition de � et
�
 on voit que � � f � ��� est donn�ee par ������

Corollaire ��� �Th�eor�eme de la submersion� Soit f � IRn � IRm une submersion en
a � IRn de classe Ck �avec k � ��� c�	�a	d�� f ��a� est surjective �rang de f ��a� est m�� Alors�
il existe un di��eomorphisme local � pr�es de � �de classe Ck� tel que

�f � ������ � � � � �n� � f�a� � ���� � � � � �m�T �

D�emonstration� Dans la d�emonstration du Th�eor�eme ���
 il ne faut pas faire de permutation
des y�� � � � � ym et la fonction � est une simple translation� La fonction � de ce corollaire
correspond �a ��� dans le Th�eor�eme ����

Corollaire ��� �Th�eor�eme de l�immersion� Soit f � IRn � IRm une immersion en a �
IRn de classe Ck �avec k � ��� c�	�a	d�� f ��a� est injective �rang de f ��a� est n�� Alors� il
existe un di��eomorphisme local � pr�es de b � f�a� �de classe Ck� tel que

�� � f��x�� � � � � xn� � �x�� � � � � xn� �� � � � � ��
T � �����

D�emonstration� On suppose ����� avec r � n et on d�e�nit l�application � � ��y� implicite�
ment par

yi �

�
fi���� � � � � �n� pour i � �� � � � � n

fi���� � � � � �n�� �i pour i � n� �� � � � � m�

Comme la matrice Jacobienne de cette application est inversible
 � est un di	�eomorphisme
local pr�es de b et il satisfait ������
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V�� D�e�nition des sous�vari�et�es de IR
n

Il y a plusieurs mani�eres de d�ecrire une sous�vari�et�e lisse �courbe
 surface
� � �� de IRn�

Th�eor�eme ��� Soit M 	� 
 un sous	ensemble de IRn� a � M� et soit � � r � n� Les
propositions suivantes sont �equivalentes�

�i� il existe un voisinage U � IRn de a et une application di��erentiable g � U � IRn�r avec
g�a� � � et g��a� surjective �une submersion� tels que

M
 U � g������

�ii� il existe un voisinage U � IRn de a� un voisinage V � IRn de � et un di��eomorphisme
� � V � U avec ���� � a tels que

M
 U � ���IRr � f�g� 
 V ��

�iii� il existe un voisinage U � IRn de a� un voisinage W � IRr de � et une application
di��erentiable � � W � U avec ���� � a et ����� injective �une immersion� tels que

M
 U � ��W �

et � � W �M
 U est un hom�eomorphisme�

D�e	nition ��� Un ensembleM 	� 
 qui satisfait aux conditions du Th�eor�eme ��� pour tout
a � M s�appelle une sous	vari�et�e �lisse� dans IRn de dimension r et de codimension n � r�
L�application � s�appelle une param�etrisation locale de M pr�es de a�

Exemple ��� Consid�erons la surface de la sph�ere dans IR� pr�es du p�ole nord a � ��� �� ��T �
Elle peut �etre d�ecrite par n � �
 r � � et

g�x� y� z� � x� � y� � z� � ��

mais aussi par ��x� y� �� � �x� y�
p
�� x� � y� � ��T et par ��x� y� � ��x� y� ��� Une autre

possibilit�e est de consid�erer des coordonn�ees sph�eriques�

���� 	� 
� � ��� � 
� sin� cos 	� �� � 
� sin� sin 	� �� � 
� cos��T

et ���� 	� � ���� 	� ���

D�emonstration du Th�eor�eme 
��� Consid�erons l�injection canonique j et la projection cano�
nique ��

IRr j�� IRr � IRn�r ��� IRn�r

x �� �x� ��
�y�� y�� �� y�

Sans entrer dans les d�etails
 nous donnons l�id�ee de la d�emonstration�
�i�� �ii�� Le th�eor�eme de la submersion �Corollaire ���� implique l�existence d�un di	�eo�

morphisme local � tel que

�g � ������ � � � � �n� � ��r��� � � � � �n�
T

�apr�es une permutation des �i�� La condition g�x� � � est alors �equivalente �a �r�� � � � � �
�n � � si x � �����

�ii�� �i�� Il su�t de prendre g � � � ����
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�iii�� �ii�� Le th�eor�eme de l�immersion �Corollaire ���� implique l�existence d�un di	�eo�
morphisme local � tel que

�� � ������ � � � � �r� � ���� � � � � �r� �� � � � � ��
T �

Donc
 x � ��W � est �equivalent �a ��x� � IRr � f�g� L�hypoth�ese suppl�ementaire �� � W �
M
 U est un hom�eomorphisme� exclut que
 pour certains �el�ements de ��W �
 la pr�eimage
soit loin de ��

�ii�� �iii�� On peut prendre � � � � j�

Remarque On ne peut pas omettre l�hypoth�ese �� � W � M 
 U est un hom�eomor�
phisme� dans la caract�erisation �iii� du Th�eor�eme ���� Par exemple
 la fonction ��t� �
��� � ���t�� cos t� �� � ���t�� sin t� est une immersion pour chaque t
 mais l�image ��IR� n�est
pas une sous�vari�et�e de IR� �a cause des croisements de la courbe �Fig� ���
 gauche�� M�eme
l�injectivit�e de ��t� ne serait pas su�sante comme le montre le dessin de droite de la Fig� ����

Fig� ��� � Sous	ensembles de IR� qui ne sont pas des sous	vari�et�es

Les sous�vari�et�es de dimension r � � sont des points discrets dans IRn� Les sous�vari�et�es
de dimension r � n sont des ouverts de IRn� Tout sous�espace lin�eaire ou a�ne de IRn est
une sous�vari�et�e� Par contre
 l�ensemble f�x� y� � xy � �g n�est pas une sous�vari�et�e de IR��
Pr�es de l�origine
 cet ensemble n�est pas di	�eomorphe �a une droite�

Exemple ��
 �tore de r�evolution� Consid�erons le cercle �x� z� � �d � 
 cos�� 
 sin��
�avec � � 
 � d� et tournons�le autour de l�axe z� Ceci donne la param�etrisation

���� 	� �

�B� �d� 
 cos�� cos 	
�d� 
 cos�� sin	


 sin�

�CA
d�un tore� On peut v�eri�er que ����� 	� est injective �c���a�d�
 de
rang �� et que � est localement un hom�eomorphisme�

Exemple ��� �ruban de M�obius� Consid�erons une tige de
longueur � �param�etris�ee par �� � t � �� et tournons�la au�
tour de son centre et
 en m�eme temps
 deux fois plus vite autour
d�un axe �a distance d� Ceci donne la param�etrisation

��t� �� �

�B� �d� t cos�� cos ��
�d� t cos�� sin ��

t sin�

�CA �
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Exemple ��
 �groupe orthogonal� L�ensemble

O�n� � fX � XTX � I g

est une sous�vari�et�e de dimension n�n���
� deMn�IR� � IRn�n �espace de toutes les matrices
de dimension n�� Pour voir ceci
 consid�erons l�application

g �Mn�IR�� Symn�IR� � IRn�n�����

d�e�nie par g�X� � XTX� I �le symbole Symn�IR� d�enote l�espace des matrices sym�etriques
de dimension n�� On a bien g����� � O�n�� Il faut alors voir que g est une submersion en
tout point A � O�n�� La d�eriv�ee de g�X� en A est g��A�H � ATH�HTA� Pour une matrice
sym�etrique B
 le choix H � AB
� montre que g��A�H � B� Donc
 g��A� � Mn�IR� �
Symn�IR� est surjective
 et O�n� est une sous�vari�et�e de codimension n�n� ��
��

V�� Espace tangent

La tangente en un point a d�une courbe dans IR� ou IRn est une droite
 c���a�d�
 un espace
a�ne� En pla cant l�origine dans a
 cette tangente devient un espace lin�eaire� Le plan tangent
en un point a d�une surface est un espace de dimension �� Un vecteur dans ce plan peut �etre
interpr�et�e comme �����
 o�u ��t� est une courbe di	�erentiable dans la surface qui satisfait
���� � a� Ceci motive la d�e�nition suivante�

D�e	nition ��� Soit M� IRn une sous�vari�et�e et a � M� L�espace tangent �a M en a est

TaM �

�
h � IRn �

il existe � � ���� ��� IRn de classe C� telle que
��t� � M pour t � ���� ��� ���� � a et ����� � h

�
�

Th�eor�eme ��� Soit M� IRn une sous	vari�et�e et a � M�

a� si M est donn�ee par une submersion g � U � IRn�r �c�	�a	d�� M
 U � g������� alors

TaM � Ker g��a��

b� si M est donn�ee par une param�etrisation � � W � IRn �c�	�a	d�� M
 U � h�W ��� alors

TaM � Im ������

D�emonstration� a� Pour une courbe ��t� avec g���t�� � � on a que g��a������ � � et donc
TaM � Ker g��a�� En utilisant le th�eor�eme de la submersion �Corollaire ����
 on peut voir
que pour chaque h � Ker g��a� il existe une courbe ��t� dans M avec ���� � a et ����� � h�

b� Soit ��t� une courbe di	�erentiable dans IRr satisfaisant ���� � �� Alors ��t� � ����t��
est une courbe dans M qui satisfait ����� � ����������� Donc Im ����� � TaM� Cette fois
 le
th�eor�eme de l�immersion �Corollaire ���� implique qu�on obtient toutes les courbes ��t� de
cette mani�ere�
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V�� Equations di	�erentielles sur des sous�vari�et�es

Soit y�t� une courbe di	�erentiable �a valeurs dans une sous�vari�et�e M� IRn de dimension r�
Par d�e�nition de l�espace tangent
 la d�eriv�ee y��t� satisfait y��t� � Ty�t�M pour tout t�

D�e	nition 
�� On dit que
y� � f�y� �����

est une �equation di��erentielle sur la sous	vari�et�eM
 si f�y� � TyM pour tout y � M� Une
solution est une fonction y � I �M� IRn qui v�eri�e y��t� � f�y�t�� pour tout t � I�

Pour �etudier l�existence et l�unicit�e d�une solution
 on utilise une param�etrisation locale
y � ��z� de la sous�vari�et�e M pr�es d�une valeur initiale y� � M
 et on cherche une �equation
di	�erentielle pour z dans IRr� Pour ceci
 on d�e�nit z�t� par y�t� � ��z�t�� dans un voisinage
de z � � et on obtient de ����� que

���z�t��z��t� � f���z�t���� z��� � ��

Une multiplication par ���z�T et ensuite par ����z�T���z���� �cette matrice est inversible
 car
���z� est injective� donne l��equation di	�erentielle pour z

z� � ef�z�� ef�z� � ����z�T���z�������z�T f���z��� �����

Si f est de classe C� et si � est de classe C�
 la fonction ef est de classe C� et on peut appliquer
la th�eorie locale du Chapitre III �existence
 unicit�e
 � � ��� D�es qu�on a trouv�e une solution
z�t� de �����
 le fait que f���z�� � T��z�M � Im ���z� implique que y�t� � ��z�t�� est une
solution de ������

Exemple 
�� Consid�erons le probl�eme

y�� � y� � y� � y�z� y�� � �y� � y�z� � � y�� � y�� � �� �����

o�u la variable de contr�ole z doit �etre d�etermin�ee a�n qu�on obtienne une �equation di	�erentielle
sur la sous�vari�et�eM � f�y�� y�� � y���y�� � �g� En d�erivant la relation alg�ebrique dans �����

on obtient

� � �y�y
�

� � �y�y
�

� � �y�� � �y�y� � �y�� � ��y�� � y���z�

Ceci est la condition pour z qui garantit que y� � TyM pour tout y � M�

Une application tr�es importante sont les syst�emes m�ecaniques soumis �a des liaisons�
Supposons que l��energie cin�etique soit T �q� !q� � �

�
!qTM !q
 l��energie potentielle U�q� et que le

mouvement soit contraint par la relation g�q� � � o�u g � IRd � IRm �m � d�� Les solutions
du probl�eme variationel

R
Ldt� min avec comme Lagrangien

L�q� !q� � T �q� !q�� U�q�� g�q�T�

d�ecrivent le mouvement du syst�eme �sans d�emonstration�� Les �equations d�Euler�Lagrange
�L
�q
� d

dt
��L
� �q

� � � �Chapitre II� donnent le syst�eme

!q � v
M !v � �U ��q��G�q�T�

� � g�q�
�����
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o�u G�q� � g��q�� Toutes les solutions de ce syst�eme satisfont g�q� � �
 mais aussi G�q�v � �
�la d�eriv�ee totale de g�q�t�� � ��� Donc
 elles sont des courbes dans la sous�vari�et�e

M � f�q� v� � g�q� � �� G�q�v � � g �����

de IR�d� Il faut encore d�eterminer � pour que � !q� !v� � T�q�v�M� Pour ceci
 il faut que la d�eriv�ee
totale de G��q�t��v�t� � � soit nulle�

� � g���q��v� v� �G�q�M����U ��q��G�q�T��� �����

En supposant G�q�M��G�q�T inversible
 on peut calculer � de cette relation et on obtient
une �equation di	�erentielle pour �q� v� sur la sous�vari�et�e M�

Exemple 
�� �pendule simple� Dans ce cas l��energie cin�etique est T � m
�
� !x�� !y��
 l��ener�

gie potentielle est U � mgy
 et on a la liaison g�x� y� � �
�
�x� � y�� ��� � �� Le syst�eme �����

devient alors

!x � u� m !u � � x�

!y � v� m !v � �mg � y�

et on peut calculer � de la relation

u� � v� � gy �m���x� � y��� � ��

Exemple 
�
 �pendule double� Comme dans l�Exercice �� du Chapitre III nous avons

T �
m�

�
� !x�� � y��� �

m�

�
� !x�� � y���� U � m�gy� �m�gy�

et les liaisons
x�� � y�� � ��� � �� �x� � x��

� � �y� � y��
� � ��� � �� �����

Les �equations du mouvement sont alors donn�ees par �en divisant les �equations ����� par ��

!x� � u�� m� !u� � � x��� � �x� � x����

!x� � u�� m� !u� � � �x� � x����

!y� � v�� m� !v� � �m�g � y��� � �y� � y����

!y� � v�� m� !v� � �m�g � �y� � y�����

Comme dans l�exemple pr�ec�edent
 on obtient ��� �� de l��equation ������
Observons que cette forme des �equations du mouvement est beaucoup plus simple que

celle obtenue dans l�Exercice �� du Chapitre III pour les angles � et 	� La di	�erence est
encore plus prononc�ee si le syst�eme m�ecanique est plus compliqu�e�

V�
 Exercices

�� Calculer le rang de la matrice jacobienne pour

f�x� �

�B� x� � x� � x� � x	
x�� � x�� � x�� � x�	
x�� � x�� � x�� � x�	

�CA �
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�� Soit f � IRn � IRm de classe C�� Montrer que si rang f ��a� � r� alors rang f ��x� � r dans
un voisinage de a� Donner un exemple pour lequel rang f ��a� � r et rang f ��x� � r pour
x � U n fag� o	u U est un voisinage de a�


� Soit A une matrice �avec n colonnes et m lignes� de rang r� Montrer qu�il existe des matrices
inversibles S et T telles que

SAT �

�
I �
� �

�
� �
���

o	u I est la matrice identit�e de dimension r� Calculer une d�ecomposition de la forme �
���
pour la matrice

A �

�
� �� �
�� � ��

�
�

�� Pour les ensembles d�e�nis ci�dessous� d�ecider si ce sont des sous�vari�et�es ou non �faire un
dessin si possible��

f�t� t�� � IR� � t � IRg f�t� t�� � IR� � t � �g
f�t�� t�� � IR� � t � IRg f�t�� t�� � IR� � t �� �g
f�x� y� � IR� � x � �� y � �g f�x� y� z� � IR� � x � y � z � �g
f�x� y� z� � IR� � x� � y� � z� � �g f�x� y� z� � IR� � x� � y� � z� � �g


� Donner une application di��erentiable g � IR� � IR� telle que l�ensemble

M � fx � IR� � g�x� � �g
est une sous�vari�et�e de dimension � dans IR�� mais g��x� n�est surjective pour aucun point
x �M�

�� V�eri�er que l�ensemble f�x� y� � xy � �g n�est pas une sous�vari�et�e de IR�� mais que
f�x� y� � xy � �g n f��� ��g est une sous�vari�et�e�

�� Soient X � IRn et Y � IRm deux sous�vari�et�es� Montrer que le produit

X � Y � f�x� y� � IRn � IRm �x � X� y � Y g
est une sous�vari�et�e de IRn � IRm� on l�appelle la vari�et�e produit�

�� D�emontrer que l�ensemble

f�cos t� �� cos �t� �cos t� �� sin�t� sin t� � IR� � t � IRg �
���

est une sous�vari�et�e de IR� pour � � ���
 �voir le
dessin�� Pour � �

p
� l�ensemble �
��� n�est pas une

sous�vari�et�e et il est partout dense dans le tore

f�cos u� �� cos v� �cos u� �� sin v� sinu�g�
Indication� En utilisant des propri�et�es des fractions
continues �HW�
� Sect� I��� montrer que l�ensemble
f�� k

p
� � �� k � ZZg est dense dans IR�


