Examen final-Image

Mercredi 10 janvier 2017
Durée 2h

Notes de cours autorisées

1 Recuit simulé

Soit f; < fo deux nombres réels et I'espace d’états 2 := {1,2}. Pour w € Q, on pose
E(w) = fw‘
1. Pour T" > 0, on considére la mesure de probabilité sur €2

Ew)

Pr(w) = Z7HT) exp (T) , we.

Calculer la constante de normalisation Z(7T').

2. On fixe T > 0. On utilise un instrument de loi uniforme. Ecrire la matrice de transition
I1 associée a la chaine de Markov de I’algorithme de Metropolis.

3. Montrer que la suite de matrice (II%:) converge vers une matrice ¥r.

4. Quelle est la limite, quand T tend vers 0 de X7 7 Comment interpréter ce résultat ?

2 Prédiction gausienne

Pour n un entier naturel non nul et p un réel, on considére un vecteur gaussien centré de
X1
R X = : , de matrice de covariance I'y11 = I, + plysq? 1niq. Ici 1,1 désigne la
Xn+1
matrice identité de R"*! et 1,1 est le vecteur colonne de R"*! dont toutes les composantes
valent 1.
1. Quelles sont les valeurs propres de '}, 11 7

2. Sous quelle condition sur p peut-on garantir que la matrice I',, | est symétrique définie
positive 7 A partir de maintenant, on suppose que cette condition est vérifiée.

3. Montrer qu’il existe un réel a tel que l'inverse de I', 1 s’écrive sous la forme I, +
alpi1 T 1ny.
Xo
4. On observer : . Quel est le prédicteur optimal de X; connaissant cette obser-

XnJrl
vation ? Quel est son risque quadratique ?



