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Partiel
Simulations aléatoires

Durée 2 heures

1 Laplace

1.1 Hors d’ceuvre

La loi de Laplace est utilisée pour modéliser des erreurs d’expérience. Soit X une
variable aléatoire de loi de Laplace, de densité de probabilité f donnée, pour tout x € R,

par
1

F(#) = 5 exp(~a]).

1) Calculer 'espérance et la variance de X.

2) Montrer que la fonction de répartition F' de X est donnée par
1 [ exp(w) si <0,
2—exp(—z) si z>0.

3) Pour y €]0, 1], calculer la fonction de quantile F~!(y) et en déduire un programme
pour simuler X & partir d’une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

1.2 Plat

Soit Y et Z des variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle £(1).

1) Montrer que la différence Y — Z suit la méme loi que X.
2) En déduire un second programme pour simuler une loi de Laplace.

3) Soit € une variable aléatoire indépendante de Y et de loi de Bernoulli B(1/2).
Montrer que €Y — (1 — €)Y suit la méme loi que X et en déduire un troisiéme
programme pour simuler une loi de Laplace.



2 Chaine de Markov

Pour 6 € [0,1/2], on considére la chaine de Markov sur F = {1, 2, 3} d’état initial Xy =1
et de matrice de transition
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1) Discuter suivant la valeur de @ de la nature de la chaine (irréductibilité, récurrence).

2) On suppose que 0 =0 et X; = 1. Calculer P(Xg = 1).

3) Soit k£ un entier naturel. On suppose que 6 = % Que vaut la limite presque stire
den™ 3" X577

4) Ecrire un programme pour simuler la chaine de Markov précédente et illustrer le
point 3).



