Master 2 IMAT

Examen de Plans d’expérience du 13 Novembre 2014
Durée : 2h, 13h30-15h30

Notes de cours autorisées.
Les résultats devront étre justifiés. Les calculatrices sont autorisées

Probleme
On considere le modele de régression :
Y(x1,29) = ajxy + aszy + €, x1,29 € {—1,0,1}.
On observe, pour n >2et j=1,---,n,
Y, = ajzy; + ajxs; + €.

O, les variables ¢, j = 1,--- ,nsont i.i.d. de loi N'(0, 02) avec 02 > 0 et 1 j, 29 € {—1,0,1}.

1. A quelles conditions sur le plan d’expériences (z;;)i=12j=1,.» le modele linéaire
précédent satisfait la propriété classique d’identifiablilé de ses parametres? On ap-
pelle P I'ensemble des plans d’expériences satisfaisant ces propriétés. Mettre le modele
linéaire sous la forme habituelle Y = X6* + ¢.

2. On pose A := XTX et I'on note 0 < \; < \g les valeurs propres de A.

(a) On propose les criteres d’optimalité d’un plan d’expériences suivants :

F(A) = A+,
G(A) = )\1/\2,

Expliquer pourquoi la maximisation de ces criteres sur P est une stratégie raison-
nable pour batir un plan d’expériences.

(b) Montrer que

n

F(A) = > (a7, +a3,)

Jj=1
n n n 2
_ 2 2
G(A) = E 1,5 § Toj — § :$17j$27j
j=1 j=1 j=1

i. Soit y = (y;) € R", on pose [|yllo := > 7_; 1(y,+0)- Exprimer I & l'aide de la
norme || - ||o. Décrire tous les plans de P qui maximisent F.

ii. Montrer quer G(A) < n?. En déduire tous les plans de P qui maximisent G.
(c) On suppose maintenant que pour j = 1,---  n les vecteurs (il’j ) sont aléatoires
2’j

et i.i.d.. On pose, pour «, 5 € {—1,0, 1},

P(Z’Lj = Q,Ty; = 5) = Pag-



ii.

iii.

1v.

Calculer E(7)), i =1,2, j=1,--- ,n.

Montrer que
E(F(A)) =n(2— [po—1 + 2poo + po1 + P—10 + P10]) -

Quelles sont les lois sur {—1,0,1}? qui maximisent E(F'(A))? Commenter ce
résultat.

. T . .
On suppose que la loi du couple (z; ;, 22 ;)" maximise E(F(A)). Montrer que
n 2 n
_ 2 2 9
T1T25 | = Q2 T1;Ta; 7+ T1,51 02,51 01,572,z
J=1 Jj=1 1<j1<j2<n

En déduire que

E(G(A)) =n(n—1) (1 — E(z1,1221)]?) -

. Montrer que parmi les lois du couple (x1;,%9;)" qui maximisent E(F(A)),

celles qui maximisent aussi E(G(A)) satisfont

P11+ p-1-1 —p-11 —p1-1 = 0.

En déduire que I'on peut écrire toutes ces lois sous la forme

1
P11 = 91>0§91§§7
1
P-1-1 = 5—91,

Pio = P—10 = Po1 = Po—1 =0
1
p-11 = by, 0<60, < o

1

P1—1 = 5 — 0.

On suppose de plus que 1 est indépendant de x5 ;. Quelles sont alors les lois
du couple (21 ;,72;)" qui maximisent conjointement E(F(A)) et E(G(A))?



