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TD 5. Introduction a la statistique
mathématiques

1 n-échantillon d’une loi de Poisson

On considere X1, X», ..., X,, un n-échantillon d’une loi de Poisson de parametre # inconnu,
6 € [0, ool
1. On cherche a estimer 6.
(a) Lestimateur X = XF=FXn est-il sans biais ? Quel est son risque quadratique ?

(b) Montrer que, pour tout estimateur h(Xj, ..., X,), il existe un estimateur

~

h(X1+...4+X,) de 0 de risque quadratique inférieur : X est une statistique exhaustive.
(c¢) Quel est estimateur du maximum de vraisemblance de 67

2. On cherche maintenant & estimer e, probabilité pour que sur [ expériences futures, on
observe toujours 0.

(a) On propose 'estimateur, !X ? Est-il sans biais ? Quel est son risque quadratique ?

éterminer une fonction e ans elle que nX ) soit un estimateur sans biais.
b) Dét i fonction g de N d R tell g(nX t t t b
Que se passe-t-il sion prend n =1, [ =27

2 Loi de Pareto

On appelle la loi de Pareto unilatérale de parametres « et r la loi de densité

ar®
foz,T(*T) = W ]—(x>r) a > O, r > 0.
1. Calculer sa moyenne (pour @ > 1) et sa variance (pour a > 2).

2. On observe désormais un n-échantillon de cette loi. Donner une statistique exhaustive
pour le parametre (a, 7).

3. En supposant a connu, déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance pour r
et calculer sa loi. Cet estimateur est-il sans biais?

3 Exercice : Autour de la loi de Gumbel et de Pareto

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] et A > 0. On consideére les variables
aléatoires X :=log(—logU) —logA et Y := U,
1. Calculer les lois de X et Y. On appelle F) la loi de X et GG celle de Y.

2. Soit Xy,..., X, (resp. Yi,...,Y,) des copies i.i.d. de X (resp. de Y'). Calculer dans
chacun des deux modeles la borne de Cramér Rao pour l'estimation sans biais de A
basée sur Xi,..., X, (resp. Y1,...,Y,).



