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TD 1. Convergences stochastiques

1 Bernoulli Poisson

On considere une suite de variables aléatoires (X,,) telle que X,, suit la loi binomiale de
parametres n € N et 6,, €]0, 1[. On suppose que la suite (nd,) converge, quand n tend vers oo,
vers A > 0. Montrer que la suite (X,,) converge en loi vers la loi de Poisson de parametre A.

2 Quelques exemples d’applications du théoreme de Bo-
rel Cantelli

Soit (A,,) une suite d’événements. On définit :
lim,, 004, = {w: w € une infinité de A,} = {w : Z 14, (w) = —1—00} ,
n=1

Théoréeme 1 (Borel-Cantelli)
1. Si 2@1 P(A,) < 40 alors P (EHWA”) = 0.
2. Siles (Ayn) sont indépendants et si ) -, P(A,) = 400 alors P (mn_mAn) =1.
1. Soit (X,) une suite de variables aléatoires telle que ) | -, P(Xn11 # X,,) < +oo. Montrer

que la suite (X,,) converge presque surement vers une variable aléatoire X, c’est-a-dire
qu’il existe une variable aléatoire X telle que :

P <{w o lim X, (w) = X(w)}) = 1.

n—oo

2. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes définie par :
1

PX,=1)=1-P(X,=0=— (n>1,a>0).
na

Montrer que (X,,) converge en probabilité vers 0 mais ne converge pas toujours presque
strement.

3 Convergence en probabilité

1. Soit (X,) une suite de variables bornées, |X,| < C. Montrer que X,, tend vers 0 en
probabilité si, et seulement si lim,, o, E(]X,|) = 0.

2. Soit (X,,) une suite de variables telle que X,, tend vers C' en probabilité. Soit f une
application réelle mesurable bornée et continue au point C'. Montrer que

lim E(f(Xn)) = f(C).

n—o0



4 Inégalité exponentielle

Soit X1,..., X, une suite de variables indépendantes et de méme loi définie par :

On pose : S, =Y o X;.
1. Montrer que
P(S, > a) < exp—axE(expxS,), Ya,xz > 0.

2. Démontrer I'inégalité chz < exp %2 et déduire de la question précédente que :

—a?

P(S, > a) < exp —.
( _a)_expzn

3. En déduire que presque strement lim_,__(2nlogn)~25, < 1.

5 Autoregressif

Soit (G )kez une suite de variables indépendantes, de méme loi gaussienne A (0, 1). Soit (¢;)

une suite de réels tels que
o]

E 2 _
Cl i .

i=1
On pose
n
X = ZciGm_i, n>0 meJz
i=0

1. Montrer que, lorsque n — 0o, X,,, converge vers une variable X,,, dans L?.
2. Montrer que X,,, est de loi gaussienne et calculer son espérance et sa variance.

3. Montrer que le coefficient de corrélation entre X,, et X,» ne dépend que de |n — n/|.

6 Fonctions caractéristiques

1. Calculer la fonction caractéristique de la loi de Cauchy de densité

1

f(x):m-

2. Soit (X,,) une suite de variables i.i.d. de densité f, calculer la fonction caractéristique
de S, = 214=FXn of sa limite quand n tend vers Uinfini. Conclusion.



