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Questions de cours

1. Soit E un ensemble. Soit A et B deux tribus sur E. Montrer que A() B est aussi une
tribu.

2. Enoncé le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.

3. Sur R muni de la tribu de ses boréliens on considere, pour a € R fixé, les mesures
v1(dx) = d,(dx), vy la mesure de comptage sur N et v3(dzr) := adz. Calculer, pour
k=123

/0535(1 — 2)v(dz).

Probleme

On rappelle que pour z € C, exp(z) = ) -, ‘;—7,1 Soit aw € R et « € [0,27] on pose pour
neN: N

fla,z) = explacosz)  gla) = /0% fla,)de I, := /Ozﬂ(cosx)nd:v.

1) Etablir une relation de récurrence entre I, 5 et I, (n € N). En déduire que, pour p € N,
T !

IQP+1 =0et .[Qp = %.

2) Montrer que, pour « € R,
@ =7 Y
g\a)=m 92p—1(p1)2°
32

3) Montrer que g est dérivable sur R, et que

a2p—1

J(a) = /o coszf(a, z)dr = WZ P2y — 1)

p>1

4) Montrer que
1 B i
gl = [ fawyds s [ flaas
0 3

et que

i 3

lim / fla,z)dr = lim fla,z)dz = 0.
a—+00 % a——00 [q

5) Soit [ un réel strictement positif, montrer que si f < 1

lim exp(fa) /fﬂ fla,z)de = aEToo exp(—fa) /02 fla, z)dx = +o0,

a—r—00
et que, si § > 1 ces 2 limites sont nulles. En déduire que, pour § < 1 et |«| assez grand

exp(Blal) < g(a) < exp(Jal).

6) Montrer que g est 2 fois dérivable sur R et calculer ¢”. En déduire que g est une fonction
strictement convexe sur R et tracer son graphe. Montrer que pour tout £ € R I'équation
¢'(a) = £ possede une solution unique notée a(§).



