L3 MAPI3 2014-2015

TD 6. Intégration et Probabilités

1 Intégrabilité

On se place dans l'espace mesuré (R, B(R), ) ou A désigne la mesure de Lebesgue.

1. Soit @ € R et soit f la fonction définie par f(x) = 0six < 0et f(z) = 2*si z > 0.
Existe-t-il un réel p tel que f € LP(R)?

2. Soit f la fonction définie par f(z) =0siz <0, f(z) =27 Y3si0 <z <let f(z) =2
si x > 1. Existe-t-il un réel p tel que f € LP(R)?

3. Soit a € R et soit f la fonction définie par f(x) = 1;_11)(x)|x| .
Démontrer que f € L? si, et seulement si, ap < 1 et en déduire que, pour des réels p; et
po tels que 1 < pp < po < 00, il existe des fonctions dans LP! et pas dans LP2.

4. Soit a € R et soit f la fonction définie par f(z) = 1) —1jj1,+00((x)]2]|~*P"*. Démontrer
que f € LP si, et seulement si ap > 1 et en déduire que, pour des réels p; et py tels que
1 < p1 < py < +00, il existe des fonctions dans LP? et pas dans LP'.

2 saucissonnage

Soit (E, A, 1) un espace mesuré ou u est de masse totale finie. Soit f une fonction réelle
mesurable. On pose, pour tout n € N :

E,={zeE: n<|f(x)] <n+1}.

1. Démontrer que f est intégrable si, et seulement si,

Z nu(E,) < +oo.

2. Démontrer que f est dans LP pour 1 < p < +o0 si, et seulement si,

Z n’u(En) < +oo.

3. En déduire que si f est dans L?, alors f est dans L" pour tout 1 <r < p.

3 Cauchy contre Schwartz

Soit (E,.A, i) un espace mesuré.

1. Soient f et g deux fonctions mesurables positives de E dans R, telles que fg > 1.

Montrer que
/fdu/gdu > u(E)*.

2. On suppose qu'il existe une fonction intégrable f telle que 1/ f soit également intégrable.
Que peut-on dire de la mesure p?



4 Scheffé contre Lebesgue

(E, A, 1) un espace mesuré, f une fonction intégrable et ( f,,) une suite de fonctions intégrable.
On suppose

lim fnd,u:/fd,u.

n—oo

1. Montrer que si les fonctions f,, sont positives et si la suite (f,,) converge presque partout
vers f, alors (f,) converge aussi vers f dans L'. (Indication : on pourra considérer

gn = min(f, fn) ).
2. Soit (f,) la suite de L'(R) définie par

fn = nL01/n — n1—1/m0[

Montrer que (f,) converge vers 0 p.p. et que lim, ,o [ fu(z)dz = 0. La suite (f,)
converge-t-elle vers 0 dans L” (p > 1)7



