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1 Modéele linéaire

1.1 Cuatro Cuaranta

Soit ny et ny deux entiers strictement positifs fixés et n = 2p > 2max(ny, ny). On considere
pour j = 1...n, le modele de régression périodique :

Y, =ao+a cos(27m11) + ag cos(27rngl) + by sin(27mll) + by sin(27mgl) + ;.
n n n n
a) Montrer ou admettre pour 7,7 = 1,2, les relations suivantes :
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Z cos 27mz Z sin 27mZ Z cos 27mZ s111(27m,yl) = 0.
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b) Montrer que les estimateurs (du maximum de vraisemblance) des parametres sont :

a; = —ZY]-COS 2mn; =), 1 =1,2
7j=1
~ 1 <&
b, = —ZYsm 2mn; =), 1=1,2
P
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92 — T ; {Yj — (&0 +a; cos(27mlﬁ) + ay cos(27m25) + by sin(27rnlg) + by sin(?wngﬁ))]

c¢) Construire le test d’hypthese de a; = as = by = by = 0, puis celui de a; = b; = 0.
d) Application numérique pour le second test de la question précédente. Cas de la note
LA, ny = 440 n = 1000. Tester si la note est un LA pur (c’est-a-dire a; = by = 0) avec

$2,  =1,5,a9" = 0,52, 095 = 0,98



1.2 Reégression polynémiale

Soient p et n deux entiers tels que 0 < p < n. Pour tout 1 < j < n on pose z; = j — ”TH
On considere g, ¢4, . .., 1, polynomes fixés tels que :
o degré(th) =i, W0 <i<p
o > Vilx)Yu(r;) =0, VO<i#k<p
On a en vue d’étudier le modele de régression
p
Vi = Nihi(z;) +¢e5, 1<j<n
i=0
ol £1,...,&, sont indépendantes et de méme loi N'(0,0?%) et Ay, ..., )\, 02 sont des parametres

inconnus.

a) Estimer les parametres de ce modele.
b) Ecrire un test de niveau o de “A\, = 0" contre “\, # 0”.

Le revenu net par action de la compagnie Gillette pour les années 57 a 64 est le suivant :

Année (z;) : 1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963 1964

Revenuen $ (Y;(w)) : 093 099 1,11 1,33 1,52 160 147 1,33
On pose z; = z; — 1960, 5 puis ¥o(z) = 1, ¢1(z) = 2z et P(z) = 2* — 21 /4.

c) Vérifier brievement que le choix ci-dessus de x;, ¢, ¢, rentre dans le cadre décrit
plus haut.

d) En supposant que Y; = Z?:o Niti(z;) + €5, 1 <j<8avecey,...,cs indépendantes
et de méme loi N'(0,0?%), estimer \g, A1, Ay et o2. Tester si Ay = 0.

e) Faire une prévision pour le revenu net par action en 1965.

N.B. Pour faciliter les calculs, on indique les valeurs numériques suivantes :

> Vi) = 32, ¥3(ay) = 168 3, Y (w) = 13,65 3, ¢ho(x;)Yj(w) = 10,28

25 Un(x)Y(w) = 6,86 32, ha(x;)Yj(w) = —4, 1.

1.3 Modele linéaire et test d’hypotheses non linéaires

Soit €;5, ¢ =1,...,k j =1...n, des variables i.i.d., de loi normale centrée réduite. Soit
mi,...,mp € R,onpose Yy; =m; +¢;5i=1,...,k j=1...n.
a) Quels sont les estimateurs du maximum de vraisemblance m; de m; (i =1,...,k)?

b) On se propose maintenant de construire une statistique de test pour les hypothéses non

linéaires : i .
i=1 i=1

Pour cela, on se propose d’utiliser la statistique de test

k
Tn:\/ﬁ<2m3—1>.
i=1
Montrer que T, peut s’écrire sous la forme suivante
|2 k k
T, = Tn D E?+2) (Gmi+ V() mi—1),
i=1 i=1 i=1
0 (£")i=1..x sont i.i.d. de loi N(0,1).
¢) On suppose que Hj est vérifiée. Montrer que \/Lﬁ Zle(ff)Q converge en probabilité vers
0. En déduire que 7T, converge en loi. Préciser la loi limite.
d) On suppose que H; est vérifiée. En utilisant la question précédente, montrer que presque
sturement lim,, ., |T,| = +o0.
e) Déduire des questions précédentes une procédure de test pour décider entre Hy et Hj.



2 Théoremes asymptotiques

2.1 Loi asymptotique des extrémes

Pour n > 1, soit Xq,..., X, des variables i.i.d. de densité f.
— On suppose que le support de f est [0, 1] et que cette fonction admet le développement :

f(z) = co+car(l —2)*(1+e(2)),
ou a > —1 et lim, ,;- e(x) = 0. Discuter, en fonction de « de la normalisation stabilisant
la loi de X,y et déterminer la loi limite.
— Reprendre la question précédente dans le cas de la loi de Pareto de densité
f(x) = car™*Lizs1)

Onaicia>1

2.2 Grandes déviations précises
On considere le modéle de régression
Yi:a*Xi—i—si, 7= 17"',N.

Ou les vecteurs (X;,Y;),s = 1,...,n sont toutes i.i.d.. On suppose de plus que, pour tout
1 =1,...,n, X; et ¢ sont des variables aléatoires indépendantes qui possedent des moments
d’ordre 4 finis.

1. Calculer @ 'estimateur des moindres carres de a*.
2. Montrer que, en général, a est un estimateur biaisé.

3. Montrer que y/n(a — a*) converge en loi vers une gaussienne centrée dont on précisera la
variance.

4. On suppose que les variables (X;) et (g;) sont des gaussiennes standard. Donne un
équivalent, pour n grand et ¢t > 0, de P(a — a* > t) et de P(a — a* < —1).

5. Reprendre la question précédente lorsque les (¢;) sont des gaussiennes standard ou de loi
de Laplace et que les variables (X;) sont uniformément distribuées sur {—1,1} ou sur

{-1,0,1}.

3 Processus gaussiens stationnaires

3.1 AR(1)
On considere le processus gaussien AR(1) causale
Xn+1 = Q*Xn + €nt1, (n € Z)a

ou |6*| < 1 et (¢,) est une suite i.i.d. de loi gaussienne standard. Calculer l'estimateurs de 6*
obtenu par la méthode du maximum de vraisemblance puis par la méthode de Yule Walker.
Comparer leurs propriétés asymptotiques.

3.2 AR(2)
On consideére le processus gaussien AR(2) causale
X1 = (07 +603) X0 — (0763) X1 + €041, (n € Z),

ou 0| < 1,(i =1,2) et (¢,) est une suite i.i.d. de loi gaussienne standard. Exprimer X,, comme
une fonction des (¢;) de son passé. En déduire la fonction de covariance du processus et sa
densité spectrale.



