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1 Question de cours : approximations de la loi binomiale

Soit X,, une variable aléatoire de loi binomiale B(n,0,), (n € N*,0 < §,, < 1).

1) On suppose que la suite 6,, est constante. Soit 6 cette constante. Expliquer pourquoi,
pour t € R,

X, —nb t exp <_29(gi2—9)>
IlmP | ——<t] = dzx. 1
( vn ) o \/270(1 = 6) @

2) On ne suppose plus que la suite 6,, est constante. Mais on suppose que

n—oo

lim nf, = X > 0.

n—oo

Expliquer pourquoi, pour k& € IN,

k

lim P(X, =k) = 6_’\)\—. (2)

3) La mutation d'un certain geéne a une probabilité p d’étre présente chez un individu
donné. On observe un échantillon de n = 10000 individus. En expliquant soigneusement
la modélisation utilisée, donner une approximation numérique des probabilités suivantes :
a) P(Observer au moins un mutant), si 'on suppose que la mutation du gene est tres

rare, p = 1074,
b) P(Observer plus de 3021 mutants), si l’'on suppose que la mutation du gene est fréquente,
p=0.3.

2 Lois Béta

On considere le domaine A du plan :

A:{(§>€R2: x2§y§x,x€[0,1]}

1) Soit C l'aire de 'ensemble A. Calculer C.
2) On considere un couple de variables aléatoires (X,Y) de densité :

o ]lA(xa y)
Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ? Calculer E(X) et E(Y).



3) On pose

U=X
. 2
po Y -X°
X(1-X)

Quelle est la loi de (U, V') 7 Montrer que les variables U et V' sont indépendantes et donner
leurs lois marginales.

3 Cauchy

Rappels et compléments admis

__ Soit f une fonction continue et intégrable sur R. Rappelons que sa transformée de Fourier
f est définie par l'intégrale :

~

flw) = /}Rexp(z’w$)f(a:)d$, (w e R).

Par ailleurs, lorsque f est intégrable on a la formule d’inversion :

~

pour tout x € R, f(x) = ! /]Rexp(—iwx)f(w)dw.

T om
Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle double. C’est-a-dire que X a pour densité :

Fe(z) = %exp—|x|, (x € R).

Soit Y une variable aléatoire de loi de Cauchy. Y a pour densité

fr(z) = r €R).

wiran)

1) Calculer la fonction caractéristique de X. En utilisant la formule d’inversion précédente,
déduire celle de Y.

2) Soit Y7, Y5 deux variables aléatoires indépendantes toutes deux de méme loi que Y. Quelle
est la loi de £(Y; + Y3) (ne pas essayer d’utiliser la formule de convolution!!!)?

3) Soit (Y;,) une suite i.i.d. de loi de Cauchy et soit Y, la moyenne empirique construite &

partir de Y7 ...Y,, :
N
Y, =— Y.

Quelle est 1a loi de Y, ? Ce résultat contredit-il la loi forte des grands nombres ?



