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PROBABILITES

Couple de Variables aléatoires. Fonction caractéristique

1 Couples de variables

a) Soit X et Y des v.a. indépendantes de loi A(0,1). Déterminer la loi du couple
(X/Y,Y) puis celle de Y. X/Y et Y sont-elles indépendantes 7

b) Soit Y; et Y, des v.a. indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. On pose X; =
V—2log Y] cos2nYs et Xy = /—2log Y] sin 27Ys. Montrer que X, X5 sont i.i.d. et en
déduire une méthode de simulation d’un couple de v.a. de loi normale indépendantes.

c¢) Soit I une matrice 2 x 2 symétrique définie positive, 7 = (1, p2) un vecteur de
R? et A une matrice 2 x 2 avec I' = AAT. Soit Z = (X,Y)T un couple i.i.d. de loi
normale standard. Quelle est la densité du vecteur Z; = AZ + ;7 Réciproquement,
soit Z1 = (X1,Y1) un couple de densité :

%\/ﬁ exp (_ (21 — M)Tl;l(zl - M)> '

et soit O une isométrie de R? assimilée & sa matrice. Déterminer la loi du couple
Zy = O(Zy—p). A quelle conditions les composantes de Z] sont-elles indépendantes ?
On suppose p = 0 et 17 = 792 = 1, calculer P(X; > 0,Y; > 0).

d) Soit XY, Z des variables i.i.d. de loi N'(0,1). On pose X' = X—\;%Z Y' = Y—\;%Z En

utilisant la question précédente montrer que P(X' > 0,Y’' > 0) = %
e) Montrer que

f(l’b?h) =

flr) = — (x€R).

définit une densité de probabilité sur R. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles
indépendantes de méme loi de densité f. Calculer la densité de X + Y ; pour cela il
sera utile d’établir
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En déduire la valeur de / L dz. Vérifier que - Zerxp(—(Qk +1)x)
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pour x > 0, et en déduire la valeur de ; W
f) Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires de densité de probabilité :
1
=—zvy si(x,y) €D
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g(z,y) =
— 05 (5,y) ¢ D

ou D est le premier quart du disque centré en 0 de rayon 2. Les variables X et
Y sont-elles indépendantes? Déterminer la densité de probabilité de la variable

Z =X%4+Y?, puis celle de R = /X2 + Y2,



2 Fonction Caractéristique

1) Déterminer la fonction caractéristique de la loi de densité exponentielle double de
1
densité f(x) = 56"’”‘. En déduire la fonction caractéristique de la loi de Cauchy (de

paramétre 1), puis la somme de n Cauchy indépendantes. Commentaires 7
2) Soit (X,,) des variables i.i.d. de loi de Bernoulli a valeurs dans {—1, 1} et de para-

métre 1/2. Soit Zy = Zf:le 27" X,,. Montrer que Zy converge en loi, préciser la loi
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limite. En dédui (-)
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lculer li - —.
3) Calculer lim e z; i
]:
4) Soit (X,) des v.a. i.i.d. exponentielle de paramétre 1. Rappeler la loi de S, =
E?Zl X;. Quelle est la fonction caractéristique de la loi de S,,. A 'aide de la conver-
vn
5) Soit (X,,) des v.a. i.i.d. centrées de variance 1. On pose S,, = X;+- -+ X,,. Montrer
Si+-- 4S5,
NEE
6) Dans un programme de calcul, Popérateur décide d’utiliser J chiffres significatifs
aprés la virgule et d’arrondir tous les résultats d’opérations a cette configuration
(donc a 1/2 107 prés). On suppose qu’il effectue 10° opérations élémentaires suc-
cessives, que les erreurs commises pour chacune sont indépendantes, de loi uniforme
sur [-1/2 1077,1/2 1077] et que Verreur sur le résultat final est la somme des
erreurs commises sur chaque opération. Calculer la probabilité pour que Ierreur
finale soit inférieure ou égale (en valeur absolue) a 1/2 107773,
— Soient X une variable aléatoire de densité
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retrouver la formule de Stirling.

gence de

que converge en loi vers une limite que 1'on précisera.

fx) =

et ¢ sa fonction caractéristique.
— Vérifier que ¢ est une fonction paire et montrer que
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— Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes ayant la méme loi
que X et soit, pour n > 1, S, = X; + --- + X,,. Exprimer en fonction de ¢ les
fonctions caractéristiques ¢,, des variables aléatoires S, /n. En déduire que la suite
(Sn/n) converge en loi et préciser la loi limite.
Expliquer pourquoi la loi faible des grands nombres ne s’applique pas.



