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1 Chaine de Markov

Pour 0 < 0 < 1, on considere la chaine de Markov (X,,) a trois états {1,2,3} de matrice de
transition
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a) Pour quelles valeurs de € la chaine est-elle irréductible 7

b) Discuter suivant les valeurs de 6 de la nature des états.

¢) On suppose que 0 est tel que la chaine est récurrente. Déterminer la probabilité invariante.
En déduire la limite presque stre de

1 n
— Z log X;.
n <
7=1
e) On suppose que # = 0.5 et 'on considere Iespace a 9 états :
E:={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}.
On pose pour n > 1, Y, = (X,,, X,,—1). Montrer que (Y,,) est une chaine de Markov a

espace d’états dans E. Déterminer sa matrice de transition.

2 Intégration

Montrer que pour t < 1
log(1—1t) <t.

Pour n > 1, on pose
I, = / (1 —z/n)"dx.
0

Montrer que I, converge vers une limite a déterminer.

3 Branchement

Soit (X;;) un tableau infini de variables aléatoires entieres positives i.i.d de carré intégrable
et d’espérance A > 0. On pose Ny =1 et pour n > 0

Nnp,
Npj1 = E Xn+1,j-
Jj=1

Montrer que la suite (N,,/\") est une martingale. Que vaut son espérance ?



