TD5 de Statistique Inférentielle

Modele linéaire et applications

Magistere d’économiste statisticien

1 Cuatro Cuaranta

Soit ny et ny deux entiers strictement positifs fixés et n = 2p > 2max(ny, ny). On considere
pour j = 1...n, le modele de régression périodique :

Y, =ao+a cos(27m11) + ag cos(27mgl) + by sin(27mll) + by sin(27mgl) + ;.
n n n n
a) Montrer ou admettre pour 7,7 = 1,2, les relations suivantes :
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b) Montrer que les estimateurs (du maximum de Vralsemblance) des parametres sont :

a; = —ZY]-COS 2mn; =), 1 =1,2
7j=1
~ 1 <&
b, = —ZYsm 2mn; =), 1=1,2
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92 — T ; {Yj — (&0 +a; cos(27mlﬁ) + ay cos(27m25) + by sin(27mlg) + by sin(?wngﬁ))]

c¢) Construire le test d’hypthese de a; = as = by = by = 0, puis celui de a; = b; = 0.
d) Application numérique pour le second test de la question précédente. Cas de la note
LA, ny = 440 n = 1000. Tester si la note est un LA pur (c’est-a-dire a; = by = 0) avec

$2,  =1,5,a9" = 0,52, 09P5 = 0,98



2 Reégression
On considere le modele de régression multiple :

Yi=a+bx;+czj+e, j=1...4n.

Ou :
— a, b, c sont des paramteres inconnus.
€1
—e= : ~ N (0,0%1y,), la variance o2 est inconnue.
€4n
- T4j-3 = —1, Tyj—2 = 1, Tgj—1 = —1, T4 = 1, 2453 = 1, Z4j—2 = 1, Z45—-1 = —1, R4 = —1,
(j=1,...,n).

a) Estimer les parametres a, b, ¢, 0%. Dans la suite on note S? I'estimateur de o
b) Tester I'hypothese a = 0. Application numérique : n = 50, 5(2)bs = 2.0, Y ps = 0.17.

c) Tester I'hypothese b = c.
1 an 2 an 2
no? (Z %‘Ea‘) + (Z %‘) !
j=1

d) Quelle est la loi de
j=1

3 Régression (Bis)
On considere les modeles de régression :

Y, = ari+e,1=1,....n
/ .
Z; = pwi+e,1=1...,n.

E€1y---1EnyEl, - ., &, sont des suites i.i.d. indépendantes de loi N'(0,0?), o > 0.

a) Sous quelle condition sur (x;);=1. . et (w;);=1.., les parametres « et (3 sont-ils estimables ?
On supposera dans la suite que cette condition est vérifiée.

b) Estimer les parametres a, 3 et o2

c) Tester a = f3.

d) On suppose que a a pour loi a priori, la loi N(0,7%), 7 > 0. Calculer, I'estimateur
bayésien de a.

e) On suppose que (3 a pour loi a priori, la loi de Bernoulli de parametre 0.5. Que signifie
cette hypothese ? Calculer, I’estimateur bayésien de a.

4 Reégression périodique
On considere, pour N > 1, le modele de régression :

Y; =ax; +bcosxj+¢, j=—-N...N.

Ou :
— a, b sont des paramteres inconnus.
€E_N
— €= : ~ Non11(0,0%I5n41), la variance o est inconnue.



— Montrer les formules suivantes :

ZJQ _ N(N+1)2N +1)
j=1
N-1
cos’(r;) = N
j=—N

b) Estimer les parametres a, b, 2. Dans la suite on note S? I'estimateur de o?.
c¢) Tester 'hypothese a = 0.
d) Tester I'hypothese b = 0.

5 Reégression polynomiale

Soient p et n deux entiers tels que 0 < p < n. Pour tout 1 < j < n on pose z; = j — "TH
On considere g, ¥, . .., 1, polynomes fixés tels que :
o degré(yy) =i, VO<i<p
o > Vix)Yu(r;) =0, VO<i#k<p
On a en vue d’étudier le modele de régression
p
Y, = Nti(y)+e, 1<j<n
=0
ol £1,...,&, sont indépendantes et de méme loi N'(0,0?%) et Ay, ..., )\, 02 sont des parametres

inconnus.

a) Estimer les parametres de ce modele.

b) Ecrire un test de niveau a de “\, = 0” contre “\, # 0”.

Le revenu net par action de la compagnie Gillette pour les années 57 a 64 est le suivant :

Année (z;) . 1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963 1964
Revenuen $ (Yj(w)) : 093 099 111 133 152 160 147 1,33

On pose z; = z; — 1960, 5 puis ¢o(z) = 1,¢1(z) = 2z et Yo(z) = 2* — 21/4.

c) Vérifier brievement que le choix ci-dessus de x;, ¢y, ¢1, 1, rentre dans le cadre décrit
plus haut.

d) En supposant que Y; = Z?:o Nivi(xj) + €5, 1< j < 8avecey,...,es indépendantes
et de méme loi N'(0,0?), estimer \g, A1, Ay et o2. Tester si Ay = 0.

e) Faire une prévision pour le revenu net par action en 1965.

N.B. Pour faciliter les calculs, on indique les valeurs numériques suivantes :
> Vi) = 32, ¥3(ay) = 168 30, Y (w) = 13,65 3, ¢ho(x;)Yj(w) = 10,28
> () Yi(w) = 6,86 >, ¢ha(x;)Yj(w) = —4, 1.

6 Degré 3
Pour les données ci-dessous, ajuster le modele :
Y =By + B X + o X2+ B X3 te
Tester 'hypothese 85 = (5.

X -5 -3 -1 1 3 5
Y 13 4 3 4 10 22



7 Régression
Soit p un entier naturel strictement positif, on considere le modele linéaire
Yij = aiwij +bi+ey5, 1=1,2, j=1...2p,

ou
— ey, 1=1,2, j=1...2p, sont des variables i.i.d., gaussienes de variance o*.
- Xy = (—1>i+j, 1= 1,2, j: 12p
— Les parametres a;, b; i = 1,2 et 02 sont inconnus.
a) Calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres.
b) Déterminer une région de confiance pour le couple de coefficients directeurs (ay, as). Pour

p = 50, on suppose que l'on a obervé S2°P8 — 0.9 (52 est I'estimateur du maximum de
vraisemblance de o?), et (23’;1 x1;Y1;)%% =25 ( ?il T9;Y2;)? = 1.4. Tracer, pour
ces observations, la région de confiance obtenue dans le plan (ay, as).
c¢) Tester 'égalité des coefficients directeurs a; = as.
Application numérique : reprendre les valeurs numériques données a la question précédente.
d) Tester 'égalité des ordonnées a l'origine by = b,.
Application numérique : on reprend les valeurs de p et de S? de la question b) et I'on

suppose que Y2PS = (1/(2p) %, v3;)°P5 =53 viPPS = (1/(2p) 3577, 2y)°P® = 4.95.
e) On suppose que a; = as = a et by = by = 0. Calculer I'estimateur de Bayes de a, si la loi

a priori est la loi N'(m, &%) (m € R, & > 0).

8 Modele linéaire et test d’hypotheses non linéaires

Soit €5, 4 =1,...,k j = 1...n, des variables i.i.d., de loi normale centrée réduite. Soit
mi,...,mp € R,onpose Yi; =m; +¢;5i=1,....k j=1...n.
a) Quels sont les estimateurs du maximum de vraisemblance m; de m; (i =1,...,k)7
b) On se propose maintenant de construire une statistique de test pour les hypotheéses non
linéaires :
k k
i=1 i=1

Pour cela, on se propose d’utiliser la statistique de test

Tnzﬁ(iﬁﬁ—1>.

=1

Montrer que T, peut s’écrire sous la forme suivante

k k k
T, = = SO+ 23 (m V(Y mE 1),

ol (§")i=1..x sont i.i.d. de loi normale standard.

c) On suppose que Hj est vérifiée. Montrer que \/iﬁ Zle(gf)Q converge en probabilité vers
0. En déduire que T, converge en loi. Préciser la loi limite.

d) On suppose que H; est vérifiée. En utilisant la question précédente, montrer que presque
stirement lim,, o |T,,| = +00.

e) Déduire des questions précédentes une procédure de test pour décider entre Hy et Hj.



