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Feuille d’exercice 4
Variables aléatoires continues

1 Loi Uniforme

Soit a, b ∈ R avec a < b. On considère une variable aléatoire X de loi Uniforme sur l’intervalle [a, b], de
densité de probabilité f avec

f(x) =
1

b− a
1(a≤x≤b).

1) Calculer l’espérance et la variance de X.
2) Déterminer sa fonction de répartition et la tracer.
3) On suppose que E(X)=V (X)=2. Trouver a et b.

2 Unicorne bleu

Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Soit Y = (X − 4)2.
1) Déterminer la densité de probabilité de Y .
2) Calculer son espérance et sa variance.

3 Yosemite

Soit a ∈ R avec a > 0 et X la variable aléatoire de densité de probabilité f avec

f(x) = ax41(0≤x≤1).

1) Trouver a afin que X suive bien une loi de probabilité.
2) Calculer son espérance et sa variance.

4 Ibis rouge

Soit X la variable aléatoire de densité de probabilité f avec

f(x) =
3
4
(1− x2) si | x |≤ 1

et 0 sinon.
1) Déterminer la fonction de répartition de X et la tracer.
2) Calculer son mode, son espérance et sa variance.
3) Calculer la probabilité de l’évènement (2 | X |≤ 1).

5 Colorado

Soit X la variable aléatoire de fonction de répartition F avec

F (x) = 1− (1 +
x

2
) exp(−x

2
) si x ≥ 0

et 0 sinon.
1) Déterminer la densité de probabilité de X.
2) Calculer son mode, son espérance et sa variance.
3) Calculer la probabilité de l’évènement (1 ≤ X ≤ 2).

6 Loi de Cauchy

Soit X la variable aléatoire de loi de Cauchy, de densité de probabilité f avec

f(x) =
1
π

1
1 + x2

.

Vérifier que X n’a pas d’espérance.



7 Loi de Gauss

Soit X une v.a. de loi gaussienne N(4, 4). Déterminer la probabilité des évènements

(X > 6), (X > 6 ou X < −6), (2 ≤ X ≤ 6).

8 Mascareignes

Soit X une variable aléatoire gaussienne N(0, 1). Soit Y =2X − 1.
1) Déterminer la densité de probabilité de Y .
2) Calculer son espérance et sa variance.

9 Temps d’attente

Soit X une variable aléatoire représentant par exemple un temps d’attente exprimé en minutes. On suppose
qu’elle suit une loi exponentielle dont la densité est

f(x) = C exp(− x

25
)1R+(x), (x ∈ R, C > 0).

1) Calculer la constante C ainsi que le temps moyen d’attente.
2) Calculer la probabilité des événements :

A :”le temps d’attente est supérieur à 5 minutes”
B :”le temps d’attente est compris entre 2 et 5 minutes”
C :”le temps d’attente est de 5 minutes”.

3) Soit la variable aléatoire Y = X1{x∈R: x<5}(X). Quelle est sa loi ? Tracer la fonction de répartition
correspondante.

10 Log Normale

Soit X une v.a.r. de densité définie par :

f(x) =
1√

2πσx
e
− 1

2

(
log x−m

σ

)2

11]0,+∞[(x),

où m ∈ R et σ ∈ R∗+. On dit que X suit une loi log-normale de paramètres (m,σ2) et on note X ∼ LN (m,σ2).
1) Soit X ∼ LN (m,σ2). Calculer E(X) en utilisant l’expression de la densité d’une loi normale convena-

blement choisie.
2) On pose Y = cXd, avec c et d réels strictement positifs. Montrer que Y est une v.a.r. suivant une loi

log-normale de paramètres à déterminer.
3) En déduire Var(X).

11 Loi Gamma

Soit a et λ deux réels strictement positifs.
1) Montrer que :

Γ(a) =
∫ ∞

0

e−xxa−1dx < ∞.

2) Montrer que Γ(a + 1) = aΓ(a). En déduire Γ(n), n ∈ IN∗.
3) On considère la fonction f définie par :

f(x) =

{
λae−λxxa−1

Γ(a) si x > 0
0 si x ≤ 0.

Vérifier que f est une densité de probabilité. Soit X une v.a.r. de densité f : on dit que X suit une loi
gamma de paramètres a, λ, notée G(a, λ). Calculer E(X) et Var(X).

4) Soit Y une v.a.r. suivant une loi normale centrée réduite. Montrer que Y 2 suit une loi G( 1
2 , 1

2 ) (c’est-à-dire
une loi de χ2 à 1 degré de liberté). En déduire la valeur de Γ( 1

2 ).


