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1. DISTANCE A L’ORIGINE

Notons Fx la fonction de répartition de X. On a directement que, pour t < 0, Fx(t) =0
et pour ¢ > 1, Fix(t) = 1. D’autre part, pour ¢ €]0, 1],

1 t?
Fy(t) = P(X < 1) = _/ N L)
m D m
ou D, désigne le disque de centre 0 et de rayon ¢. Par dérivation, on en déduit que la densité
de X est :
Ix(x) =22l 1((z) (= € R).
Les deux premiers moments de X sont E(X) = 2 et E(X?) = 1. D'on varX =

U(X):%.

2. DE

a) Puisque le dé est supposé étre équilibré, la loi de X est la loi uniforme sur 1’ensemble
{1,...,1}. On a donc, pour z € {1,...,1}, P(X = z) = 7. On en déduit les deux
premiers moments de X:
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E(X) = > jPX=5=7) i=—5"=—7
p =1

E(X?) = ZjZ]P’(X _ )= %ZjQ _ l(l+1)6(l2l+1) _ (l+1)((321+1).

On obtient alors :

varX = E(X?) — [E(X)]* = (

[+ +1) (141" P-1
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b) Comme [ = 10, on obtient dans les formules précédentes E(X) = 5.5 et varX = 2. Le

théoréme de la limite centrale permet donc d’approximer la loi de v/100(X — 5.5) par la
loi normale centrée de variance %. On a alors :

P(X<4) = P 10(X —5.5) _ 10(4 - 5.5)
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3. Processus A.R.

a) «) On montre facilement par récurrence que, pour n € N* :
n
(].) Xn = Zﬁjan_j.
j=1

) En utilisant (1), ’équidistribution et I'indépendance de la suite (&,,), on obtient pour

0+ —-1,1:

- n_ po(l—6")
E(X,) — E(;%n_j> ZeEgn] _pZeﬂ e

- n_ & B 2 p(1—p)6%(1 —6*")
varX, = var (jz;efan_j) —Zejvarsn—j—P(l—P)Zw— 102 '

v) Ces parametres convergent si, et seulement si, |#| < 1. On obtient alors :

po(1—-0")  pb

lim E(X,) = lim

n—00 n—00 1—6 T 1=8
: o p(l=p)P(1—=06"")  p(1l—p)o?
Jim varX, = lim 1— 02 T 1o

b) Si Z est une variable aléatoire on note F; sa fonction de répartition. Soit ¢ € R, on a
Fx,(t) =t, (t € [0,1]), Fx,(t) =0, (t < 0) et Fx,(t) =1, (¢t > 1). La formule des
probabilités totales donne

FX1 (t) = P(Xl S t) = ]P(Xl S t|€0 = O)P(SO == 0) + ]P(Xl S t|€0 = ].)]P)(SO == ].)
1 1 1
— §]P(X0 S 2t) + §P(X0 S 2t - ].) — §[FX0(2t) + FX0(2t - ].)]

— Sit > 1,2t et 2t — 1 sont aussi supérieurs a 1. Donc, Fy, (t) = 1.
— Sit <0, 2t et 2t — 1 sont aussi inférieurs a 0. Donc, Fy, (t) = 0.
—Si0<t<ionalO0<2t<let2t—1<0. DoncFXl():% 2t = t.
—Sl—<t<1ona1<2tet0<2t—1<1 Donc Fx, (t) = 3(1+2t—1) =t.

On conclut que Fy, = F,. Une récurrence immédiate donne, pour tout n € N, Fx, =

Fx,. X, suit la loi uniforme sur [0, 1].



4. EXPONENTIELLE DOUBLE

a) Pour t € R on a

0z(t) = Elexp(itZ)] = %/Rexp(—|z|+itz)dz

_ %/ expl=(1 +¢t)]dz+%/R+ explz(it — 1)]dz

_ [exp[z(1 +it)] 0 expz(it —1)]1+°

B { 2(1 +it) } - { 2(it — 1) ]
1 IS

2(1 + it) * 2(1 —it) 1412

b) La fonction [(x)exp(—|z|) est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?.
Le théoreme de Fubini donne alors :

/01 16(:5;2 - %/_11 115262 = %/_Ill(af)wz(ﬂf)dif = %/_:ol(gc)/ﬂ{exp(ﬂd +ixz)dzdz

= 3] 1) [l costryizde = 3 [ cosritn) exp(—|e

c¢) Prenons [(x) = I;_1 () et appliquons a nouveau le théoreme de Fubini :

/R2 cos(z2)l(z) exp(—|z|)dzdz = /+oo exp(—|z|) /11 cos(xz)dzdz

0

oo sin(rz)]"
= [ e ™) g
—00 -1
+o0 ;
= 2/ exp(—|z|)smzdz
s z

+oo ;
S
= 4/ exp(—=z) Sy =4
0 z
En utilisant la question b), on obtient

L dw i
J = /0 i [artan(z)]; = T




