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Probleme encadré de Probabilités

1 Lois Béta

On considere le domaine A du plan :

Az{(gyC)E]RZ: 7 <y<l, xE]—l,l[}
1) Soit C I'aire de I’ensemble A. Calculer C.

2) On considere un couple de variables aléatoires (X,Y) de densité :
o ]IA ($a y)

Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes? Calculer les lois marginales

de X et Y ainsi que leurs espérances et variances.

3) Montrer que Papplication ¢ de A dans ]0, 1[*> définie par
rz+1

vy = | 2 ,(j>eA
1 — a2
est bijective. On pose
V:Y—X2
1— X2

Quelle est la loi de (U, V)7 Les variables U et V sont-elles indépendantes? Donner

leurs lois marginales.

2 Autour des records
., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)

Soit Xla ..
de densité f. Dans ce cadre on rappelle que 'on a, pour 1 <i < 7 <n,
P(X; = X;) =0. (1)

Pour j € IN*, on considere le rang relatif R; de X :

J
Rj=1+Cardinal {i € {1,..,j}: X; > X;} =1+ Lixiox,).

=1

C’est une variable aléatoire a valeurs dans {1, .., j}

1



a)

Pour n € IN*, on note S, l’ensemble des permutations de {1,..,n}. On pose, pour
oesS,,

I
E, = e R": To(1) < To(2) <...< To(n)
In
On note
4ol
F = U : eR": x; =z,

1<i<j<n

In

Montrer ou admettre que [(E;,)qes, , F] est une partition de R". En déduire en utilisant
(1) que, pour n > 2, on a

Z IP(XU(l) < Xg(g) <...< Xg(n)) =1.

O'GSn

Puis que, pour o € S,

1
P(Xo0) < Xo) < oo < Xon) = 0.
Soit, pour n € IN*, 7 = (r})i1<j<n avec 7; € {1,2,...,j}. Montrer par récurrence sur

I’entier n > 2 qu’il existe une unique permutation o, € §,, avec

IP(R1 = Tl,Rg =T9,.. .,Rn = Tn) = IP(XUT(I) < XUT(Z) <L < XUT(n)).

En utilisant les questions précédentes, montrer par récurrence que, pour n € IN*\ {1},
les variables Ry, ..., R, sont indépendantes. Monter que, pour n € IN*,

1
IP(R, =r,)=—, r, €{1,2,...,n}.
n

Calculer I'espérance et la variance de R,,.
Indication : on rappelle que

Soit j € IN*, si R; = 1 on dit qu’il se produit un record a l'instant j. Commenter
cette appellation. On s’intéresse maintenant, pour n € IN*, & la variable aléatoire Z,
comptant le nombre de records jusqu’a l'instant n :

Zn = Lr;=1y.
j=1

Montrer que la suite (Z,) est croissante, calculer 'espérance et la variance de Z,
(n € IN¥).



e) En utilisant des aires construites a partir de la fonction 1/x, (z € IR’ ), montrer que

pour n € IN*,
n—l—ldx "1 n
[t
1 ,] 1

En déduire que, lorsque n tend vers l'infini, on a

Z% ~ logn.

j=1

Montrer que

I . s
lim IE =1 et lim Var =0
n—00 logn n—00 logn

Zn
logn

En déduire que la variable aléatoire tend vers 1 en probabilité.



