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I) Quelques propriétés des fonctions génératrices

a)

On a X5 IP(Z = i) = 1 donc si [s] < 1 la série entiere définissant Gy est
absolument convergente. Cette série est donc infiniment dérivable sur | — 1, 1].
De plus pour s €] — 1, 1[ et £ >0

G?@):2?¢-k+m”.@—mmxzzwy*. (1)

E culier GF(0) = EP(7 — AN A0

n particulier G;’(0) = K!IP(Z = k) donc IP(Z = k) = “&7—.

Si R > 1, I’équation (1) et vraie pour s €] — R, R[ et k > 0. En particulier lorsque
s =1 on obtient

+oo
G(Zl)(l) =Y i(i—=1)-- (i =+ )P(Z=4)=E[Z(Z-1)---(Z -1+ 1)].
i=k
Puisque Z; et Z; sont des variables aléatoires indépendantes, on a pour s € [—1, 1]

Griv7,(s) = B[s7 %] = W[s™ 7] = B[ [B[s”] = G7,(5)G7,(s).

On a pour |s| < 67!

Gols) = 301 ) =
ZOS_kZO T s
et donc pour [ € IN
w, 101 —0)
Cals) = T gamr
Donc, puisque R = 6~ > 1, en utilisant les résultats de la question b) on trouve
(1) g
IE[Zo(Zo = 1) (Zo =1+ 1)] =Gy (1) = a—o
D’autre part d’apres ¢) on a
1 — 0 n+1
Gyt 7, (8) = (G (5))"T = (1 — 08) ' )

Un calcul direct donne

(n + 1)(n + 2)0%(1 — 0)+!

"
Z0_|_...+Zn(3) - (1 o (98)”"’3

et donc a) donne finalement

n+1)(n+2)0*(1 —9)~*
5 )

P(Zot ot 2, =2) =



e) Convergence en loi et fonction génératrice.

i) On a vu que, si Z est une variable aléatoire a valeurs dans IN alors

IP(Z =0) = Gz(0). Done

lim IP(U, = 0) = lim Gy, (0) = Gu(0) = IP(U = 0).

n—0oo n—0oo

ii) Montrons par récurrence sur [ que

Ho(s)=> P(U, = §)s' 7 (s €] —e,e[\{0}, n € IN). (3)

i>l

Remarquons tout d’abord que 1’égalité (3) est vérifiée pour [ = 0. Supposons
maintenant que cette égalité soit vérifiée pour [ =0,..., L avec L. > 0. On a
alors, par construction pour s €] —¢,¢[\{0},

, _ Nei-L _ _ 4
o) = 22t P =D 2RO 2By, = i,

= >L+1

Donc I’égalité (3) est vraie au rang L + 1, elle est donc vraie sur IN. D’autre
part on obtient facilement que

lim H, (s) =1P(U,=1) (I>0,n2>0).

s—0

La série entiere H, ; est donc bien définie en 0. En utilisant les mémes argu-
ments, on obtient pour s €] —¢,¢[\{0}

m@:ZPw:ﬁw%Q%m@:szoazw

il
Montrons maintenant par récurrence sur ’entier naturel [ que pour s €] —¢, ¢[

lim H,,(s) = Hi(s). (4)

n—0oo

Par hypothese, 1’égalité (4) est vraie pour { = 0. Supposons qu’elle soit vraie
pour [ =0,...,L avec L. > 0. On a alors au rang L + 1 pour s €] —£,¢[\{0}

etn>1
H,r(s)—IP(U, =L
) = sl =P = 1)
En utilisant ’hypothese de récurrence et le fait que H,, 1(0) = IP(U, = L) on
obtient

lim H,141(s) = Hi(s)—TP(U = L)

n—0oo S

= Hpya(s).

Pour terminer la preuve par récurrence, il reste a montrer que

lim Hn,L-I-l(O) == HL-l—l(O)- (5)

n—0oo



On a pour |s| < min(e, 1/2)

|H,111(0) = Hr1(0)] < [Hpr41(0) = Hyppa ()| + | Hppaa(s) — Hrga(s)]
+[Hp41(s) — Hp41(0)
< As|+ [Horyi(s) = Hpya(s)]-

Soit n > 0, choisisons sy < min(e,n/8,1/2). Si n est assez grand, la quan-
tité |H, r4+1(s0) — Hr41(s0)| est majorée par /2. Donc si n est assez grand
|Hy1+1(0) — Hr41(0)| est majoré par . Puisque n > 0 est arbitraire on en
déduit (5). La preuve précédente utilise principalement le fait que la suite de
fonction (H, r41)nenN est équicontinue dans un voisinage de 'origine.

iii) Une conséquence directe de ii) est, pour { > 0,
nh_}rgo H,(0) = nh_}rgo IP(U, =1) = H(0)=TPU =1).

Donc, la suite (U,) converge en loi vers U.

f) En utilisant I'identité (2) avec n — 1 et £ on obtient pour s €] —1,1]

1—2\"
Gy g (8) = (1 — 971_5) '
Donc en utilisant la limite bien connue :

lim (1 — E)” =e ¥ (x€lR),

n—0oo n

on obtient

lim G —0els — (00s=1)

n—co Zi")_|_..._|_Zr(Ln) (3) =e

On reconnailt la fonction génératrice de la loi de Poisson de parametre §. Le
résultat de la question f) nous permet de conclure que Zl(n) + -4 Z converge
en loi vers la loi de Poisson de parametre 6.

IT) Etude du régime stationnaire de la file

a) Quelques géneralités
i) Pour n > 0, il y a deux cas & considérer :

1) Sur {X, > 1} entre les instants n et n 4 1 la taille de la file augmente de
un avec probabilité p ou diminue de un avec probabilité 1 — p. Donc sur
cet événement on a

Xoy1 =X, +e, = (X, +e,)t, ot IPPle,=1)=1-1P(g, = —1) =p.

2) Sur {X,, = 0} la file s’incrémente de un avec probabilité p ou reste vide
avec probabilité 1 — p. Donc sur cet événement on peut aussi écrire

Xn—l—l — (Xn + 5n)+-



Donc, dans le cas général on a bien
Xopr = (Xo+20)", (n€N). (6)

Ou (£)nen est une suite de variables aléatoires identiquement distribuées a
valeurs dans {—1,1} avec IP(e; = 1) = p. De plus, puisque les arrivées et
départs sont tous indépendants et sont aussi indépendants de Xy la suite
(€)nen est une suite i.i.d. indépendante de X.

i) Ona X; = (Xo+¢0)" = (Xo+ £0) I x;,4e0>01- On a aussi

SO — Inf S] = XO + &g — iﬂf(O,Xo + 50) = (XO + 50)]I{X0+50>0} = Xl.

~1<;<0

L’égalité est donc établie pour n = 0. Soit n > 0, supposons maintenant que
pour tout k =0,...,n on ait

Xk-l—l == Sk — inf S]‘. (7)

—1<j<k

Alors

X2 = (Xog1 + €n+1)+ = max(X,4+1 + €nt1,0)

= maX(SnH — lﬂf S]‘, Sn_|_1 — Sn_|_1)
—1<5<n
= maX( max (Sn-l-l - Sj)v Sn-l—l - Sn-l—l)
—1<5<n
= max (S,.1—5;)=S5,01— Inf S,
—1§j§n+1( n+1 ]) n+l <<t J

[égalité (7) est vraie pour k = n + 2 et donc par récurrence elle est vraie
pour tout k € IN.

b) On suppose p > 1.

i) On a par linéarité de I'espérance

E@Q:H%&Q+E(§k0:wn+iﬁﬂq):m+{n+UE@@

i=0 i=0

D’autre part [E(eg) = p—(1—p) = 2p—1 donc IE(S,)) = m+(n+1)(2p—1). Le
calcul de la variance de S, s’effectue en utilisant I'indépendance des variables
et I'égalité var g =1 — (2p — 1)? = 4p(1 — p) :

var S, = var Xg + var (Z 5j) = o + nvar g9 = o + 4np(1 — p).
7=0

D’apres les calculs précédents, on a

lim IE (i) =2p—1 et lim var (i) =0.
n—0oo n n—0oo n



Donc, puisque

[t )] < (5) 4 (2) o]

en utilisant 'inégalité de Tchebycheff, on peut conclure que i—" converge en
probabilité vers 2p — 1. Soit € > 0, avec 2p — 1 — € > 0 on a donc

lim IP[S, <n(2p—1—¢)] < lim P

n—0oo n—0oo |:

&—(Qp—l)‘>c] = 0.

n

Cela entraine que 5, diverge en probabilité vers 4oco.

ii) Puisque S_y =0 on a pour n > 1

X1 = Su — inf S > S, — S, = S, (8)

~1<;<n

En utilisant le résultat de la question précédente on en déduit que suite (X,,)
diverge en probabilité vers +oo. On peut interpréter ce dernier résultat de
facon intuitive. Si le taux d’arrivée est plus important que le taux de départ
la taille de la file croit indéfiniment.

c¢) On suppose que p < i.

i) Par construction on a, pour n,z € IN,
PX,y=z+1|X,=2)=p et PX,yu=(z—DTX,=2)=1-p.
La formule des probabilités totales donne alors, pour n € IN,

P(X,11=2) = PXpp1=2|Xp,=2—-1)P(X,=2—-1)
+P( X1 =2| X, =2+ DIP(X, =2+ 1)
= pP(Xp=c— 1)+ qP(X,=c+1) (€N, (9)

P(X,11 =0) = P(X,q =0|X, =0)IP(X, =0)
FIP(X gy = 0[X, = DIP(X, = 1)
= q[IP(X, =0)+ P(X, =1)]. (10)

ii) Utilisant la question précédente, On a pour, s €] — 1, 1[\{0} et n € IN
+o0
G (5) = Y S P(Xops = ) 1)
k=0
= q[IP(X,=0)+1P(X, =1)]
+oo
F3SHIP(X, =0 1) 4 (X, =2 + 1))
k=0
= q[IP(X, =0) +P(X, =1)]
psCix, () + L [Gx, (s) = P(X, = 0) = IP(X, = 1))]

= (Gx, 01— 1)+ (s + x, 5), (12)

S



En utilisant la question L.a) et I’égalité (10) on obtient
G (0) = (X, = 0) = g[IP(X, = 0) + (X, = 1] = ¢ [Cx, (0) + Gy, (0)]

D’autre part en utilisant (12) on a
. . 1 q /
iy Gt () = i [ a5, 010 = )+ 9+ D, 9)] = G, 0) + 65, 0]

iii) D’apres la question I.d), on a pour |s| < ¢/p

— 1-2
Gx,(s) = 9—P _ p‘
q—ps q—ps

[’équation de récurrence (12) donne alors pour s # 0

Gxi(s) = G, (01— )4 (s + L)in, (9

S
1 q. q—p
= —p)(1 == 1
(g —p) S)+@&+Qq_m
1 -2 s? +
_ ka_U+p q]
S q—pS
1—2
= P = Gxls)
q— ps

La fonction génératrice caractérisant la loi, on en déduit que Xy suit aussi la

loi géomeétrique de parametre 2. Par récurrence, il en est de méme pour X,
q 2

(n € IN).
iv) Soit s €] — e,e[\{0} fixé. Posons, {(s) = lim,,. Gx,(s). L’équation de
récurrence (12) entraine que

Is) = al(O)(1 = ) + (ps + (o).

Donc,

D’autre part, puisque 1’on suppose que ¢ > 1 on a [(1) = lim,—. Gx, (1) = 1.
D’ou 1(0) = (1 — 2p)/q et
_L=2p

(s) = .
(s) p—
p

On reconnait la fonction génératrice de la loi géométrique de parametre Z.

En utilisant le résultat de la question l.e) on peut conclure que la suite (X,,)
converge en loi vers la loi géométrique de parametre 2—7. En fait, on peut
montrer que cette convergence a lieu sans faire d’hypothese sur la suite des
fonctions génératrices. On dit que la loi géométrique est la loi stationnaire
de la file. Quelle que soit la répartition de la file a I'instant initial, quand
le temps grandit, la loi du nombre d’individus dans la queue tend vers la loi

géométrique de parametre 2—7.



IIT) Estimation de p

a) On a, en utilisant la question 1.d),

1 al k 1 p p
() = 1B (LX) =i = - L
k=0

L’indépendance des variables aléatoires (Xf)kzle donne
1 N E var X}
var (ny) = w2 (;Xj) = TJ

D’autre part, toujours en utilisant les résultats de I.d), on obtient

2 (1) P zzp(l—p)
- 1-f \i=g) O

p(l —p)
N(1=2p)*

var le =

Donc

var (ny) =

Puisque les variables (Xf)kzl,,,.N admettent une espérance, la loi faible des grands

nombre permet d’affirmer que ny converge en probabilité vers IE(X;) = £,

-2 (2]

Les variables (Xf)kzle possedent un moment d’ordre 2 fini. Le théoreme de

Donc, on a

la limite central donne donc la convergence en loi de vV N(nny — f(p)) vers la loi
gaussienne centrée de variance var le. Donc

200 1 _ p(l=p)
A*(p) = var X; —m.

b) Pour p €]0,1/2[, on a

f'(p) = ! >0, lim f(p) =0 et lim_ f(p) = +oc.

(1 —2p)? p—0F ps

La fonction f est strictement croissante sur |0,1/2[. C’est donc une bijection de
10, 1/2[ sur ]0, 400]. Elle admet une fonction réciproque g qui est une bijection de
10, 400 sur ]0,1/2[. De plus, ¢ est dérivable sur |0, +oco| de dérivée strictement
positive. ¢ est donc continue et strictement croissante. Par définition on a pour
tout 7 > 0 et 0 €]0,1/2[, f(g(r)) =7 et g(f(0)) = 0. Un calcul direct donne par
ailleurs

9(7) = g (7 €0 Fool).

c) Etude de pn = g(nn).



i) On a vu que T'on a la relation f(p) = IE(X}) cest-a-dire p = g(IE(X})).
D’autre part, par la loi faible des grands nombres, ny estime IE(X;) . En
effet, asymptotiquement cette variable aléatoire converge (en probabilité),
vers IE(X;) L’idée est donc une utilisation empirique de 1’égalité qui relie p
et IB(X}) ou I'on remplace IE(X}) par une variable aléatoire qui lestime

ii) En invoquant la loi faible des grands nombres, on a vu que ny > 0 converge,
en probabilité, vers f(p). La fonction g étant continue sur IRT, la suite
pn = g(nn) converge en probabilité vers ¢g(f(p)) = p. En effet, la continuité
de f permet d’écrire :

V6>0, 36 >0, |ov = flp)l <& = |gluw) —p| < 6.
Soit 6 > 0, on a alors {|g(nn) —p| > 0} C {|lny — f(p)| > €&}. Donc
P(lg(nn)=pl > 8) <TP(lnv = F(p)l > es) et lim P(|g(ny)—p[ > ) = 0.

iii) Ecrivons la formule de Taylor a l'ordre 2, pour 7 > 0 on a

g"(7)(r = f(p)*
2

g(m)=p=g(r)—g(f(p)) = ¢ [f(p)] (- = f(p)) +

ou 7* appartient au segment non ordonné ) f(p), 7( donc en particulier 7* > 0.
D’autre part, pour 7 > 0 on a

1 —4

g(r)= (1+27)2 et ¢'(r) = (14 27)3

De plus,
1

P
(1 —I_ 1—2;10)2
En reportant ces expressions dans la formule de Taylor précédente, on obtient

2(r — f(p)*
(14 27*)3

g1 (p)] = = (1-2p)".

g(r) —p=(1-2p)*(r— f(p)) — (13)

iv) D’apres la question a), vV N(ny — f(p)) converge en loi vers une loi gaussienne
centrée de variance A?(p). Donc la suite v/ N(1 — 2p)?(nn — f(p)) converge
en loi vers une loi gaussienne centrée de variance (1 — 2p)*A?(p).

d) L’inégalité de Tchebycheff appliquée & la variable positive v/N[ny — f(p)]? donne

IE |V Nlny — 2 _
P (Vi — S 2 ) < VNI = FOP] p - ) -

N ¢ T /N(1—2p)?

Donc, pour € > 0, limy o, IP (\/ﬁ[m\r — f(p)]* > e) =0.
Cest-a-dire que v/ N(ny — f(p))? converge en probabilité vers 0.



La formule (13) multipliée par VN et appliquée a 7 = ny devient

2V N(nw — f(P))z‘

VN(py = p) = VN1 = 2p)*(nx = f(p)) 0+2r)°

(14)

Mais, pour 7 > 0, 2(1 + 27)73 €]0, 2] donc

, . 2VN(w = f(p))?
—2VN(nn — f(p))* < — Qo) <0.

2N (nw—f(p))?

(14273%)°
0. Utilisant alors les points I1l.c.0) et I1l.c.iv) on conclut que v/ N(pn —p) converge
en loi vers la loi normale centrée de variance

[2(p) = (1 —2p)*A%(p) = p(1 = 2p)*(1 — p).

Cette derniere inégalité entraine que — converge en probabilité vers

On a vu a la question précédente que vV N(pny — p) converge en loi vers la loi
normale centrée de variance I'*(p). Donc,

\/N (]3N - p)
I'(p)

converge en loi vers une loi normale centrée réduite. De plus, puisque py converge
en probabilité vers p et que la fonction I' est continue le point I11.c.0) permet de
conclure que

VN(px —p) _ T(pw) VN(px —p)
(pw) Fp) T
converge également en loi vers une loi normale centrée réduite. Apres lecture de
la table de la loi normale standard, on obtient donc

(\/N(ﬁN - p)
I'(pn)

lim 1P

N—oo

€ [—1.96,1.96]) = 0.95.

. . I(pn) . I'(pn)
lim P (pe |py —1.96 pv -+ 1.96 —0,95.

En d’autres termes
2

[ﬁN _1galPy) F(ﬁN)] 7

, PN + 1.96
VN VN

est un intervalle de confiance pour p de risque asymptotique 5%.



