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Exercice 1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, et de méme loi de densité donnée
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1) Calculer la densité du couple (V, W).
2) Calculer les densités marginales de V' et de W. Les variables V' et W sont-elles indépendantes ?

Onpose V=X+Y,et W=

Exercice 2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, et de méme loi normale N'(0,1). On
définit les variables aléatoires R sur Ry, et @ sur |0,27[ par R = v X2 +Y?2 et

X = Rcos®
Y = Rsin ®.
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Calculer la densité du couple (R, ®).
En déduire les densités marginales de R et de ®. Les variables R et ® sont-elles indépendantes ?

On pose S = R2. Montrer que S suit la loi exponentielle de paramétre %
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Soient S1,...,S, des variables aléatoires indépendantes, et de méme loi que S. Calculer la loi de
Syt -+ S

Exercice 3. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles.

1) On suppose dans cette question que pour tout n > 1, | X,,| < M, ou M est un réel positif. Montrer
que X,, converge vers 0 dans L' si et seulement si X,, converge en probabilité vers 0.

2) On suppose dans cette question que les v.a. X, sont indépendantes, et que la série ) -, X,
converge presque slirement.

a) Montrer que X,, converge presque strement vers 0.

b) Montrer alors que pour tout € > 0, on a

> P(|Xal > €) < +oo.

n>1



3) On suppose dans cette question que X, suit la loi exponentielle de parameétre 1 (de densité
e " Lo too))-

a) Etudier selon les valeurs de « la convergence de la série

Z P(X,, > alogn).

n>1

b) En déduire que presque siirement on a,

lim sup (ljx(gnn) =1

Exercice 4. Soit Xy, -+, X, -+ une suite de variables aléatoires entiéres, indépendantes suivants la loi
k
P(A). On a donc, pour tout k € N, P(X; = k) = e *3;.
On pose

Y, =1_,(1+Xy), Z,=I}_,X}.
1) Etudier la convergence presque stire de %1og Y.
2) Calculer P (Z,, #0).
3)
)

4) Etudier la convergence dans L' de Z,,.

Montrer que Z,, converge presque strement vers 0.

Exercice 5 (Exercice bonus). 1) Soit X une variable aléatoire réelle positive, montrer que
+oo
E{X} = / P{X >t} dt.
0

2) Soit X1,---,X,, - une suite de variables aléatoires réelles positives de méme loi, telle que
E{X1} < co. Montrer que :

1
—E < max Xk> — 0, quand n — oo.
n  \1<k<n



