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Exercice 1. On lance une infinité de fois une pièce de monnaie dont la probabilité de tomber sur pile
est p (0 < p < 1). Soit, pour i ≥ 1, Xi la variable aléatoire égale à 1 si on tombe sur pile au ie lancer,
et 0 sinon. Soit T le premier temps d’atteinte de pile, i.e. T = inf{n ≥ 1|Xn = 1}, avec la convention
inf ∅ = +∞.

1) Montrer que T est bien une variable aléatoire.
2) Calculer la loi de T .
3) Calculer la fonction génératrice de T , ainsi que son espérance et sa variance.

Exercice 2. Une urne contient N boules, dont r rouges et N − r blanches. On tire successivement et
sans remise n boules de l’urne, (1 ≤ n ≤ N). Pour i = 1, . . . , n, on pose Xi la v.a. égale à 1 si la ie boule
tirée est rouge, et 0 sinon.

1) Donner un espace de probabilité associé à cette expérience.
2) Calculer la loi de Xi, pour tout i = 1, . . . , n. Les v.a. (Xi)1≤i≤n sont-elles indépendantes ?
3) On pose Sn = X1 + · · ·+ Xn. Calculer la loi de Sn, ainsi que son espérance.
4) Calculer Cov(Xi, Xj). En déduire Var(Sn).

Exercice 3. Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. indépendantes, et de même loi de Bernoulli de paramètre 1
2 .

On pose Sn = X1 + · · ·+ Xn. Soit N une variable aléatoire à valeurs dans N, et indépendante de la suite
(Xn)n≥1. On définit la v.a. X par

X(ω) = SN(ω)(ω) =

{
0, si N(ω) = 0,

Sn(ω), si N(ω) = n, pour n ≥ 1.

1) Calculer la loi conditionnelle de X sachant l’événement {N = k}, pour tout k ≥ 0.
2) Montrer que la fonction génératrice de X est donnée par GX = GN ◦GX1 .
3) On suppose dans cette question que N suit une loi de Poisson de paramètre λ > 0, i.e. P(N = k) =

e−λ λk

k! , pour k ≥ 0.
a) Calculer la loi de X.
b) On pose Yi = 1−Xi, pour tout i ≥ 1, et on définit Y par

Y (ω) =

{
0, si N(ω) = 0,

Y1(ω) + · · ·+ Yn(ω), si N(ω) = n, pour n ≥ 1,

de telle sorte que N = X + Y . Montrer que X et Y sont indépendantes.
4) N est de nouveau de loi quelconque, et on suppose désormais que X et Y sont indépendantes, et

que E(N) = m < ∞.
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a) Montrer que GN (s) = GN ( 1+s
2 )2, pour tout s ∈ [0, 1].

b) Monter en itérant la relation précédente que GN (s) = GN (1 + s−1
2n )2

n

, pour tout n ≥ 1.
c) En effectuant, à s ∈ [0, 1] fixé, un développement limité quand n →∞ de la relation précédente,

calculer GN . En déduire que N suit une loi de Poisson de paramètre m.

Exercice 4. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de même loi géometrique donnée
par

P (X = n) = P (Y = n) = (1− a)an, n ∈ N, 0 < a < 1.

On pose
M = min(X, Y ), Z = Y −X.

1) Calculer, pour k ∈ N, P(X ≥ k).
2) Calculer P(M ≥ k), en déduire P(M = k). Quelle est la loi de M ?
3) Calculer pour k ∈ N et r ∈ Z, P(M = k, Z = r). On distinguera le cas où r ≥ 0 et le cas où r < 0.
4) En déduire la loi de Z. Que peut-on dire des v.a. M et Z ?

Exercice 5. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] (la densité de U est donnée par 1[0,1]).
1) Calculer la fonction de répartition de U .
2) On pose X = log( 1

U ). Calculer la fonction de répartition de X.
3) Montrer que X admet une densité, et calculer la loi de X.
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