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CORRIGE DE L'INTERRO N°2

Exercice 1. On rappelle la formule du changement de variables dans R : Soit 7' un C*-difféomorphisme
d'un ouvert U de R™ dans un ouvert V de R™. Alors, pour f € LY(R",dz),

J fs = [ 1000 g

ou Jr est la matrice jacobienne de T'.
1) Soit f: R? — R mesurable bornée. Alors,

E(f(V,W)) =E<f(X+Y X)fry)) /R2f(x+% miy)(ﬁ) 22y e N g 4o (@) Lo, 100 (y)dady

par indépendance de X et de Y. On effectue alors le changement de variables

T: ]0,400[x]0,+0c0] — 10, +o0[x]0, 1]
(z,y) = (vw) = (2 4y, 51),

de matrice jacobienne

gv Qv 1 1

= #)=(o, =)

dx Oy (z+y)*  (z+y)?
On a alors | det Jp| = Iﬂ/ =1 et (z,y) =T '(v,w) = (vw,v(1 — w)). Don,

Aty 2 N

E(FV.W) = [ fo,w)(5F) o' (1 = w)Pe L 4 (0)Lip,y (w)vdvdu
R2

A2 7 ,—Av 3 3
= . flv,w) (?) v'e” g oo (V)W (1 — w) 1o ) (w)dvdw.
La densité du couple (V, W) est donc

AMN2 o 3
(E) vie” w1 = w) 1o 4oo[(v) 017 (W),

qui s’écrit encore
I'8)
36

On remarque donc que la densité du couple (V,W) s’écrit comme le produit de deux fonctions
mesurables positives. On obtient donc que V et W sont indépendantes, avec V' de loi gamma de

paramétres A et 8, i.e. dont la densité est ( )U e /\U]l[o,+oo[(v), et W de loi de densité Fég)w (1-

w)*L,1)(w).

w1 —w)* 1) (w).

Exercice 2. 1) Soit f : R? — R mesurable bornée. Soit T' le changement de variables

T: ]0,4+00[x]0,27] — R xR
(r,¢) = (z,y) = (rcos ¢, rsing),



cos¢p —rsing

€ matrice jacoblenne JT (sm(b T‘COS(b

), avec det Jp = r. Par indépendance de X et de Y,

on a

E(f(R,®)) =E(f(T"'(X,Y))) = / (I ) g Ry,

Alors par la formule du changement de variables,

E(f(R,®)) = / F(r, qs)%e—"z/%drdqs.

[0,+00[x[0,27]

La densité du couple (R, ®) est donc

2
re " /2]1[0’+00[(7‘)

1
%1[0,%] (9).

On remarque donc que la densité du couple (R, ®) s’écrit comme le produit de deux fonctions
mesuzrables positives. On en déduit donc que R et ® sont indépendantes, avec R de loi de densité
re™" /21 4 oo[(r), et @ de loi uniforme sur [0, 2].

Soit S = R2. Alors, pour toute fonction f mesurable bornée,

+oo R 400
E(f(S)) = E(f(R?*)) = /O frre 2dr = /0 f(S)%e_s/2dS’

par le changement de variable s = r2. Ainsi, S suit la loi exponentielle de paramétre %, ie. S a

pour densité %6_8/2]1[0,+oo[(5)'

Soient Sy, ..., S, des v.a. i.i.d. de méme loi exponentielle de parameétre % Alors, par indépendance
de S1,...,S,, on a pour f borélienne bornée,

1\n )
E(f(S1+ -+ Sn)) :/ f(81+"'+8n)(*) e_(51+~~+én)/2d81._.dsn.
[0,400[™ 2

On effectue alors le changement de variables

S

T: [0,400" —
($1,-,8n) +— (81,81 +82,...,81+ -+ 8pn),
oS ={(z1,...,2,)|0 <z1 <29 <--- <x,}. La matrice jacobienne de T est alors
1 0 0
1 1 0
JT = 9

de déterminant 1. D’ot, par le théoréme de Fubini,

E(f(Sy+ -+ 8,)) = / P (3) e st ey d

N
—/ f(xn)<§) e /2 </ ﬂ{ogmlg-"s.rn_lgmn}dxl"'dl"n1) dzy,
[0,-+o00]

L’intégration sur le simplexe donne :

1
L nenndry e dmy = day - de,_; = :
/ {01 <o Son <o} ATL T Bn—1 = 10 T /[O’S]n1 S A DTN

car il y a (n — 1)! possibilités d’ordonner 1, ...,2,—1. On obtient donc

E(F(Sy+---+Sn)) = /[Om[f(s)(;)"es/z (;’L_l)!ds _ /[o,+m[f‘27z;(;)n65/2ds'




Ainsi, S1 4 -+ S, suit la loi gamma de parameétres n et 1/2.
Une autre méthode possible est d’utiliser les fonctions caractéristiques. La fonction caractéristique
de la loi exponentielle de parameétre % est

1/2
t = —
os(t) /2 =it
pour tout t € R. Par indépendance de Sy,...,S5,, on a

bsivss0)= 0, 0" = (25

On reconnait alors la fonction caractéristique de la loi gamma de parameétres 1/2 et n. La fonction
caractéristique caractérisant la loi, on en déduit que S7 + - - - + S, suit la loi gamma de paramétres
1/2 et n.

Exercice 3. 1) On sait déja que la convergence L' implique la convergence en probabilité. 11 suffit

2)

donc de montrer 'implication inverse. On a

E(IXn]) = E(IXn|l{x, <e}) + E(XnlL{x, )
<e+ MP(|X,| > ¢).
Donc, comme X,, converge en probabilité vers 0, en faisant n — o0, puis € — 0, on obtient
lim,, 4 o0 E(|X,1]) = 0. Donc X, converge dans L' vers 0.

a) X, est le terme général d’une série qui converge presque strement, donc X,, — 0 presque
slirement.

b) Supposons par I'absurde que > ., P(|X,| > €) = 4+00. Les v.a. X,, étant indépendantes, on
a par Borel-Cantelli (réciproque partielle),

P(limsup{| X, | > ¢}) = 1.

Or, par a), X,, — 0 p.s., ce qui est équivalent & pour tout € > 0, P(limsup, {|X,| > e} = 0.
On obtient donc une contradiction, et donc, on a

Z]P’(|Xn| > ¢g) < 4o00.

n>1
a) X, suit une loi exponentielle de parameétre 1, donc
alogn 1
P(X, Zalogn)z/ e Tdr = —.
0 ne

Donc ), -, P(X,, > alogn) converge si o > 1, et diverge si a < 1.

b) Ona )’ -, P(X, >logn) = 400, et les X,, sont indépendantes, donc par le lemme de Borel-
Cantelli (réciproque partielle), on a

P(lim sup{X,, > logn}) =1,

IX“ > 1 presque stirement.
ogn

Pour tout o > 1, Zn21 P(X,, > alogn) < +oo, donc par Borel-Cantelli, on a

c’est-a-dire limsup,,

P(limsup{X,, > alogn}) = 0.
Donc P(liminf,{X, < alogn}) = 1, et comme liminf, 4,, C limsup,, A,, pour tout événe-
ment A,,, on obtient que, P-p.s.,
Xn
limsup — < «
n logn

Xn
logn

On fait alors tendre a vers 1, et on obtient limsup,, < 1 p.s., et finalement presque

sirement on a

X
limsup —— =1
n  logn



Exercice 4. 1) On a logY,, = >}_,log(1 + Xj). Or les v.a. log(1 + X}) sont indépendantes, et
identiquement distribuées. De plus, X > 0 p.s., donc log(1 + Xj) > 0 p.s., et
N

E(log(1+ Xz)) = > log(1 4 j)e = < +oo,

>0 J

car log(1l + j) < j. Donc log(1 + X1) est intégrable, et par la loi des grands nombres, on a presque
stirement

1 1 «
—logV, = — log(1 + X, E(log(1 + X4)),
~ log nkz:log( + X3,) — Elog(1 + X1))
quand n — oo.
2) On a

n

P(Zy #0) =P(Vi=1,...,n, X; #0) = [[P(X; #0) = P(X; #0)",
i=1
car les X; sont indépendantes et identiquement distribuées. Or

P(X: #0)=P(X; >1)=) e i
Donc, P(Z,, # 0) = (1 — e~ )™
3) On a
Z]P’(Zn #0) = Z(l —e™M" < oo,

n>1 n>1

car |1 —e~*| < 1. Donc, par le lemme de Borel-Cantelli,

P(limsup{Z,, # 0}) =0,

et donc P-p.s., il existe ng > 1, tel que pour tout n > ng, Z,, = 0. Ainsi, Z,, converge p.s. vers 0.
4) Comme Z, converge p.s. vers 0, si elle converge dans L', c’est a fortiori vers 0. Or Z,, > 0 p.s., et

n

E(Z,) = [[EB(X:) = (E(X1))",

i=1

car les X; sont indépendantes et identiquement distribuées. Donc, comme X suit la loi P(\), on a
E(Z,) = A". Donc, Z,, converge dans L' vers 0 si et seulement si 0 < \ < 1.

Exercice 5. 1) Tout étant positif, on a, par le théoréme de Fubini,

—+oo

E(X) = E(/OX dt) - ]E(/()+oo l{tgx}dt) = /OM]E(IL{tSX})dt =/O P(X > t)dt.

2) Posons Y, = maxj<g<n Xj. Alors,
P(Y, > 1) =P(Up_ {Xi > t}) <> P(Xg > t) = nP(X1 > t),
k=1
les v.a. X} étant de méme loi. On a donc LP(Y,, > t) < P(X; > t), qui est Lebesgue intégrable car
f0+oo P(X; > t)dt = E(X;1) < +00, par hypothése. Or %}P’(Yn >t) — 0, quand n — 400, donc par
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a

+001

1 1
— = — = - >
22 (s, 30 = (00 = [ TR0 > a1 =0

quand n — +o0.



