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CORRIGE DU DEVOIR N°1

Exercice 1. 1) Pour tout n > 1, on a
{T:TL} = {Xl :0,...,Xn,1 :O,Xn = 1}

Donc, pour tout n > 1, {T = n} est I'intersection finie d’ensembles mesurables, et donc est mesu-
rable. Donc T est bien une variable aléatoire.

2) Par indépendance des v.a. X;, on a
P(T=n)=P(X; =0,...,X,1=0,X,=1) = (1—-p)" " 'p,
pour tout n > 1. Donc T suit la loi géométrique sur N* de paramétre p.
3) Pour tout s € [0, 1], la fonction génératrice de T est
G — K T _ nl— n—1_ _ L
r() =EGT) = 38" (1) =
L’espérance de T est donnée par E(T) = GI.(17) = %. De méme, E(T(T — 1)) = G/(17) = 24, et
donc Var(T) = E(T?) — (E(T))? = E(T(T — 1)) + E(T) — (E(T))? = 11,;27".

Exercice 2. 1) L’univers associé a cette expérience s’écrit
Q={(z1,...,2zn) €{1,...,N}"| x; # x;j, pour tout i # j},
de cardinal #Q = A} (choix de n boules différentes parmi N). L’espace de probabilité est donc
(Q,P(Q2),P), ou P est la probabilité uniforme sur €, donnée par P(A) = ﬁ—é = %7 pour tout
AeP().
2) On a {X; = 1} = {(z1,...,2,) € Q| z; € {1,...,7}}, de cardinal #{X; = 1} = r A} (choix
d’une boule rouge au i® tirage et choix de n — 1 boules parmi les N — 1 restantes). D’o1,

rAt r
P(X;=1)= —2=L - _
! A% N
Donc, X; suit la loi de Bernoulli de paramétre &, pour tout i = 1,...,n.

De méme, on remarque que #{X; =1, Xy =1} =r(r—1) Aﬁf}z (choix de deux boules rouges au
deux premier tirages, et choix de n — 2 boules parmi les N — 2 restantes). D’ou,
r(r—1)
N(N -1)
Les v.a. X; ne sont donc pas indépendantes.
3) Sy, est a valeurs dans {max(0,n—N+7),...,min(n,r)}. Pour k € {max(0,n—N+r),...,min(n,r)},

P(X;=1,X,=1) = £P(X; = 1)P(Xy = 1).

#{Sn =k} = Cy X AF X AR
choix de la position des k choix de k boules choix de n — k boules
boules rouges parmi les n tirées rouges parmi 7 blanches parmi N — r

Do,
Ak Anfk Ck Cnfk
P(Sn:k‘):Cﬁ r 7i\ffr — T é\lfr
AN Cn
Donc, S;, suit la loi hypergéométrique de paramétres N,n,r.
Par linéarité de 'espérance, E(S,,) = E(X1) + --- + E(X,,) = & (espérance de la loi de Bernoulli
est E(X1) = ).




4) Pour i = j, Cov(X, X;) = Var(X;) = &
Pour i # j, Cov(X;, X;) = E(X; X;) — E(X;)E(X;). Or, E(X; X;) =P(X; =1,X; =1) = J\;(Pl)

d’o,
_r(r=1) ry o _r N-or
Cov(X;, X;) = N(N-1) <N) - NN(N-1)

(1 — %) (variance d’une loi de Bernoulli).

Par bilinéarité de la covariance, on a

Var(S, Z Cov(X;, X;) ZVar(Xi) + Z Cov(X;, X;)
i,j=1 i=1 1<i#j<n
LN—’/’ ( I)L N —r
"N T""TUNN o
T r\N —n
—ne(1- L= .
”N( N)N—l

Exercice 3. 1) Powr k=0,P(X =[[N=0)=1sil=0,et0sil> 1. Pour k > 1,
P(X =N =k) =P(X1+ - +Xy =kIN=0) = P(X1+- -+ X}, =N = k) = P(X14 - -+ X} = 1),

par indépendance de N et de la suite (X;);>1. Or S, = X1 + .-+ X,, est la somme de n v.a.
indépendantes et de méme loi de Bernoulli de paramétre 4 5, donc Sy, suit la loi binomiale de para-
métres n, 5. Donc, pour k > 1, la loi conditionnelle de X sachant {N = k} est la loi binomiale de
parametres n, ;
2) Pour s € [0, 1],

Gx(s) =E(s¥) = ZslP(X =

1>0
= Z Z s'P(X = I[N =n)P(N =n) (en partitionnant 2 selon les valeurs de N)
>0 n>0
= Z Z s'P(X = I[N =n)P(N =n) (théoréme de Fubini pour les séries a termes positifs)
n>0 >0

+Z<ZSP )P(N:n)

n>1

=0)+ Z Gs, (s)P(N = n).

n>1

Or Gg, (s) = Gx,+..+x, (s) = (Gx, (s))", car les v.a. X; sont indépendantes et de méme loi, d’ott

Gx(s) =P(N = 0)+ 3 (Gx,(9)" PN = 1) = 3 (Gix,(5))" BN = 1) = Gy 0 G, (5)
n>1 n>0
car Gx, (s) € [0,1].
3) a) N ~ P(N), sa fonction génératrice est alors, Gn(s) = >, 505" 6*)‘/\, = A=Y, La fonc-
tion génératrice de Xy est Gx,(s) = 1E2. Donc, Gx(s) = e2(s=1)_ La fonction génératrice
caractérisant la loi, on en déduit que X suit une loi de Poisson de paramétre 3.

b) 1 — X; suivant aussi une loi de Bernoulli de parametre ,on a que Y suit la méme loi que X,
ie. Y ~P(3). Alors, pour tout k,n > 0,

P(X =kY =n)=P(X =k, N—X =n) =P(X = k, N = n+k) = P(Snsr = k)P(N = n+k),
par indépendance de N et (X;). D’ou,

D O V2 OV L)

ntk ontk (n + k) ¢ k! n!

On a donc P(X =k, Y =n) = P(X = k)P(Y = n), pour tout k,n > 0. Donc les v.a. X et YV
sont indépendantes.

w\y

P(X =k Y =n)=Ck



4) a) On a Gx(s) = Gy(s) = Gny(}2). Or, comme X et Y sont indépendantes, on a Gy(s) =
Gx+y(s) = Gx(s)Gy(s) = GN( )2
b) En itérant la relation précédente, on a

s—1 2 s—1 4 s—1 2m
Gxt =Gy (1+551) —on (1+2) —may (1422 1)

pour tout n > 1.

¢) Comme E(N) = m < oo, Gy est dérivable en 1 (a gauche), et un développement limité a
lordre 1 en 1 donne
Gyt)=14+m(t—1)+o(t—1),

car Gn(1) =1 et G’y (17) = m. Donc, & s € [0,1] fixé, quand n — oo,
GN(S) _ 62" log(Gn (14 5271,1)) _ 62" log(lJrrrL“";n1 +o(zw)) _ eQ"(mS;nl +o(5))
— em(s—1)+o(l) N em(s—l)-

Donc N suit une loi de Poisson de paramétre m.

Exercice 4. 1) On a,
P(X > k) Z]P’ Z(l—a)a"z(1—a)ak2(1—a)":ak.
n=~k n=0

2) Comme X et Y sont indépendants, on a,
P(M>k)=P(X >k, Y >k) =P(X >kPY > k) =d*a* = a?.
D’ou,
P(M =k)=P(M > k) —P(M >k +1) = a** —a®? = (1 - a?),

donc M suit une loi géometrique de parametre a?.

3) Pour r >0, on a

PIM=kZ=r)=PY =kY -X=r)=PY =k, X =k—7r)=(1-a)’a®*a".

Dans tous les cas,

4) 1l s’en suit que,

> 1—a)? 1-—
P(Z=r)= ZP(M =k Z=r)= Z(l —a)2a?al"l = aw@ _ alr\g_
k=0 k=0
Donc pour tout k € Net r € Z,
P(M =k Z=r)=P(M=k)P(Z=r),

les variables M et Z sont donc indépendantes.



Exercice 5. 1) Pourt <0, P(U <t) =0.Pour 0 <t <1, P(U <t) = fol ly<idx =t. Pour t > 1,
P(U <t) = 1. Donc, la fonction de répartition de U est donnée par,

0, sit<O,
Fut)=PU<t)=<t si0<t<l,
1, sit>1.

2) Ona0< U <1 ps., donc X est & valeurs dans Ry p.s. Donc, pour t < 0, P(X < t) = 0, et pour
t>0,

P(X <t)= ]P’(log% <t)=PU>e ) =1-e"".

La fonction de répartition de X est donc Fx (t) = (1 — e ")1g, (t).

3) La fonction de répartition de X est continue et de classe C! par morceaux sur R. Donc, X admet
une densité par rapport a la mesure de Lebesgue, donnée par Fi (t) = e '1g, (t). X suit donc la
loi exponentielle de paramétre 1.



