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Tous documents interdits. Soyez concis, mais justifiez scrupuleusement ce que vous faites.

Exercice 1 : Soit (X, A, 1) un espace mesuré.

a) On suppose dans cette question que (X, A, u) est o-fini, ¢’est-a-dire qu'il existe une suite (X, )n>0
d’ensembles mesurables de A telle que X = |J,,~ Xn et u(X,) < +oo pour tout n > 0. On définit
pour z € X,

Lx, (x)
1) = 2 S 11
i) Montrer que f(z) > 0 pour tout x € X.
ii) Montrer que f est intégrable.
b) On suppose qu'il existe g € E]}g(u) telle que g(x) > 0 pour tout z € X. On pose pour tout n > 0,

X, = X _
{z € X|g(z) > ]

i) Montrer que X = J,,5¢ Xn-
ii) Montrer que (X, A, 1) est o-fini.

Solution de 'exercice 1.

a) 1) Comme X = JX,, alors pour tout x € X, il existe n tel que z € X,,, i.e. 1x, (z) =1, et
comme (X,) < oo, ona f>0.

ii) f est mesurable positive comme limite de fonctions mesurables positives. Par convergence
monotone, on a alors

/fd“ Z/ (X 1) ZQn <X <22n_

n>0

b) i) Clairement X,, C X pour tout n > 0, donc (J,,~c X»n C X. Réciproquement, si z € X, alors
g(x) > 0, donc il existe n tel que g(x) > 1/(n+ 1), i.e. il existe n tel que = € X,,, et donc

T € UnZO X,.
ii) g étant positive, on a, par I'inégalité de Markov,

p(X) = llg > 1+ DY) < (1) |
qui est finie car g € £!. Donc (X, A, i) est o-fini.

Exercice 2 : Soient (X, A, ;1) un espace mesuré et (f,,),>1 une suite de fonctions mesurables positives.
On suppose que f, converge u-presque partout vers une fonction f quand n — +o00, et que pour tout

n>1
/anduz/xfd,uzl.

a) Montrer que lim,_, fX |fn — fldp = 0. On pourra commencer par montrer que pour tout réels
aetb, on ala—>bl=a+b—2min(a,b).



b) Montrer de plus que pour toute fonction ¢ : X — R mesurable bornée, on a

n—oo

lim [ pfpdp = / e fdp.
X X

Solution de ’exercice 2.

a) Solent a,b € R. Si b < a, min(a,b) = bet [a —b = a—b =a+b— 2min(a,b). On a de
méme si a < b par symétrie. Par linéarite, on a [|f, — f| = [ fu + [ f — [2min(f, f) =
2—2 [min(fy, f). Or min(f,, f) < f intégrable, et min(f,, f) — f p-p.p., donc par convergence
dominée [min(fy,f) — [f=1

b) ¢ est bornée, par disons M > 0. Alors ¢f, et ¢f sont mesurables, car produits de fonctions
mesurables, et intégrables car fX | fnldu < MfX fndu = M, et de méme pour ¢ f. D’oil

‘/Xsofndu—/xsf)fdu’ = (/ch(fn—f)du) SM/]fn—f]d,u — 0.



