Master 2 — Mathématiques Fondamentales
Examen de topologie — 10 mai 2010

Durée de l'épreuve : 4 heures.
Rappels

Etant donné un espace topologique X et deux sous-espaces A, B. Supposons que X =
AU B. La suite de Mayer-Vietoris associée au triplet (X, A, B) est la suite exacte longue
en homologie

> Hy(AN B) > Hy(A) ® Hy(B) — > Hy(X) —%> Hy_1(ANB) — -
ou¢: H(ANB) — Hi(A),  — (is(z),is(z)) est 'homomorphisme induit par les homo-
morphismes d’inclusions i, : Hy(ANB) — Hi(A) et iy : Hy(AN B) — Hy(B) respective-
ment ; et ou ¢ : Hip(A) ® Hi(B) — Hi(X), (z,y) — j«(z) — j«(y) est ’homomorphisme
induit par les homomorphismes d’inclusions j. : Hx(A) — Hg(X) et j. : H(B) — Hp(X)
respectivement.

La suite associée au couple (X, A) est la suite exacte longue en homologie

> Hy(A) — Hy(X) — Hy(X, A) 2> Hy,_y (4) — -
ot ’homomorphisme Hy(A) — Hi(X) est induit par I'inclusion.

Les mémes suites restent valides en remplagant ’homologie Hy, par I’homologie réduite H k-
Les k-émes groupes d’homologie réduite sont les mémes que les k-emes groupes d’homologie
pour tout £ > 0; pour k = 0, Hy(X) = .FNIO(X) @ Z. En particulier, st X est connexe,
ﬁO(X ) = 0. En homologie relative, les groupes d’homologie et les groupes d’homologie
réduite coincident : Hy(X, A) = Hy(X, A) pour tout k > 0 (pour A # &). Les groupes
d’homologie réduite permettent de simplifier les arguments basés sur 1’étude des suites
exactes ci-dessus.

Probléme
Premiere Partie : préliminaires algébriques

Pour tout groupe abélien fini B, on note B* = Hom(B,Q/Z) le dual de B et |B| le cardinal
de B.

Un enlacement sur un groupe abélien fini G est une application ¢ : G x G — Q/Z biadditive
symétrique non singuliére. Etant donné un sous-groupe A C G, on note A+ = {x €
G | £(x,A) = 0} l'orthogonal de A. On notera en particulier que G+ = 0 pour tout
enlacement /.

1.1) Soit A un groupe abélien fini quelconque. Montrer que A et A* sont isomorphes.
Soit £ : G x G — Q/Z un enlacement et A un sous-groupe de G.

1.2) Etablir un isomorphisme de groupes : G/A+ ~ A*.

1.3) Etablir A = AL+,



1.4) Soit A, B deux sous-groupes de G. Montrer que (A + B)t = AL N Bt et (ANB)*+ =
At 4+ Bt

1.5) Soit £ : G x G — Q/Z un enlacement vérifiant la propriété suivante (H) : il existe des
sous-groupes A C G et B C G tels que A= A+, B= B+, et G = A® B (somme directe).
Montrer que A et B sont isomorphes en tant que groupes. En déduire que la racine carrée
de |G| est un entier.

Un enlacement vérifiant la propriété (H) est dit hyperbolique.

1.6) Montrer qu’un enlacement ¢ : G x G — Q/Z est hyperbolique si et seulement s’il
existe deux sous-groupes A C G et B C G tels que A C AY, BC Bt et G =A®B
(somme directe).

1.7) Soit £ = 4 : G x G — Q/Z un enlacement. On définit un enlacement H = Hy sur
G @ G par

H(xy & x2,2) & 2h) = ba (1, 25) + la(xe, 2)), xix, € G, i=1,2.

Montrer que H est hyperbolique.
1

1.8) Soit k > 1. La matrice M = [ 1 2(;“ } détermine une forme bilinéaire symétrique
2k

non dégénérée, donc un enlacement, sur Z/2%7Z x 7/2*7Z. Montrer que cet enlacement est
hyperbolique.

1.9) La somme orthogonale de deux enlacements £ : G x G — Q/Z et ' : G' x G' — Q/Z
est 'enlacement e = ¢ @ ¢’ défini sur G x G’ par e(x @ 2’y B y') = l(z,y) + (2, y’) pour
tout z,y € G et o',y € G'.

Etant donné ¢ : G x G — Q/Z un enlacement, on note —¢ ’enlacement défini par
(=0)(z,y) = —L(z,y) pour tout x,y € G. Supposons de plus que 'application G —
G, x — 2z est inversible. Montrer que la somme orthogonale e = £ @ (—/) est un enlace-
ment hyperbolique. (On pourra considérer les sous-groupes A = {(z,z) € G x G | z € G}
et A={(z,—2) e GxG|xzeG})

Deuxiéme partie : une identité pour ’enlacement

Soit X une variété différentiable connexe orientée compacte de dimension 4, de bord
0X = M. On rappelle que la composition

Hy(X) L Hy(X,0X) S H2(X) — Hom(Hs(X),Z)

est 'adjoint de la forme d’intersection de X, notée by : Ho(X) x Ha(X) — Z. Quel est
I’isomorphisme dans la formule ci-dessus ?

2.1) L’objet de cette question est de définir un nouveau produit a = ax : Tors Ho(X, M) x
Tors Hi(X) — Q/Z. On commence par le définir pour les cycles. Soit x un 2-cycle relatif
représentant un élément de torsion dans Ha(X, M) : il existe m € Z et une 3-chaine lisse C
dans X ainsi qu’une 2-chaine lisse o dans M tels que m x = dC 4+ «. Soit y un 1-cycle dans
M représentant un élément de torsion. On peut supposer les chaines C' et « transverses a



z. On pose
C -
a(z,y) = —2 €Q,
m

ou C'-y désigne le nombre algébrique d’intersection dans X de la 3-chaine C' avec le 1-cycle
y. Montrer que cette définition ne dépend pas du choix de la 3-chaine C' dans X et de la
2-chaine o dans M transverses a y et tels que mx = 9C + a.

On définit alors a : Hy(X, M) x H1(X) — Q/Z par
a([z], [y]) = a(z,y) mod 1.

Montrer que cette définition ne dépend pas du choix des cycles représentant les classes
d’homologie [z], [y].

Remarque : on ne demande pas de démontrer que la forme ainsi définie ax : Tors Ha (X, M) x
Tors Hi(X) — Q/Z a un adjoint Tors He(X, M) — Hom(Tors Hi(X),Q/Z), = —
ax (a, —) bijectif.

2.2) Décrire brievement les fleches du diagramme suivant :

Hy(X,M)——> H?*(X) <——Hom(Tors H,(X),Q/Z)

o

Hy(M) —— H?*(M)~<—Hom(Tors H,(M),Q/Z)

Dire pourquoi le carré a gauche est commutatif.
On admettra que le carré a droite est également commutatif.

2.3) Soit ¢y : Tors Hy (M) x Tors Hi (M) — Q/Z la forme d’enlacement sur M. On note
0 : Ho(X,M) — H{(M) et iy, : H(M) — H;(X) les morphismes bord et d’inclusion
respectivement. Démontrer la formule :

(1) Cy(0x,y) = ax(z,i4(y)), pour tous x € Ho(X, M), y € Tors Hi(M).
Troisieme partie : une condition nécessaire a 1’existence d’un plongement
Soit M une variété connexe orientée compacte sans bord de dimension trois. On rappelle
que M a un enlacement £y, défini sur Tors Hy(M).
On suppose que M se plonge de facon C> dans R?.

3.1) Montrer que R* — M a exactement deux composantes connexes. (On pourra considérer
le voisinage dans R* d’un point de M et considérer deux points z,y € R* — M. Soit v un
chemin lisse générique joignant = & y dans R%. Etudier I'intersection modulo 2 de ~ avec
M. Ce nombre dépend-il de v ? On rappelle que R* est simplement connexe.)

On note X et Y les adhérences de ces composantes dans R?, de sorte que X NY = M et
XUY =R4

3.2) On note ix : Hy(M) — H.(X) et iy : Hi (M) — H,(Y) les morphismes induits
par les inclusions M C X et M C Y respectivement. Ecrire la suite de Mayer-Vietoris
associée & la décomposition (R*, X, Y') ; en déduire que I'application ¢ : Hy, (M) — Hp(X)®



Hi(Y), m — ix(m) + iy (m) est un isomorphisme pour k = 1 et k = 2. En déduire un
isomorphisme ¢ : Tors Hy (M) — Tors Hy(X) @ Tors Hi(Y) pour k =1 et k = 2.

3.3) Ecrire les suites exactes en homologie associées au couple (X, M) et au couple (Y, M)
respectivement. Déduire les deux suites exactes courtes suivantes :

(2) 0 — Ho(X, M) -% Hy(M) 25 Hi(X) — 0.

et

(3) 0 — Hy(Y, M)~ Hy(M) 5 Hy(Y) = 0.

3.4) En déduire les suites exactes courtes

(4) 0 — Tors Hay(X, M) -2 Tors Hy (M) % Tors Hy(X) — 0.
et

(5) 0 — Tors Ha(Y, M) -2 Tors Ha(M) -2 Tors Hy(Y) — 0.

3.5) Montrer que enlacement ¢j; : Tors Hy(M) x Tors Hy(M) — Q/Z est hyper-
bolique. (On pourra considérer les sous-groupes A, B C Tors H;(M) définis par A =
Y~ 1(Tors H1(X)) et B =+~ (Tors H1(Y)) et considérer 'orthogonal de ces sous-groupes).

Quatriéme partie : Applications

Soit M et N deux variétés connexes de dimension trois orientées compactes et sans bord.
On rappelle M§N désigne la somme conneze de M et de N : c’est la variété obtenue en
enlevant une petite boule a M et a N et en identifiant d’'une maniére arbitraire les bords
(une 2-sphere).

4.1) Notons £yr,¢n et £y les enlacements de M, N et M$N respectivement. Montrer la
décomposition (orthogonale)

Cvgn = Lyl

(Indication : écrire M§N = M'UN" avec M' = M — B3 et N' = N — B3. Alors M'NN' =
OB3. Ecrire la suite exacte en homologie de Mayer-Vietoris associée a (M{N, M’ N') et
en déduire le résultat voulu.)

4.2) Montrer que si M se plonge dans R* et si NV se plonge dans R* alors M#N se plonge
aussi dans R%.

4.3) On note —M la 3-variété M avec 'orientation opposée. Montrer que {_j; = —¥py.
4.4) Montrer que Mf(—M) a un enlacement hyperbolique.

4.5) Soit p > ¢ > 0 des entiers premiers entre eux et soit L(p,q) la variété lenticulaire
correspondante. Montrer (par chirurgie ou toute autre méthode) que Hi(L(p,q)) ~ Z/pZ
et que lenlacement ¢ est donné par ¢(z,z) = % mod 1 ou z désigne un générateur de
Hyi(L(p,q)). (On pourra, par exemple, utiliser la définition par chirurgie de L(p,q) et
utiliser deux cycles convenablement choisis représentant un générateur de Hi(L(p,q)).)

4.6) Montrer que L(p, q) se plonge dans R?* ssi L(p, q) = S3.



