UPS / UFR-PCA Département EEA Jeudi 9 novembre 2006

Examen - Licence EEA — Module 1 - Analyse — Durée 1H00

Documents et calculatrices interdits

On lira attentivement le sujet avant de composer. 1l est demandé :

— derespecter les notations proposées,

— d'écrire lisiblement et proprement,

de réfléchir avant de se lancer dans des calculs inconsidérés.

— de ne pas répondre aux questions qui ne sont pas posées.

On rappelle les définitions et résultats suivants :

Pt . . P x j2n kt 1 _j2n kt
Série de Fourier d'une fonction f de période T: f(#) = Z cr(H) T avec ¢ (f) = T f fe IT X4y  kez
koo ¢p)
Formules trigonométriques: cos(a + b) = cos(a) cos(b) Fsin(a) sin(b)

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

On se propose d’étudier le spectre des deux fonctions périodiques de période = données figure suivante.
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Le tracé des spectres se fera de facon approximative sur 'amplitude.

1° A partir des propriétés de la fonction f(t), donnez les propriétés des coefficients c(f) de son déve-

loppement en série de Fourier.

2° Calculer ces coefficients ci(f).

3° Quelle est la somme de la série de Fourierde fen t =72

On donne maintenant les coefficients cx(g) du développement en série de Fourier de la fonction g(¢),

ainsi que leur valeur pour kde0a5:
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co(g) =0; c1(g) =—-0,405; c2(g) =0; c3(g) = —0,0450; c4(g) =0; ¢c5(g) = —0,0162

Justifier les propriétés des coefficients ci(g) a partir des propriétés de la fonction g(t).

Tracer la partie réelle du spectre bilatéral de la fonction g(¢) pour v € [—%; %]

Quelles sont les trois transformations simples (translation, symétrie par rapport a un axe ou un
point, dérivation, intégration, multiplication ou division par un réel, ...) qui permettent de passer
de g a f? Exprimer f(¢) en fonction de g(#).

Exprimer les coefficients ci(g’) a partir des coefficients cx(g).

En déduire les coefficients ci(f) a partir des coefficients ci(g) (on pourra vérifier le résultat de la
question 2°).

Tracer la partie imaginaire du spectre bilatéral de la fonction f(¢) (on prendra 7 = 3 pour simplifier

I'estimation des ¢y (f) a partir des ci(g)).



UPS / UFR-PCA Département EEA Lundi 5 novembre 2007

Examen - Licence EEA — Module 1 - Analyse — Durée 1H30

Documents et calculatrices interdits

On lira attentivement le sujet avant de composer. Les différentes parties sont indépendantes. 1l est demandé:

— de respecter les notations proposées,

d’écrire lisiblement et proprement,

de réfléchir avant de se lancer dans des calculs inconsidérés.

— de ne pas répondre aux questions qui ne sont pas posées.

On rappelle les définitions et résultats suivants:

.. Ly . L. ay 1 27 (2n oo (12 k)
Série de Fourier d'une fonction f de période T: f(#) = > + Z an(f) cos A nt|+bp(f)sin - nt|= Z ck(f)e] T
n=1 k=—00
2 21
= = t — nt|dt
an(f) Tfmf()cos(zT n )
avecneN; keZets by(f) = = f(t)sin(—”nt) dr
L
)
clf) = = f(t)e(—lTnkt)dt
+00 TJm
Transformée de Laplace d'une fonction f: (ZHp) = f f@ e Pldr, peC
0

Formule trigonométrique : Acos(wt)+Bsin(wt) =V A2 + B2 cos [a} t —arctan %]

. 0 sit<0
Fonction échelon: u(t) = )

1 sit=0
cos(w t) u(e) Z, > 4 >
. pe+w
Transformées de Laplace &
sin(w t) u(t) = -
. . prto . .
Il et jt_ —jt

Formules d’Euler: cos(t) = % s sin(f) = %
Transformée de Laplace de la dérivée: L(fHh=pZL(f)-f0

Exercice 1

On se propose de calculer les séries de Fourier des fonctions fj et f, données respectivement sur les

figures 1 et 2.

1° Calculer les coefficients a,(f1) et b, (f1) de la série de Fourier de fi.

2° Exprimer la relation liant fj et f5.

3% Déduire de cette relation les coefficients a, (f2) et b, (f2) de la série de Fourier de la fonction f5 ().
4°  Aurait-il mieux valu calculer f; et en déduire f;?

5° Vers quoi converge la série de Fourier de fi pour t =7n?



Exercice 2

On considere les fonctions f3 = u(¢) cos(t) et f; = u(t) sin(t) représentées sur les figures 3 et 4.

1° Détailler le calcul de la transformée de Laplace de la fonction f3 (utiliser la formule d’Euler).

2° Exprimer pour ¢ > 0 la relation liant f; et fj.

3° Déduire de cette relation la transformée de Laplace de la fonction f;.

4° Lintégrale définissant la transformée de Laplace de la fonction f3 converge-t-elle pour p = —12

Exercice 3

On considere un filtre représenté par I'équation différentielle: 7 g’ + g = f

On veut calculer les réponses g5 et gg en sortie de ce filtre, pour les entrées respectives f5 = cos(t) et

fe = u(t) cos(t) représentées sur les figures 5 et 6.

1° Expliquer succinctement pourquoi il convient d'utiliser les séries de Fourier pour le calcul de gs, et

la transformée de Laplace pour le calcul de gg.

On s’intéresse tout d’abord a gs.

2° Donner rapidement les coefficients ci(f5) de la série de Fourier de f.

3° Exprimer les coefficients cr(gs) de la série de Fourier de g5 en fonction de ceux ck(f5) de fs.

4° En déduire I'expression de g5(). Peut-on trouver une valeur de 7 telle que gs5(¢) = sin(#)?

On s’intéresse ensuite a gg.

5° Calculer la fonction de transfert du filtre, au sens de Laplace.

6° Calculer la transformée de Laplace de fg.

7° En déduire la transformée de Laplace de gg.

8° En déduire I'expression de gs(1).

Et finalement:

9° Montrer que gg(?) est la somme de g5(#) et d'une fonction tendant vers 0 lorsque ¢ — +oo.

Conclusion?



UPS / UFR-PCA

Département EEA

Mercredi 29 octobre 2008

Examen - Licence EEA — Module 1 - Outils mathématiques — Durée 1H30

Documents et calculatrices interdits

On lira attentivement le sujet avant de composer. Les différentes parties sont indépendantes. Il est demandé :

— derespecter les notations proposées,

— d'écrire lisiblement et proprement,

— deréfléchir avant de se lancer dans des calculs inconsidérés.

— de ne pas répondre aux questions qui ne sont pas posées.

Formulaire

fear(t)
1
: '
| } | } } | }
! ; ! ; ; ! ;
-2n - T 2n
: S : :
an(fear)
——t
oo 4 nm
(1) = —sin(—)cos(nt)
fear ,Z‘l nn 2

Transformée de Fourier :

Transformée de Fourier de la dérivée :

Série de Fourier d'une fonction f de période T :

Coefficients de Fourier de la dérivée :
Formules d’Euler :

Formule trigonométrique :

Transformée de Fourier inverse pour R(a) >0:

A +00 .
(yf)(V)=f(V)=f f(ne?™dr  veR
—00
FfHw) =G2aFNHWV)

{0 sit<0
u(t) = .
1 sit=0
+00 +00 .o
f(t)=@+ Y an(f)cos(z—nnr)+bn(f)sin(2—nnt)= Yy ck(f)e(lszt)
2 4 T T k= —oo

2 2
an(f) = ?f(T)f(t) cos(?ﬂ nt) dt
2
bn(f) =
) = lf FeTTE) g

avecneN; keZet

T Jin
an(f)= (3 1) ba(Fbn () = = (3 n) an(ictr = (i3 k) e )
ejt _jt ejt_e_jt
cos(t) = ;sin(f) = —————
2j
sin(a+ b) =sina cosb+sinb cosa
g—l [m] = e“” u(r)
fui(®
1
| | | ¢
_gn/ -7 \/ b4 \n
-1
an(fir)
e 4((-n"-1)
=y —s—— t
fui® ngl —3 7 cos(ni)

Exercice 1

On se propose de calculer les séries de Fourier des fonctions f et f> données sur les figures 1 et 2, pour

lesquelles 0 < a < 7.




[a—
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Calculer les coefficients a, (f1) et b, (f1) de la série de Fourier de f;.
Exprimer la relation liant f; et f,. Déduire de cette relation les coefficients a,(f2) et b, (f2).
Aurait-il mieux valu calculer f; et en déduire f; ?

Quelle condition permet d’obtenir un signal carré pour f, et triangulaire pour f, ? En appliquant cette

condition sur les coefficients calculés, retrouver les coefficients des signaux carré et triangulaire.

a
?

Vers quoi converge la série de Fourier de fi pour ¢ =

Exercice 2

On considére un filtre passe-bas RC du premier ordre, représenté sur la figure

3.

§

f‘ RlIc

Fig. 3

Montrer que I'équation différentielle régissant le fonctionnement de ce filtre est :

1 +g=f (1

ol 7 est une variable qu’on explicitera.

G
Donner la fonction de transfert H = T de ce filtre au sens de Fourier (F et G sont les transformées de

Fourier respectives de f et g).

En déduire la transformée de Fourier inverse h de H.

On considére maintenant la fonction créneau f (¢) représentée sur la figure 4.

N e

fale)

1
A

0 A

Fig. 4
Donner la transformée de Fourier F de la fonction fa.
En déduire la transformée de Fourier G5 de la réponse du filtre (1) a 'entrée fa.
Ecrire fa comme la superposition de deux échelons décalés.
On admet que la réponse indicielle g, du filtre (1) (donc al'entrée f = u) s’écrit : (1 - e‘f) u(t).
Donner laréponse du filtre (1) correspondante a chacun des deux échelons de la question précédente.
En déduire la réponse ga du filtre (1) a I'entrée fa. Que peut-on dire de G, par rapport a ga ?
Donner une représentation graphique approximative de ga et h. On précisera notamment la valeur
de ga(t) en t =A.

. On consideére I'impulsion unitaire §(¢) comme la limite de fa lorsque A tend vers 0 :

o) = E_I%fA(f) = fo(2)

En considérant h comme la réponse impulsionnelle (c.-a-d. la réponse a f = ), que peut-on dire de

la valeur de ga(A) lorsque A — 0?2



UPS / UFR-PCA Département EEA Vendredi 30 octobre 2009

Examen - L3 EEA - Outils mathématiques — Durée 1H30

Documents et calculatrices interdits

On lira attentivement le sujet avant de composer. Les différentes parties sont indépendantes. Il est demandé :
— de respecter les notations proposées,
— d'écrire lisiblement et proprement,
— de respecter le temps conseillé indiqué pour chaque question,
— de ne pas répondre aux questions qui ne sont pas posées.

Formulaire

., 0 sit<0
Fonction échelon : u(?) = .
1 sit=0

. +00 .
Transformée de Fourier: (& f)(v) = f(v) :f f(HeJ2™idr veR
—00

(FfHv) = 2n(F V)
FNH' V) =F(=j2ntfHV)

+00 +oo :
Série de Fourier d'une fonction f de période T : f(f) = % +) an(f)cos(wnd) +by(fsin(wnt)= Y cx(f) eiwk?)

n=1 k=-o00

2
an(f) ffmf(t) cos(wnt)dr

2
avecw:zT“;neN;kEZet by (f) T[(T)f(t)sin(mnt)dt

1 .
ce(f) = —f felTi0kD gy
T Jny
Coefficients de Fourier de la dérivée : a,(f') = (wn) bu(f); bp(f) =—(0n) an(f); cp(f) = (jwk) ek ()
ejt+e—jt ejt_e—jt
Formules d’Euler : cos(t) = — ; sin(t) = T

Formules trigonométriques : sin(a + b) =sina cosb+tsinb cosa; cos(a+ b) = cosa cosb¥Fsina cosb

Exercice 1

Temps conseillé : 5 minutes

Donner les coefficients de Fourier a;, b, et ¢ de la fonction f () = 1 +sin(#).

Exercice 2

Temps conseillé : 5 minutes

On considére la fonction f donnée sur la figure 1 :

Figure 1



+00 2(_1)1+n +o0 9 _1)1+n
Quelle peut étre la série de Fourier de f(¢) entre Z ————sin(noet Z ———— sin(n t) ? Justifier
n=1 n-m n=1 nm

votre réponse sans calcul.

Exercice 3

Temps conseillé : 20 minutes

On consideére les fonctions carrée fco () et triangle f,i(#) données sur les figures 2 et 3.

1 fCar(t) ﬁri(t)
| 1 | I 1 | 1 J
[ 1 I l 1 I 1
—27 -7 : b1 27
—— ] E——
Figure 2 Figure 3
an(fear)
+00 ni
1. Montrer que la série de Fourier de la fonction fcar(f) s’écrit : fear(2) = Z —sin (7) cos(nt)

n=117

2. Exprimer la relation liant fi;(f) et fear(f) (deux opérations élémentaires). Déduire de cette relation les

coefficients de Fourier de f;i(¢) a partir de ceux de fcor(£), et montrer que la série de Fourier de fi(#)

@ 4((-1" -1
s'écrit : fui(t) = Z % cos(nt)
n:l%
an(fui)

; - . bl
3. Vers quoi converge la série de Fourier de fco; pour t = > ?

Exercice 4

Temps conseillé : 30 minutes
1. Donner I'allure approximative des fonctions fj(t) = sin(¢) puis f>(f) = e %" avec a € R* (on pourra
prendre a = 1 pour le tracé). En déduire I'allure de la fonction f(¢) = sin(#) e %" u(r).
Calculer la transformée de Fourier de la fonction u(r) e=4+b 1,
Calculer la transformée de Fourier de la fonction ().

En déduire la transformée de Fourier de la fonction g(¢) = £ sin(#) e™“ “u(e)

AN R

En déduire la transformée de Fourier de la fonction g(2 t).



UPS/ UFR-PCA Département EEA Vendredi 5 novembre 2010

Examen - L3 EEA - Outils mathématiques - Durée 1H30

Documents et calculatrices interdits

On lira attentivement le sujet avant de composer. Les différentes parties sont indépendantes. Il est demandé :
- de respecter les notations proposées,

- dejustifier vos réponses,

d’écrire lisiblement ef proprement,

- de respecter le temps conseillé indiqué pour chaque question,

de ne pas répondre aux questions qui ne sont pas posées.

Formulaire
Série de Fourier d’une fonction f de période T Fonction échelon
a . = o 0 sit<0
f(t):70+2an(f) cos(wnt)+b,(f)sin(wnt)= ), ck(f) ikt u(t) =
n=1 k==co 1 sit>0
2
an(f) - f(T)f(t) cos(wnt) dt w:ZTT[; neN; keZ Formules d’Euler
2 . Jt 4 et
ba(f) = /(T)f(t) sin(wnt) dt | cos(t) = e
Ck(f) :l f(t)e(fj‘”kt)dt CMZM ) (t)_ejt_e*jt
T (1) 2 sin = 2]
Formules trigonométriques Transformée de Fourier
sin(a+b) =sina cosb +sinb cosa (FHO) = f(v) = f+°o f(t)e2™ e, veR
cos(a +b) = cosa cosb Fsina cosb || Transformée de la dérivée - (FfHv)=G2nv)(Ff)(v)
Intégration par parties Dérivée de la transformée : (Ff)' (v) = F(=j2ntf)(v)
Ju'v=[uv]-[uv Théoréme du retard : (Ff(t—1))(v) = e 2™ (Ff)(v)

Exercice1: (Temps conseillé : 15 minutes)

Soit f une fonction décomposable en série de Fourier et f sa dérivée. Montrer les égalités suivantes :

an(f") = (wn) bu(f)
bu(f') = = (wn) an(f)
cx(f) = Gwk) ck(f)

Exercice 2 : (Temps conseillé : 25 minutes)

2
T i
On considére la fonction de période m définie sur 'intervalle —2i 5 | par f(t) = il t%, et par 0 sinon.

1. Donner la représentation graphique de —t* sur I'intervalle [_E; E]’ puis de f sur Uintervalle [-m;7t].
2. Calculer les coefficients de Fourier a,(f) et b, (f).
Exercice 3 : (Temps conseillé : 20 minutes)

Parmi les 4 spectres (a), (b), (c) et (d) donnés sur la figure 1, quels sont ceux qui représentent une fonction

réelle ? Justifiez votre réponse. Donner I’expression des fonctions correspondantes.



Figure 1

Exercice 4 : (Temps conseillé : 30 minutes)

Soit la fonction fa () représentée sur la figure 2 (créneau d’amplitude 1, de largeur A, centré sur T).

fA,r(t)

Figure 2

1. Représenter la fonction f o.
2. Calculer la transformée de Fourier de fa .
3. En déduire la transformée de Fourier de fa ; puis celle de (¢ fa ;)

4. Représenter la fonction (¢ fa 1), puis la fonction (f fap).

[ee]

A
5. Tracer la fonction g = Z fak<pour T> 7

k=—oo

6. Déduire de la question 3 une écriture possible de la transformée de Fourier de g, sous la forme d’une

sommation que I’on ne cherchera pas a calculer.

>, 1 & 4 nA 27
7. Montrer que I’on peut écrire Z fake==+ Z — sin (—) cos (— n t)
2 ont 2 T

k=—o0
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